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KYBERNETIKA CISLO 2, ROCNIK 4/1968

O jednom modelu hromadné obsluhy

PReMysL DASTYCH

Stacionarni vstupni i vystupni procesy jsou definoviny pomoci pravdépodobnosti obsluhova-

ni. Prihlizi se k tomu, Ze obecn& nelze ¢as stanovi§té dokonale vyuZit k obsluze. Poget stano-
vi§t v soustavé i poCet vstupit kazdého stanovi§té milZze byt libovolny.

1. MODELOVANI VSTUPNICH A VYSTUPNICH PROCESU.
PROUD .

V odborné literatute se setkdvime s témito zplisoby matematického modelovani
vstupnich (pfichozich) a vystupnich (odchozich) procesii:
1. Je déno
a) rozdéleni pravdépodobnosti, Ze v daném Easovém intervalu nastane jeden,
dva, tfi, atd. poZadavky. Sem lze zahrnout nejen pfipad, kdy je vyjddieno,
kolik zékaznikd p¥ijde v kterém okamZiku, nybrZ i zpiisob vyjadfeni, kolik
zakazniki pfijde v libovolng vybraném intervalu asu.
b) rozdé&leni pravdépodobnosti délky doby obsluhy.
2. Je ddno

a) rozd&leni pravd&podobnosti délky mezipfichodovych intervali, tj. Easovych
intervalti mezi pfichody dvou po sobg bezprostfedng ndsledujicich zdkaznik.
b) rozdgleni pravdgpodobnosti délky doby obstuhy. Napt. [1] az [4].

Viechny tyto zplisoby se vyznaluji tim, Ze k vyjddieni napf. pfichoziho procesu
je tfeba dvou pravdépodobnostnich rozdéleni. Zde bude uveden takovy zplsob
modelovdni vstupniho procesu i vystupniho procesu, pfi kterém vystagime s jedinym
rozdélenim. Pro jednoduchost vyjadfovani budeme n&kdy pro vstupni proces i vy-
stupni proces uZivat spoleéného oznadeni ,,proud* dob obsluhy.

Definice 1. BudiZ dén rozkiad (B) daného intervalu Sasu T o velikosti (délce) |T| na



systém by podintervalii 7, navzdjem disjunktnich. Pofadi kazdého z téchto pod- 135
intervalt pfifadime jedno a jen jedno pfirozené &islo ¢ = 1, 2, ..., b. Jejich spojenim
je
UT,=T
a pranikem je

NT. =0,

kde 9 je prdzdnd mnoZina. Potom necht je vybrdn

a) bud jen kaZdy sudy z t&ch podintervald,

b) nebo jen kazdy lichy z t€ch podintervald,
a neni-li zérovefi prvnim ani poslednim (b,-tym) z t&h podintervald, necht je modelem
jedné realizace doby obsluhy. JestliZe vybrany podinterval je bud prvnim nebo po-
slednim v intervalu T, necht je modelem &dsti jedné realizace doby obsluhy. Kazdy
nevybrany interval, jestliZe neni ani prvnim ani poslednim z uvedenych podintervald,
nechf je modelem jedné realizace mezery mezi dobami obsluhy. Je-li nevybrany pod-
interval bud prvnim nebo poslednim v intervalu T, budiz modelem &dsti jedné realizace
mezery. Uspofddanou mnoZinu vybranym podintervalli nazveme modelem jedné
realizace proudu dob obsluhy v intervalu T. Uspofddanou mnoZinu nevybranych
podintervalit nazveme modelem jedné realizace proudu mezer v intervalu T.

Definice 2. BudiZ «{® e T po&dtetnim bodem a ¥ € T koncovym bodem inter-
valu T, v rozkladu B. Necht B, D jsou dva rozklady intervalu T. Pak kaZdé dva
rozklady intervalu T nazveme navzdjem rtiznymi, jestliZe aspoii pro jeden z pod-
intervalll T, plati aspoii jeden z téchto dvou vztahi:

P 4,
B D
B = B

Definice 3. Budiz ddna ur€itd mnoZina R rozkladii podle definice 2, ze kterych
aspoii nékteré jsou navzdjem rtizné. Budiz ddle Hi (t) pravdépodobnost, Ze v mnoZiné R
diferencidlni interval Sasu (t, t+di)y =T, kde teT, |dt| < |T,|, je Casti n&kterého
z vybranych podintervali T,. Pak mnoZinu R rozkladd nazveme modelem proudu
dob obsluhy v intervalu 7, a pokud to nepovede k omylu, jen struéné proudem.
Pravdépodobnost H() nazveme pravdépodobnost obsluhovdni v tom proudu a v tom
intervalu Casu.

Definice 4. Necht je ddna mnoZina R rozkladi podle definice 3 takovd, Ze pravdé-
podobnost H(t) nezdvisi na ¢, tj.
6)) H(t,, df) = H(t, df) = H ,
kde
t%t,, eT, neT.
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KaZdou takovou mnoZinu R nazveme modelem proudu dob obsluhy staciondrniho
v intervalu 7, a pokud nebude nebezpedi omylu, jen struéné staciondrnim proudem.

Pozndmka 1. Je zfejmé, Ze proud podle definice 3 se vyznaduje ordindrnosti.
Pravd&podobnost trvdni dvou nebo vice dob obsluhy téZe realizace proudu dob
obsluhy v libovolném témZe okamZiku t € T se rovnd nule.

Pozndmka 2. Pravdépodobnost obsluhovédni ve staciondrnim ordindrnim proudu
je moZno definovat také jako pomér stfedni velikosti souétu viech délek dob obsluhy
nebo jejich Edsti v libovolném intervalu Sasu (T') k velikosti toho intervalu

i Ll

||

kde ¢4 je bud jen sudé nebo jen liché.

Pozndmka 3. Abychom vyjadfovdni co nejvice zjednodusili, budeme pro pravdé-
podobnost obsluhovéni pouZivat i jinych symboldi, napf. x, y, z, &, N.

2. MODEL STANOVISTE. VYUZITELNOST STANOVISTE

Obecnd vyuZiti stanovisté pro doby obsluhy nemtiZze dosdhnout celych sto procent
uvazovaného intervalu Casu T. S obdobou této vlastnosti se vak setkdme i jinde,
napf. v problému parkovdni [5], nebo pfi ndhodném zapliiovdni prostoru, napf.
jednorozmérného intervalu ([6], [7]) nebo i jinych problémech ekvivalentnich pro
n&které aplikace.

Definice 5. Necht je ddna mnoZina (M) uréitych podintervaltt T, =« T(y = 1,2, ...
..., 8) o velikostech |T|. (Nepfedpokldddme nic o tom, zda ty velikosti jsou stejné
nebo riizné.) Budiz 9, okamZik ndhodn& vybrany z intervalu T. KaZdému z podinter-
valt T, jednomu po druhém v pofadi podle y, se pokusime pfifadit p¥islusny okamzik
9, tak, Ze miZe byt bud poddteénim bodem (x,) intervalu o velikosti [Ty, ti. 9, = o,
nebo koncovym bodem (#,) toho intervalu, tj. 9, = B,. Predpoklddejme, Ze jiZ »
(¢ = 0,1,2,...,8) podintervald se timto postupem podatilo pfifadit tak, aby po
tomto pfifazeni byly navzdjem disjunktni. KaZdy dalii podinterval lze uvedenym
postupem piifadit jen tehdy, kdyZ se ani z&sti nepfekryvd se Zddnym z » podinter-
valll jiZ pfifazenych. Potom necht g, je nejvétsim souctem viech podintervald, které
se timto postupem jesté podatilo piifadit. Velidina gy pro kaZdou realizaci takového
postupu je ziejm& ndhodnd. Necht 7y je pravdépodobnd stfedni hodnota velidiny gy.
Pak pomér

9] _
@ - =

nazveme kritickd pravd&podobnost obsluhovdni stanoviitém “S pro mnoZinu M,
neboli vyuZitelnost stanovi§te.



Pozndmka 4. Z definice 5 plyne, Ze stanoviité podle tohoto modelu, miiZe v kte-
rémkoliv okamZiku te T obsluhovat nejvySe jednoho zdjemce, tj. uskutediovat
nejvyse jednu poZadovanou dobu obsluhy. Hodnota *N,; miZe byt pro jednotlivé
aplikace také stanovena empiricky.

3. MODEL ZAKLADNIHO PROCESU OBSLUHY

Pokud to nepovede k moZnosti omylu, budeme pfi popisovéni procesu obsluhy
vicendsobné indexy psdt tak, abychom vystadili s jedinou fddkou hornich indexit
a jedinou Fddkou dolnich indexii. Napf. misto dolniho indexu n, budeme psdt doini
index (n, k).

Definice 6. Proces obsluhy necht md tyto zdkladni vlastnosti:

1. Soustava hromadné obsluhy se sklddd z w (w = 1,2, ...) stanovi§f obsluhy S,
kdek=1,2,...,w.

2. Ke k-tému stanovisti S pfichdzi n, proudt poZadavka obsluhy (n, = 0,1,2,...;
m=0,1,2,...,n).

Necht tyto proudy jsou staciondrni:

Proud X, s pravdépodobnosti obsluhovani *x, ,
proud *X, s pravddpodobnosti obsluhovdni *x,, atd.

proud *X, s pravdépodobnosti obsluhovani kx, atd., aZ

mo

proud "X(,,,,‘) s pravdépodobnosti obsluhovidni kx(,,,k).

MnoZinu viech proudid pfichdzejicich ke k-tému stanovisti *S nazveme zatiZenim
toho stanoviité a oznaéme symbolem *X(®);

(3) XO = (X1 X s kX(n,k)) .

Pozndmka 5. Proud, ktery je vystupnim proudem pro jedno stanovisté, miZe byt
vstupnim proudem pro jiné stanovisté, a naopak.

3. Kazdy proud "X, =*X, s pravdépodobnosti obsluhovdni *x, = *x\’,
prichdzejici ke stanovisti *S se sklddd ze dvou sloZek:

a) ze slozky *¥{? = *¥I%), s pravdépodobnosti obsluhovani *y& = ¥)I, tvofené
proudem poZadovanych dob obsluhy, kterym v procesu obsluhy je tim stanovi§tém
vyhovéno ihned po jejich pfichodu;

b) ze slozky “Z{, s pravdépodobnosti obslubovdni ¥z, tvotené proudem poza-
dovanych dob obsluhy, kterym hned po jejich pfichodu vyhovéno neni:

kx(©) _ ky(© | kz(O)

€] YO ARz = 9.
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(Vyznam pravého horniho indexu bude uveden v ndsledujicim.) Viechny proudy
ky{® pozadovanych dob obsluhy, kterym stanovists kS vyhovi ihned po jejich p¥icho-
du, tvo¥i vysledny proud *Y® (s pravd&podobnosti obsluhovani *y(®) dob obsluhy
ihned uskuteénénych tim stanoviitém:

(nk)
() YO = U Fr.
- m=1
Viechny proudy “Z{” t&ch poZadovanych dob obsluhy, kterym stanovisté *S nevy-
hoveélo ihned po jejich ptichodu, tvofi mnoZinu *Z(® peobslouZenych sloZek:

© 2O = (20, ., 7).

4. Obecn® proudy *Z{ z mnoZiny *Z® opakuji své pozadavky, dokud nejsou
uspokojeny (pofadi opakovdni znadime pravym hornim indexem).

4.1 Proni opakovdni pofadavku: Kazdy proud *z(»’ = *xV, &ekajici na uvolnéni
stanovisté, se sklddd ze dvou sloZek:

a) ze slozky *Y'!, s pravdépodobnosti obsluhovani *yI!], tvotené proudem téch
pozadovanych dob obsluhy, kterym prdvé po prvnim Sekdni (prvnim opakovdni
poZadavku) bylo vyhovéno,

b) ze slozky *Z1), s pravdépodobnosti obsluhovdni ¥z tvofené proudem téch
Y "y p P! p

m

poZadovanych dob obsluhy, kterym ani po tomto prvnim &ekdni nebylo vyhovéno:
(7 XD = Ryt o Rz

kyll A kz(D o
Viechny proudy poZadovanych dob obsluhy, kterym stanovi$td “S vyhovi bud ihned
po jejich ptichodu (nultém opakovéni) nebo ihned po prvnim opakovani poZadavki,
tvofi vysledny proud obsluhy *¥™) s pravd&podobnosti obsluhovani ¥y, Z proudu

X, je do prvniho opakovdni vietnd stanovistém obslouzena &dst *Y( s pravdg-
podobnosti obsluhovani ¥y<b.

(n,k)
8 kyWw =y,
®) Y
(9) kX(O) — kysnu U kzinl) s

Y Az =9,
(10 Y = Y Y,
u1 _
byl A kY[ = 0.
4.2 Opakovdni h-té (h = 0, 1,2, ...): KaZdy proud

(11) ZED = W



s pravdépodobnosti obsluhovédni
(12) V=,
Sekajici na uvoln&ni stanovits, se skiddd ze dvou sloZek:

a) ze slozky *Y¥, s pravdgpodobnosti obsluhovdni ¥y, tvofené proudem téch
pozadovanych dob obsluhy, kterym prdvé po h-tém Sekéni (h-tém opakovdni poZa-
davki) bylo vyhovéno,

b) ze slozky *z%, s pravdépodobnosti obsluhovdni *z(", tvotené proudem t&ch

pozadovanych dob obsluhy, kterym ani po tomto h-tém ekdni nebylo vyhovéng:
(13) ky® _ kylhl , kz() ,

kyli o~ kz®) _
Vsechny proudy pozadovanych dob obsluhy, kterym stanovist& *S vyhovi nejpoz-
dgji ihned po h-tém opakovdni poZadavki, tvoii vysledny proud obsluhy ¥Y®

s pravdépodobnosti obsluhovéni ¥y®, bez ohledu na to, z kterého z pfichozich prouds
je poZadavek obsluhovdn.

Z proudu *X,, je do h-tého opakovdni vietng stanovistém obslouZena &st *Y®
s pravd¥podobnosti obsluhovdni *y®:

(n,ky

ky® o U kyf:),
m=1
(14) k(@ — ky®) ) kz® R
(15) ky® kgt~ g
h
(16) Fy® = gyl p=0,1,..,h;
. v=0

YR A kYRl — g

V3echny proudy *Z® t&ch poZadovanych dob obsluhy, kterym stanovité *S nevyho-
vé&lo ani ihned po h-tém opakovéni, tvoii mnoZinu *Z®:;

17) Kz = oz, kg gy

Pozndmka 6. Z definice 6 je zfejmé, Ze v zdkladnim procesu obsluhy nejsou uva-
Zovdny takové pfednosti v témZe proudu ani takovd pfebihdni z jednoho proudu
do druhého atd., kterymi se v pritb&hu procesu obsluhy méni pravdépodobnosti
obsluhovéni v uvaZovanych proudech. Proto zdkladnim procesem obsluhy je kazdy
takovy proces obsluby, pfi kterém pravdgpodobnosti obsluhovéni v proudech podle
definice zstdvaji konstantnimi v intervalu T
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4. RESENI ZAKLADNIHO PROCESU OBSLUHY

Véta 1. Necht je ddn proces obsluhy podle definice 6. Potom

(18) U
(n,k)

19 k) o Y k)

(19) . mz—_—I}

Diikaz je nasnadg, protoZe na pravé stran& kazdé z uvedenych rovnosti jde o prav-
dépodobnosti jevi navzdjem se vyluujicich.

Véta 2. BudiZ *X mnoZina vSech proudii pFichdzejicich ke stanovisti *S ar pri
pronim nebo pFi opakovaném poZdddni, uspofddand takto:

— 0 ky(0) . ky (L ky (1) . . { ~(h) .
(ORI GEE O (LA ¢HAND (RPN HATINRES LRI AN

proh=0,1,2,... Necht"‘f,p Jje pravdépodobnost obsluhovdni v libovolném proudu
*Z té mnoZiny:

@y K

kde

{1}

ekx,

»
o=12...,(h+ )n,.

Budiz *y.,, pravdépodobnost obsluhovdni v proudu *Yi,; poZadavki obslouzenych

stanovistém *S a vytvoreného jen proymi @ z proudii 1¢ mnoZiny *X, tj. jen proudy

E{, ...y E,. Potom pro libovolnou permutaci pfichdzejicich proudi, tj. pro libovolnou
permutaci dolnich indexii velicin *¢,, ..., *¢ .1, shodné plati

(22) Sgpr1r = Vo + (N = Vion) Coer s
kde
(23) Mo =0, By o = kpt

Dukaz lze provést Gplnou indukci. Vysledkem je symetrickd funkce typu

k ok k kg
Vp+r11 = NM[ Z Say — )3 i La +
(i) (i,1),(i,2)

+ T B i am — e F (DR R L 0T
(,1),(1,2),(,3)

kde indexy (i, 1), (i, 2), atd. se vztahuji ke viem kombinacim z prvkit 1,2, ..., ¢ + 1.

Pozndmka 7. Hodnotu veliginy ¥y™® pfi vypotu miZeme kontrolovat tim, Ze na
dolni indexy pravdépodobnosti ¥, provedeme permutaci, takto uspofddané pravde-
podobnosti odli§ime napf. ddrkami (¥x}, *x3, atd.) a vypotet opakujeme,

Pozndmka 8. P¥i opakovdni pozadavki je vyhodné pro vypolet *y® vyuZivat
vysledku opakovani prdavé predchoziho.
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(0.0 T SRR (W)}

pravdépodobnost, e z dob obsluhy pofadovanych proudy *X,,..., *X (.5 je poZado-
vand obsluha prdvé z proudu *X,,. Potom

(24) OGS 0 e .

(n.k)

Epe

Ditkaz plyne jednak z definice pravdépodobnosti obsluhovini *x,,, jednak z de-
finice geometrické pravdépodobnosti (ptipady ve jmenovateli se navzdjem vyluduji).

Véta 3. Nechi *y™ je pravdépodobnost, ze stanovisté *S uskutedriuje nékterou
z pofadovanych dob obsluhy do h-tého opakovdni, a %e zdroveii z dob obsluhy
pozadovanych proudy *X,, ..., *X . je pofadovand obsluha prdvé z proudu *X,.
Pak

E () P

(25) I’ = k) ] x'n[ .

2 [
m=1

Ditkaz plyne z definice *y™ a z (24).

Véta 4. Necht ¥y je pravdépodobnost obsluhovdni ve vysledném proudu ¥Y*
uskuteénéném stanovistém pFi neomezeném opakovdni poZadavkir:

(26) Fpl) = Jim *y™
h—~w
Budiz
w (nk) [
P(U U 1)
h=1 m=1

pravdépodobnost, Ze stanovisté obslouZi poZadavky, které dekaly na obslouZeni.
Pak

@) P(C) (U),‘Y:,) = k() _ k)
A1 m=1

Diikaz je nasnadg.

Pozndmka 9. Pro numericky vypocet pii velkém n, nebo h je vyhodné usporddat
¥x,, podle velikosti sestupné. Pak snadno zjistime, od kterého indexu ¢ nebo od
kterého h se vypocet veli¢iny ¥y™® prakticky jiZ neméni.

(29) (¥ — ) < &) > END,
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(29) (™D — kY@ < gy 5 END,

kde ¢ je pipustnd chyba vypo&tu. Pfesnost vypo&tu oviem zdleZi také na piesnosti
veliin N, a ¥,

Pozndmka 10. Je ziejmé, 7e

(n,k)
(30) e T,
m=1
pro
< Ny,
(31) =N,
pro
(n.k)
Y x> Ny

Pozndmka 11. Jestlize zndme stfedni dobu Az, kterd uplyne mezi jednotlivymi opa-
kovdnimi, mizZeme vypocist stiedni dekaci dobu.

ZAVER

Byl uveden model staciondrnich procestl obsluhy bez Cekdni i s Cekdnim. Pomérné
matematicky nendroény tvar rovnic uvedeného modelu umoZiiuje pouZivat jej prak-
ticky k numerickému feSeni viude, kde 1ze jeho vlastnosti povaZovat za spinéné v pfi-
jatelné mife. Formulace problému i jeho feSeni jsou vhodné i pro pouZiti samodin-
nych poéitagi. Napf. vypolet velitiny *y® podle vty 2 Ize provést pomoci cykiu.

Nakonec budiZ mi dovoleno podékovat Dr. F. Zitkovi z Matematického tustava
CSAV za kritické ptipominky, které p¥ispély k presnosti textu.

(Doslo dne 26, Zervna 1967.)
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SUMMARY

A Model of Service System

PREMYSL DASTYCH

The probability that the differential time interval (1, ¢ + dr) is a part of any service
time interval in a flow of disjoint service times is called the probability of serving
in this flow. Let ¥y, be the probability of serving in the flow Y43 of demands served
by the server S and made only from the first ¢ of the flows which are elements of
the ordered set of input flows

o= (), 0 K, 0

PIRES n+1)(n,a.)) s

whose probabilities of serving are ¥¢,,...,*¢,, ..., ¥4 1)s,0)- Then for any arbitrary
permutation of lower indices of the probabilities ¥¢,, ..., ¢, , follows that

x X & k, \k
Vior11 = Vo + (Nag = Fy11) o1

where *N,, — is the critical probability of serving by the server S — the impos-
sibility of making full use of the server’s time being considered
in general —,
(n, k) — the number of input flows to the server *S,
h — the number indicating how many times there had been repeated
the demands which have not yet been served (h = 0,1,2,...),

the probability of serving by the server *S when the number of
repeating is h,

k y(h) —

k

Yoy =0,
k., _ k(b
Vi vion = Y

Ing. Premysl Dastych, Ustav vppoctové techniky CSAV-CVUT, Horskd 3, Praha 2.
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