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KYBERNETIKA CiSLO 1, ROCNIK 4/1968

Neékteré funk¢ni vlastnosti trajektorii
geometrického mista kofen

MIROSLAV ROSENBAUM

Clanek pojedndva o analytickém vySetfovani regulované soustavy metodou geometrického
mista kofenii a o zplisobu zastoupeni trajektorie orientovanou teénou v okoli vybraného bodu
roviny p.

UvoD

Pii uZiti geometrického mista kofenl k analyze zp&tnovazebnich obvodu vedly
praktické diivody k &dste€nému odklonu od piivodni koncepce Evansovy [1] gra-
ficko-numerické metody hleddni kofent polynomt typu

n
(1) Yap =0.
k=0
Presnost fefeni totiZ klesd v pfipadech, kdy koeficienty a, a a,_; sc fadové lii,
Volba velkych zobrazovacich mgfitek Gaussovy roviny je technicky nepfijatelnd.
UZiti pro rozvétvené obvody je nepraktické.

x(p) e ()

Obr. 1. Signélni graf jednosmy<¢-
kového regulaéniho obvodu.

Nekteti autofi [2], [3] se proto pfikldngji spise k analytické interpretaci metody,
kdy grafické zobrazeni m4 jen orientadni vyznam a p¥ipousti vhodnou deformaci
pomérnych vzddlenosti bodii.

Obrazovy pienos rozpojeného regulaéniho obvodu s jedinou smy&kou je definovdn
rovnici (obr. 1)

@ Fo(p) = + KG(p),



kde kladné znaménko plati pro kladnou zpétnou vazbu, za pfedpokladu Ze Ginitel
zesileni K je vidy redlné &islo vétsi neZ nula. Funkce G(p) je obvykle podil dvou
normdlnich polynomt M(p) a N(p), v nekterém p¥ipadé dopln&ny prenosem doprav-
niho zpoZdéni e~ 7™,

m m—1 L
3) G(p):p + by 1P +.,.+b1p+boe_m)
P"+a, "+ .+ ap+ a
m=n, a,_; =0, s=0,1,..,h.
Index s = h je f4d polu v pocitku soufadnic Gaussovy roviny. Matematicky zdpis
dalsich rovnic je moZno podstatng zjednodusit, budeme-li pfedpoklddat aproximaci
pienosu dopravniho zpoZdéni podilem dvou polynomii s koneénym podtem Elent: [4]

a zahroutim znaménka tohoto vyrazu do typu zpétné vazby. Z nejznaméjsich aproxi-
maci uvedme Padého rozvoj [5] (4) nebo uZiti Taylorova rozvoje (5) [6]

@ e -

v, v(v — 1) x* _ oo — 1) (v — 2)x*
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u=v=Fkk=12,..

N YA
g ¥/2 2 2\2

5 e fr= — = 7
©®) etx/? x 1/x\?
T+Z4+-(2) + ...
2 2\2
kdy napf. prvé pfiblizeni dopravniho zpozdéni je definovdno v obou p¥ipadech
stejnym vyrazem

P, 2
© ereo 2T
Pt 2

1+ = p+—-

2 T4

Znaménko minus rovnice (6) méni kladnou zp&tnou vazbu na zdpornou a naopak.
Vyse uvedeny pfedpoklad umoZiiuje p¥epis rovnice (3) na vyraz

™ b p" .+ b b
G(p) = P" + by 1Pn_1 + ...+ bip + by ,
P+ a,-p + ...+ a,p+ag

™

m=sn; a_;=0; s=01,..,h



kde do stupné polynomit m a n jsou zahrnuty i ¥4dy aproximagnich vyrazii (4) resp. 65
(5). Analyza vyrazu (3) je Casové ndrotnd a provddi se obvykle jen ve specidlnich
pfipadech, kdy omezend pfesnost feseni nevyhovuje.

Geometrické misto kofentl tvoii soustava kiivek [6] leZicich v roving p, jejichZ
body splituji podminku argumentu funkee G(p),

(8) arg G(p) = 2kn,
arg G(p) = 2k + N x,
k=0,12,...,

kde prvni rovnice (8) plati pro kladnou zp&inou vazbu, druhd pro zapornou [7].
V obecném piipadé miiZe viak byt arg G(p) (7) riizny od ndsobkil 7. Zavddi se proto
pojem izogony — kiivky, kterd spojuje v roving p body stejného argumentu. Doplni-
me-li soustavu izogon kfivkami konstantniho zesilovaciho &initele K, ziskdme podle
Smitha tzv. geometrické pole pfenosu rozpojené smycky [7]. Geometrické pole je
v jednoduchych pfipadech uréovdno analogové [8] [9], ve sloZit&jich piipadech
&islicovym potitagem [10].

FUNKCNI VLASTNOSTI GEOMETRICKEHO MISTA KORENU (GM)

Viimnéme si bliZe zpiisobu analytického vyjddieni obou soustav kfivek arg G(p) =
= konst, K = konst. PiepfSeme rovnici (2) s piihlédnutim k rovnici (7) do tvaru
[13]

Re M(p) + j Im Mi
© Fo(p) = iKM,
Re N(p) + j Im N(p)

p=o0+jo.

ProtoZe uvaZujeme Fo(p) jako funkci komplexni promé&nné, je moZno upfesnit
arg Fo(p) pomoci znaménka jeji realné a imagindrni &dsti.
Rovaici (9) roziifenim upravime na

Dy Re N(p) . Re M(p) + Im M(p) . Im N(p)
(10) Fo(p) = £K Re? N(p) + Im? N(p) *

... Re N(p) . Im M(p) — Re M(p) . Im N(p)

+ jK s
=) Re? N(p) + Im 2N(p)
takZe arg Fo(p) je pak
LI -
(11) arg Fo(p) = arctg Re N(p) . Im M(p) — Re M(p) Im N(p)

Re N(p) Re M(p) + Im M(p) Im N(p) )
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Rovnice izogony thlu ¢ = ¢, + (kx),k =0, 1, ..., mZe proto byt definivana pomoci
tangenty whlu rovnicf (12) resp. (13):

(12

3

Re N(p* Im M(p) — Re M(p) Im N(p) _
Re N(p) Re M(py + Im N(p) Im M(p)

(13)  Re N(p) [Im M(p) — 4 Re M(p)] — Im N(p) [Re M(p) + AIm M(p)] = 0.

Specidlng pro thel ¢ = 0 + km, k = 0,1, ..., je rovnice izogony totoZnd s rovnici
geometrického mista kofenl se soufadnicemi o, w, kterou budeme oznadovat sym-
bolem GM (o, w), ve smyslu definic (8) [4 = 0]

(149) GM(s, ») = Re N(p) Im M(p) — Re M(p) Im N(p) = 0.

Ze soustavy kfivek K = konst [6] vybirdme obvykle jen ty, pro které soutasné plati
(14). Funkce (10) se potom stdvd redlnou a jeji absolutni hodnota je rovna &iselng
prvému zlomku (15) s pfifazenym znaménkem vazby:

Re N(p* Re M(p) + Im M(p) Im N(p)

=1
Re? N(p) + Im? N(p)

(15) +K

Formdlni tipravou (15) ziskdme rovnici k¥ivek konstaniniho &nitele zesileni K > 0
(16)  Re N(p) [Re N(p) F K Re M(p.] + Im N(p) [Im N(p) F KIm M(p,] = 0.

Horni znaménko pfi K plati pro kladnou zp&tnou vazbu.
Zakreslime-li v Gaussové roving mnoZinu kiivek

Ae(—w,®); Ke<0, o),

v priiseticich (14) a (16) leZi pak kofeny charakteristické rovnice pfenosu uzavieného
obvodu. Typicky pfiklad geometrického pole podle Smitha je na obr. 2.

Cinitele zesileni K pokldddime za kladné &islo. Proto naopak rovnice (15) v uprave
(17) rozlisi znaménko zpétné vazby pro libovolny bod p leZici na k¥ivkach (14). Tato
okolnost je dileZitd, protoZe rovnice (14) spliiuje ob& podminky (8):

(17) [ Re? N(p) + Im? N(p) )

~ Re N(p).Re M(p) + Im N(p).Im M(p)

Vazba je urdena znaménkem, které je nutno vybrat tak, aby &islo K vychdzelo kladné.
Je-li napt. zlomek (17) pro p leZici na kfivce (14) &islo v&t3i ne¥ nula, je vazba kladnd
a bod p spliiuje argumentovou podminku arg G(p) = 2kn. Respektujeme-li vyznam
znamének (17), miiZeme pomoci rovnic (9), (14) a (18)

(18) |KG(p)| = 1



jeste dokdzat identitu (17), (19) a (20)

(19) K=+ ML R
[M(p)]
(20) K= + Re N(p) Re M(p) + Im N(p) Im M(p)
B Re® M(p) + Im? M(p) ’
- b/\k
/ﬁg N
i K
I\VESNNN
Al EimANS
T/ L}}_’U
T i

Obr. 2. Piiklad geometrického pole pie-
nosu oteviené smycky.

kde polynomy N(p) a M(p) jsou
(1) Np) =p" +a,p"™ 4.t ap +do,
M(p)=p"+ bpeyp™ P+ ...+ bp+ by

Nekterd odvozeni v dalim vyZaduji vyjddfeni (8), (19) a (21) souginem kofenovych
Cinitela:

(22) Np)=@-p)(@—p).-(P—Pa) >
Mp)=(p~a)(p—a2) - (P — au)>
(23) K=+ {b}

a=[(c-0u)+(0— o) (0~ 0+ (@—wn)]..[(6 -5, +
+ (w - wnn)z:‘
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b=1[(e = 0+ (0 — 0?16 = 020)* + (@ ~ @2)] ... [(6 — Toun)” +
+ (@0 = Op)?]

(24)  arctg O Oim gty @ TPy arctg @ T P g G(p),

G — Oy G — Oy o — Onn
kde jsme uZili substituci

p=0 +jo ,

Pi = Oi + 0,
q; = Ojm + jwjm >
i=12..,n,
Jj=12,..,m

Polynomy N(p) a M(p) (21) upravime dosazenim za p ze substituci a rozvedenim
podle binomické poulky ziskdme

(25) N(p) = [0"+ a,—16" ' + ... + 0" + ... + ay6” + a10 + a,] +

. —1 _ k _
+ (jo)! Mot 4 (" 6"+ ae*l + .+
1 1 1
2 1 . n n—1
+ a0 + a; | + (jw)? "2 + a,_,6"3 +
(B s Q] o[ Q)7 (15 ) s
k 2 . n
+ ..t a4 L+ ay |+ .o+ (jo) "k 1
(2) ¥ 2) G| {x
n—1 k . \n— n
+ g+ a |+ ...+ (jo) ! o+
("3 e Y Gor=f( "
+ <" - 1)%_1] + (o) (").
n—1 n
Rozvoj M(p) je analogicky (25). Vsimneme-li si podrobngji polynomi v hranatjch
zdvorkdch (25), mifeme je povaZovat za postupné derivace polynomi N(¢) a M(s)

vzniklych dosazenim p = ¢ do rovnic (21) podle ¢ a polynomy N(p)a M| (p) definovat
rovnicemi:

(26) N(p) = [N(a) + ji‘:E N®(g) + (L(ZX NO(g) + ... + LI(:)'XN(H(G) + ot

iepit—1 Y
+ (JCD} N(n—l)(o.) + (J—a)%N(")(U)] ,
n!

(n—1)



. RYY . ok
M(p) = [M((r) + 3]("’ M (o) + (JTw'— M®(a) + ... + D,wT M®(o) + ... +
. 1 K1

iy n—1 fon
+ (jo — N®(q) + (joo N®(g) |.
(n—1} n!
Upravou (26) vySislenim redlné a imagindrni &dsti polynomi (26):
UJZ (,U4
27 Re N(p) = N(p) — o N®(q) + u N®o) — ...,
3 5
() =L N — P NS+ P NG () —
Im N(p) IIN (o) . N®(o) + 5 N®(g) — ...,
o’ o oty )
ReM(p):M(a}—»zTM (a)+ZM @) = -ovs
) »® »®
Im M(p) = 0 MY () — 3 M®(c} + 5 M®o) — ...

Funkee N(p) a M(p, jsou reguldrni, spliiuji Cauchyho-Riemannovy podminky

(28) 9ReN(p) _ Im N{p) : 9Re N(p) _ _ oIm N(p) ,
oo 23] 0w do

ORe M(p) _ dlmM(p) . OReM(p) _  dlmM(p,

60 oo w a0

a proto pomoci (28) je moZno dokdzat, ze i funkce G(p) (7),jako podil dvou reguldrnich
funkci, je reguldrni.

Porovndme-li rovnice (2, (17), (20} a (27}, vidime, Ze zesilovaci &initel K miZeme
chdpat bud jako komplexni funkci proménné p (29), nebo jeho funkci dvou promén-
nych o a w:

i NMp
29) K(py= + M(p) " + )’
(30) K = K(a, o)) .

Funkce K(p) je vzhledem k (28) reguldrni, K(o, ®) je spojitou funkei dvou promén-
nych. To znamend, Zz funkce K je derivovatelnd podle libovolné proménné. Napf.
derivace (29) podle p Ize vyuZit ke stanoveni viech bodé rozvétveni GM v roving p
11].
: Velmi uZitetné zdvéry je moZno vyvodit ze tiirozmérného vyjadfeni funkce (30),
kde prostor md soufadnice o, w, K (obr. 3). Vime, Ze funkce K roste od nulové
hodnoty v pélu do nekoneéna v nule, nebo v nekonedné vzddleném bodu [1]. Funkei K
budeme proto vyndset pouze v bodech roviny p, které nds zajimaji, to je nad k¥ivkami
GM. Prostorové &dry takto vzniklé protinaji roviny K = konst v bodech, jejichZ
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pramdty do roviny p wrduji kofeny uzaviené smycky, definované pfislusnym &ini-
telem zesileni K.
Pritbéh k¥ivky K(o, ) nad GM(o, w) popiSeme diferencidlem, resp. derivaci:

0K (0, ) do + 0K (o, w)

do

(31) dK(o, ®) =

(32) dK(o,») _ 9K(o, ) do + 0K(0, w) do )
ds do  ds o  ds
kde ds pomoci (obr. 4) je definovdno
(33) ds = (do® + do?)* = da(1 + w'?)?.
Rovnice (32) pfechdzi na
N

(34) dK(o, ) _ 1 0K(o, @) o 9K(a, w) ]

ds V(I + o) oo )

Hleddme-li napf. bod, ve kterém je k¥ivka K rovnob&Znd s rovinou p, potom

dK(o, ) 1 0
ds

(9)

je splnéno podle (34) v bodg, kde derivace GM(o, w) je rovia zdpornému podilu
parcidlnich derivaci
K(o, »)

(36) o =__ 05

V dal§im uvidime, Ze to miZe byt jen v bodg, kde ob& parcidlni derivace jsou rovny
nule, tj. v bod& rozvétveni (viz obr. 3).

Chceeme-li zjistit smér priichodu GM vybranym bodem roviny p, uréime orientaci
vétve pomoci pfirdistku dK(o‘, o). Dohodneme se, Ze vétev GM je orientovdna ve
sméru rostouciho Sinitele zesileni K. Upravme rovnici (31) na tvar

9K(a, )
_OK(G, @) dofl + __é‘w .o
do 9K (o, )

do

(37 dK (o, w) =

Aby uréovdni dK (s, w) nebylo piili pracné, upravme si hranatou zévorku (37) pomoci
(19) resp. (23), (24).



A 1.5

o . i
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JAS —1
Obr. 3. Prostorové vyjadieni geometrického mista kofeni prenosu KG(p) = [plp + 1}~ 1}

8
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Ko, w)[GM]
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N\

__,,_I_._ e § e - e
| G M (o,m)
| VAR -
I

| A do
Obr. 4. Pribéh funkce K(o, w) nad trajektorii GM(g, w).
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72 Z rovnice GM vyjddiené soudtem argument (24) po zderivovéni vychdzi o’ ve

tvaru
(0 — oy,) _ (0 = D)
(39) o=@ t@-0w? (o= om’t(@= o
(¢ — 04, _ (0~ G
(6=l +(@ =0, (6 = Ty F(® — Op)?

Parcidlni derivaci (19) podle o a o ziskdme
6|N (r)] 3M{p’| .
M(p)| — ST |y,
ool - P2 )
do IMip |*
6N(p)[|M(p <7|MplIN ol
K(o,0) _ Ow o
%0 IM(p)]*

(39)

>

Pomgr obou rovnic (39) délime souginem [M(p)| . [N(p)|

NG| oM ]
K(o, w) do o
0 o _ N  |M(p)]
( ) B
0K(o,w) OIN(p)] o|M(p)
Jdo do o ,,,954_
Wl M)
UZitim vztahi (19), (23), zderivovdnim a tpravou (40; odvodime porovndnim s (38)
vztah
0K(o, )
ow
41 _oo -
1 9K(o, ®) ®
do

Vzorec (37) upravime kone&ng na tvar

{42) dK (o, @) =

aK(a" 9 4o [1+ o?].

a

O znaménku dK(o, ®) rozhoduje pouze vyraz pfed hranatou zdvorkou (42).
Orientace geometrického mista je stejnd s orientaci pfirtistku do, ktery je tfeba
dosadit do (42), aby diferencidl dK(o, ) byl kladny. Znaménko 0K(c, »)/do a do
mus{ byt stejné. Je-li napf. potfebny pfiristek do > 0, aby dK(c, w) bylo kladné,



protind GM bod Py, ®,) zleva a naopak. K jednoznagnému ureni orientace GM
stadi pro libovolny bod stanovit pouze parcidlni derivaci podle o.

V piipadg, Ze o' roste v okoli bodu Py(oy, o) nade viechny meze, potom upra-
vujeme (31) vytknutim parcidlni derivace podle w
(43) dK (o, w) = K(o, ) do [L + J:I

) '?

a (ivahy o orientaci GM jsou obdobné. Porovndnim rovnic (36) a (41) je zfejmé, Ze
jejich soudasnd splatnost je spornd (derivace odpovidaji kolmym sm&rtm}. Funkce
K(o, o) nad k¥ivkami GM(o, w} musi byt proto monotonni ve viech bodech, kde
podil parcidlnich derivaci md smysl, to je vyjma bodt kde obg parcidini derivace jsou
rovny nule. Chdpeme-li rovnici (31) jako diferencidl geometrického mista konstant-
niho dinitele zesileni K, potom rovnice (36? uddvd smérnici k¥ivky konstantniho
zesilend. V tomto pFipad€ z porovndni rovnic (36, a (41) vyplyvd, Ze kiivky (14) a (16)
se protinaji pod pravym dhlem.

ZAVER

V pfedeslé kapitole jsou popsany zdkladni funkéni vlastnosti geometrického mista
konstantniho argumentu a konstantniho zesilovaciho €initele K. Ukazuje se, Ze kfivky
A = konst, K = konst jsou soustavy implicitnich funkci dvou proménnych o a w,
které se protinajl a vytvd¥ejl tak geometrické pole kofent. Je vyhodné, Ze pro urdeni
geometrického pole v okoli bodu Py(cy, o) neni ticba zndt polohu péla a nul v pie-
nosu oteviené smycky; polynomy N(p, a M(p, stadi uvaZovat v normélnim tvaru
(21). Zptisob analyzy geomstrického pole kofenti ukdzsme na nékolika jednoduchych
piikladech.

Piiklad 1. Pfenos oteviené smyCky se zdpornou zpétnou vazbou je definovdn
rovnici

1 .
plp+1)’

proto polynomy N(s) a M(c) véetné derivaci jsou

(44) Fn(P) = -K

@) M) =1, M) = 4o,
M(6)=0, N(o) =25 +1,
N'(6) =2.

Dosazenim do (14) a (20) ziskdme rovnice
(46) GM(o, @) = (20 + 1),

47 K(o, ) = &* ~ (% + o).

73




\Vime-li, Ze furikce GM(o, ®) je rovna nule, potom p¥{mym vypottem dokdZeme, e
derivace (46) spliiuje rovnici (41) ve vSech bodech, krom& bodu Py(%, 0). Dosazu-
jeme-li za K(o, w) kladné konstanty, ziskdme soustavu rovnoosych hyperbol typu

(48) (6 +05?2-w?*=1-K

které maji hlavnj osu v pfimce ¢ = —1, nebo @ = 0 podle toho, zda K 2 % (obr. 5).

Ks
K4
K3
Ky
Xi
\\

I\ i

! . Obr. 5. Geometrické pole /

pfcnosu

' KG(p)= KIp(p+ D17

Piiklad 2. Pfenos oteviené smycky je definovdn rovnici

: p+2
49 F, =K—,
“) or) PP +2p+2

takZe zpétnd vazba je kladnd. Polynomy M(o) a N(o) s derivacemi jsou

(50) M(e) =0 +2, N(o) =0 +20+2,
M(o) =1 N(o) = 20 + 2,
N"(e) = 2.
Dosazenim (50) do (27), (14) a (20) ziskdme rovnice
[51] GM(o, @) = w[6? + 40 + 2 + 0],
(s2) K(o, @) = [6? + 20 + 2 — w’][o + 2] + w?[26 + 2] ]

(0 +2 + &




Podil parcidlnich derivaci (52) je roven derivaci (51) podle (41), krom& bodu
P(=2 + /2, 0). Rovnici (51) je moZno upravit na tvar

(53) GM(o, ) = of(o + 2)* + w® — 2].

Rovnici (52) v tomto specidlnim p¥ipadé miZeme ddle upravit. Geometrické misto
kofenli je kruZnice se stfedem S(—2, 0), polomgrem \/ 2 a vhodny dsek na ose o

Obr. 6. Geometrické mis-
to kofenli pfenosu
KG(p)= K(p+2) (0> +
1 +20+ 274

(obr. 6). Zajimdme se pouze o hodnoty K(o, w) v bodech GM(c, »). Dosazenim
této vazebni podminky do (52) ziskdme pro uréovéni zesilovaciho &initele K vztahy

(54) K(o,w) =20 + 2,
K, 0) = CF+T
’ o+ 2

Prvy vztah plati pro body na kruZnici, druhy vztah pro body na ose a.
Piiklad 3. VySetfime pribéh GM(a, o) soustavy dané pienosem oteviené smyky

1
59) S R - K
p(p + 1)?

v okoli bodu Po(—0,2; w,). Geometrické misto nahradime v tomto bodg orientova-
nou te¢nou. Pomoci vztahil uvedenych v piededlych p¥ipadech a vztahu (37) uréime
zderivovdnim GM(a, w) smeérnici teény v bodé s pofadnici w, vyhovujici rovnici (14),
to jest wy = +0,56. Derivace vétvi GM(o, w) je ddna rovnici

, 30+2
o ===
w

(56)
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Dosazenim soufadnic bodu PO(—O,Z; 0,56) vychdzi smé&rnice 2,5. Cinitel zesileni
K(o, w) je definovan pomoci (20, rovnici

57 K(o, 0} = 20* + 300® — 6® — 26 — 0.
}

Parcidlni derivace podle o

(58) K(0.0) _ 302 35 45— 1
oa
w
7
/
/

—1

Obr. 7. Nahrada trajek-
torie GM tecnou v okoli
vybraného bodu P,. \

po dosazeni soufadnic bodu P, je rovna +0,54. Vidime, Ze pomoci (42) vychdzi
orientace vétve ve smyslu kladného do (obr. 7). Nihrada vétve GM te¢nou je vyhodnd
proto, %e piesnost urdovani kofenfl je srovnatelnd s pfesnosti koeficientit obrazového
pfenosu identifikované soustavy.

Vypodty geometrického pole soustav vy&sich ¥4di tabelované napt. v [12] jsou
zajisté sloZit&jsi, pfesto viak pracnost metody je tmérnd analytickym zdvéram, které
je mozno ziskat vypoctem.

(Doslo dne 14. dubna 1967.)
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SUMMARY

Some Function Properties of the Root Locus Diagram

MIROSLAV ROSENBAUM

The use of the numerico-graphical root locus method is usually confined to cases
with single loop feedback circuits or to cases where, the order of the absolute values
of poles and zeros of the open-loop transfer function differ at most by one. In the
present paper the known method of the analytic expression of the root locus diagram
is indicated and their technical justification is shown. Special attention is paid to the
possibilities of approximate solution of the characteristic equation based on the
replacement of a diagram segment by the tangent. This procedure is justified both
by the limited accuracy of the mathematical model of the plant and by a series of
methods for finding real roots of polynomials which can be easily programmed on
computers. The advantages of these methods excel especially in cases when the plant
is nonlinear and the mathematical models depend on variable state space coordin-
ates.

Dr. Miroslav Rosenbaum, CSc., Katedra automatizace chemickych vyrob, Vysokd Skola chemic-
kotechnologickd, Technicka 9105, Praha 6.
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