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KYBERNETIKA CISLO 3, ROCNIK 4/1968

Optimalizacia n-rozmernej spojitej funkcie

FRIDRICH SLOBODA

V &anku je popisand novd metdda optimalizicie n-rozmernej spojitej funkcie, ktora v danej
oblasti nadobuda prave jeden extrém. Algoritmus predstavuje sekventny proces optimalizicie
funkcii jedného parametru.

1. UVOD

Nech F(xy,...,x,) je staciondrna spojitd funkcia n-premennych, ktord v danej
oblasti D,nadobuda prive jeden extrém. Predpokladajme, Ze analytické vyjadrenie
tejto funkcie nepozndme, a mdme moZnost iba zistovaf jej hodnoty v danej oblasti.
Ulohou je ndjst extrém funkcie F(xy, ... x,,) v danej oblasti D,. Popifeme metddu,
ktord nepouZiva skisobné kroky (ai na pociatocné, €o nie je nutnosf), a ma pre-
menlivy krok.

2. POPIS ALGORITMU

Obmedzime sa na hladanie maxima funkcie F(x,, ..., x,). Nech M, je Iubovolny
bod z danej mnoZiny D,, M, € D,. Pre ndzornost uvaZujeme dvojrozmernti funkciu
F(xy, x,), ktord md v oblasti D, ur&enej (setkami rovnobeZnymi s osami vrstevnice,
ktoré tvoria ststredné kruZnice, obr. 1. V bode M|, sa zdvoch moZnych smerov pre
kaZdy parameter x;, i = 1, ..., n, vyberie ten, ktory pre dany skdSobny krok ddva
va&s prirastok funkcie. Vedme rovnobeZky p,, p, v bode M, s osami x;,x, a
zistujme hodnoty funkcie F(x;,x,) na zvolenej priamke p;, ked parameter x; sa
meni danym krokom Ax;. Oznagme max F(x,, x,) = max F(x) = F(x7™, x3*).

Postupnost hodnét funkcie F(x;, x,)je rastiica pre x; € (x}°, x**» v danom smere
na priamke p, i na kaZdej priamke rovnobeZnej s 1. Preto¥e funkcia F(x,, x,) na-
dobuida v danej oblasti extrém, existuje také x; = a{®, Ze hodnota funkcie je uZ
mensia ako v predchddzajuicom kroku. Ak tento postup prevedieme pre x; €



e<ai”, xY°> krokom Ax, < Ax,, analogicky existuje B, Ze hodnota funkcie

F(B, x) je uZ mensia ako hodnota funkcie v predchddzajiicom kroku. Teda sme
dostali interval <a{®, g taky, Ze x7** e (a®, B>,
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" Analogicky definujeme intervaly pre x™, ak i = 2, 3, ..., n. Ako z predchddzaji-

ceho vidiet, kroky rovnobeZné sa stiradnymi osami sa méZzu striedaf. Krok pre dany
parameter sa robi na zdklade predchddzajiiceho kroku pre dany parameter. Ak
funkeia F(xy, ..., x,) je funkciou n-premennych; potom nasledujici krok pre dany
parameter sa prevedie po n — 1 krokoch pre ostatné parametre. Ak v predchddza-
jucom kroku pre dany parameter x;, i = 1,2, ..., n, bol prirastok funkcie kladny,
resp. nulovy, potom nasledujiici krok pre dany parameter x; i = 1,2,..., n, bude
v tom istom smere a tak velky ako v predchddzajucom kroku pre dany parameter.
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Ak v predchddzajicom kroku pre dany parameter bol prirastok funkcic zdporny,
v nasledujicom kroku pre dany parameter x;, i = 1, 2, ..., n, bude krok opa¢nym
smerok ako v predchddzajuocom kroku pre dany parameter a hodnota kroku bude
mensia. Takymto spdsobom dostaneme pre funkciu zndzornend na obr. 1. pre kazdy
parameter x,, X,, obecne pre x;, i = 1,2, ..., n, systém do seba zapadajtcich inter-
valov ({2, B> pre i = 1,2,...,na [ =0,1,2,..., v ktorych sa nachddzajii extre-
maélne suradnice hfadaného extrému. Celkovy pohyb v danej oblasti moZe byf znd-
zorneny pre danid funkciu (na obr. 1) ako na obr. 2.

Je zrejmé, Ze pre zloZitejSie funkcie hodnota kroku pre dany parameter moZze
nadobudntf velmi mald hodnotu a extrém nemusi byt dosiahnuty. Funkciu budeme
nazyvat zloZitii vzhfadom na vychodzi bod M,, ak sa aspoil jedna hodnota x**
nenachddza v prvovytvorenom intervale <(a{®, g% pre i =1,..,n. V daliom
uvedieme spdsob zvicSovania hodnoty kroku a rozsirime nasu predchddzajicu uvahu.

3. KONVERGENCIA

UvaZujme kartézsky pravouhly systém a zloZky vektora pohybu rovnobeZné so
suradnymi osami tohto systému. Takto uvaZovany vektor pohybu vyhovuje pre
jednoduché funkcie (vid definiciu zloZitej funkcie) a pre urditi podmnoZinu zloZitych
funkcii. Nevyhovuje pre ta triedu zloZitych funkceii, ktoré predstavuju telesd, ktoré
maju ostr hranu sklonent k siradnym osiam. Aj je tdto hrana zhodnd s niektorym
smerom suradnej osi, alebo ak odklon tejto hrany od niektorého smeru stradnej
osi je maly, potom algoritmus si praceschopnost zachovdva pre Tubovolny vychodzi
bod M,. V pripade, ak teleso md hranu sklonent k suradnym osiam, algoritmus
pre dany vektor pohybu sa ukondi ndjdenim niektorého bodu na hrane telesa. Ak
predpokladéme, Ze hranu (resp. hrebeit funkcie) moZno po &iastkach aproximovat
priamkami resp. priamkou, potom dal§i pohyb po hrebeni bude moZny ak povodné
zlozky vektora pohybu otodime (pri zachovani pravouhlosti) tak, aby jedna zloZka
vektoru pohybu bola zhodnd so smerom priamky aproximujicu hranu, alebo aby od-
klon od nej bol maly. V dalSom prevedieme dékaz konvergencie pre jednoduché funkcie
a pre 1 East zloZitych funkeii (v zmysle definicie), u ktorych si algoritmus zachovdva
préceschopnost pri danom vektore pohybu.

Nech F(xl, e x,,) je spojitd funkcia n-premennych, ktord v danej oblasti D,
nadobiida prdve jeden extrém a jej analytické vyjadrenie nepozndme. UkdZeme kon-
vergenciu algoritmom ziskanej postupnosti funkénych hodndt k extrému funkcie
z udanej triedy, podla niZe uvedeného algoritmu.

Oznagme hodnoty pogiatonych krokov danym smerom (urenym ski¥obnymi
krokmi vo vychodzom bode) Ax{® pre i = 1,2, ..., n. Kroky sii rovnobeZné so sii-
radnymi osami a sa striedaji. Nech F(x{%, x”, ..., x{) je hodnota funkcie vo vy~
chodzom bode M, a nech {1/k™} je klesajica postupnost pre ktoru plati, Ze lim 1/k™ =
=0preredlne k > 1, m=1,2,3,.., mee



xﬁj) = x?“” + Axf"” pre i=1,..,nj=12..

-
) — ) D G LG-1n j—~1 (J) ) ()] j=1 j—1
AF; —F(xlj,xz s X xU00, xS ))—F(xi’ xS, x 2y, XY )’“.’x'(l{ )),

AUYD — A gk AFP 20 pre i=1,2,..,n;j=12,.

s

(j+1) AxP ) : ;
A7 =——— ak AF’ <0 pre i=12,..,nj=12

Postupnosti hodndt x{, pre ktoré AFY < 0 budeme priradovat oznaenie z po-
stupnosti {a{®, {9, afV, B, of®, BV, D, g, .} pre i=1,2,..,n a Il =
=0, 1,... prifom x{? = «{” odpovedd prvej hodnote x{?, pre ktori AFY < 0.

AxPHD = Ax{? k% ak algoritmom ziskand hodnota x{ ¢ <a{?, By (resp. ak
X ¢ (B, oy, &o zdvisi od vychodzieho bodu M,, pritom hodnota funkcie pre
x{” e3te nebola zistend) priom interval {(a{", B{") sa dalej nebude uvaZovat pre
pdvodné hodnoty x{, pre ktoré AF’ < 0, ale pre nové hodnoty x{ ziskané novou
hodnotou kroku, pre ktoré AFY” < 0. Novd hodnota kroku odpovedd hodnote
kroku v najmenom nadintervale pévodného intervalu (2{", ¢, tj. v intervale
1, g1y danym smerom.

Tvrdenie 1. Ak xP* e (£, f{*%), potom horeuvedenym algoritmom sa pre dani
presnost koneénym podtom krokov vytvori systém do seba zapadajiicich inter-
valov (a{®, B> pre kazdéi = 1,2, ..., npricom ! = 0, 1, 2, ... taky, Ze

xP e a, By

lim 2{" = lim g{" = x™*.
1~o o
PretoZe interval {a{%, B{®’) je koneZny, na koneény polet zva&eni hodnoty kroku,
sa vytvori systém do seba zapadajucich intervalov pri¢om pre hodnotu kroku plati,
Ze
. 'Ax{®
lim —— =
m-=w km

pre m=1,2 .. aredlné k > 1,
kde Ax{® je hodnota pogiatotného kroku.

PretoZe funkcia F(x,, ..., x,} je spojitd a v danej oblasti nadobuda préve jeden
extrém, xT™ pre i = 1, 2, ..., n ndm uddvaju suradnice hladaného extrému.

Ak xT= ¢ (@, B9y, potom na komeény podet krokov algoritmom ziskand
hodnota x{ ¢ <!, (> (priom hodnota funkcic pre x{” elte nebola zistend).
Potom hodnota kroku sa ur& v danom smere vzhladom na polohu x{” v intervale
{a;, b;> (vid nasledujici odsek). Novou hodnotou kroku sa vytvori novy interval
Cod®, B4y, pridom pdvodny sa dalej neuvaZuje. Na konetny pocet krokov sa takto
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vytvori taky interval (af?, BP0, Ze xT* e (al®, B0 pre kaZdé i=1,2,...,n,
pretoze D, je koneind oblast, v ktorej existuje prdve jeden extrém spojitej funkcie
F(xy, ..., X,). Z predchddzajiceho vyplyva nasledujtice tvrdenie:

Tvrdenie 2. Na koneény pofet krokov sa algoritmom vytvori taky interval
&9, By, pre ktory xT™ e (i, pO> pre kazdé i = 1,2,...,n, a teda podla
predchddzajuceho tvrdenia, v ktorom sa vytvori systém do seba zapadajucich in-
tervalov (o, gy i =1,2,...,n,1=0,1,2,..., Ze

e (a0
lim afP = lim BP = x7*
i i i .
o Iow
Pozndmka. Je zrejmé, Ze miesto postupnosti {1/k™} sa mdZe pouZif Tubovolnd
klesajica postupnost {g,,}, pre ktorn '

limg, =0

m- o

prifom g, < lprem=1,2,...,
4. OPTIMALNA VOLBA KROKU PRE POSTUPNOST {1/k"}

Predpokladajme, Ze obor definicie funkcie je urdeny tseCkami rovnobeZnymi
s osami, D, = {a; < x; £ by, ..., a, < x, £ b,}. Ulohou je urdit koeficient k kle-
sajlcej postupnosti {1/k™} a po&iatonu hodnotu kroku tak, aby poget krokov na
dosiahnutie extrému s danou presnostou bol minimdiny, za predpokladu, Ze kazdy
bod md rovnaka pravdepodobnost byt hodnotou extremdlnou. Najvyhodnejiie je
volif vychodzi bod stred danej usetky pre kaZzdy parameter, pretoZe disperzia tohto
bodu vzhladom na ostatné body intervalu je minimdlna. SkuSobny krok ndm udd
smer prvého kroku pre kazdy parameter. Hodnotu po&iato&ného kroku pre kazdy
parameter je najvyhodnejsie volit tak ako v predchddzajicom pripade vzhladom
na stred udanej poloviny tse¢ky. Vychodzi bod a hodnota poliatoéného kroku sa
urdi pre kazdé x;, i = 1, ..., n. Chceme najst optimédlnu hodnotu k klesajicej po-
stupnosti {1/k™} pre redlne k > 1, pre algoritmom ziskany systém do seba zapadaji-
cich intervalov.

Nech x;e<a; b;> pre i =1,...,n. Vychodzi bod oznaéme s; a stred udanej
poloviny usecky p; pre i = 1, ..., n (obr. 3), kde

s~————llai_ b

T2

i

Nech k je koeficient klesajicej postupnosti {1/k"}. Nech hodnota vychodzicho
kroku je |s; — pil[k.



Potom k -+ 1 ndm uddva polet krokov, ktoré treba previest, aby ndm klesla hod- 361
nota funkcie, ak predpokladany extremdlny parameter x** = p,. Hodnota kroku
po m — 1 klesnuti hodnoty funkcie F(x,, ..., x,) bude |s; — p|/k™, kde m = 1,2, ...

1 $ } 3

Obr. 3. a'f pi Si bi

Treba najst minimum funkcie G(k),
0] G(k) = m(k + 1)

pre redlne k > 1, ktord uddva podet krokov pri podmienke, Ze hodnota p; bude
dosiahnutd s udanou presnostou ¢; < |s; — py| tj.

o w=nl o,
alebo
(2a) k=c,
kde
¢ = S; — Pil .
€y

Po tiprave rovnice (2a) dostdvame
mlogk = loge,

log ¢
3 o= .
( ) log k

Dosadme (3) do (1) a najdime minimum G(k) pre redlne k > 1:

@ G(k):loii(k+1)=logc(lk + 1k>’

log ogk log

G logk — 1 1k fogk — 1 — 1]k
5) —=1 ———— + loge | — =lIo —_,
©) a B (log k)? B¢ ( (log k)z) B¢ ( (log k)?

dG ak {1.10gc=0=»c=1,

oo
dk 2. 10gk—1~1/k=0.

Riesit budeme druhi rovnicu, pretofe prvd rovnica nevyhovuje naej podmienke
(2). RieSenim (iterativnym) druhej rovnice je k = 3,591 121. PretoZe druhd deri-
vdcia d>G[dk? je kladnd pre redlne k > 1, funkcia G(k) pre k = 3.591 121 dosahuje
minimum.
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Ziskand hodnota k je optimdlny koeficient postupnosti {1/k™} pre Iubovolnt
presnost, ako vidiet z rov. (5) Hodnoty podiatoénych krokov st:

Ax? = ls,;}_J
K

)

kde k = 3,591 121 pre i = 1, ..., n.

V trefom odseku spominané urdenie kroku vzhladom na polohu x{ v intervalu
{a;, b,y sa prevedie tak, Ze poslednd hodnota x{ sa povaZuje za bod s; a hodnota
kroku v udanom smere sa prevedie vzhfadom na stred vzdialenosti bodu x odkon-
cového bodu intervalu {a;, b;>.

Ak extrém funkcie sa v danej oblasti nachddza blizko hranice oblasti, alebo na
hranici danej oblasti, potom sa moZe staf, Ze alkgoritmom ziskand hodnota x{

nebude z intervalu {a;, b;». V tom pripade

. a.:
x(il) = i
b,

a nasledujuci krok je do vntitra intervalu {a;, b;>, priom hodnota kroku je

(-1
AxS = Ak

prei=1,2,...,n.
5. ZAVER

Uvedend metdda nepouZiva skdSobné kroky, ako ich pouZivaju gradientove
metddy, md premenlivy krok a moZno ju pouZif i pri rieSeni tloh linedrneho pro-
gramovania. Algoritmus tvori sekvenény proces optimalizdcie funkcii jedného
parametru. Z tohoto hladiska, pretoZe tedria dynamickej optimalizécie pre jedno-
parametrové funkcie je dostatofne rozpracovand napr. v préci [1], moZno tuto
metédu vyuZif pre dynamicku optimalizdciu viacparametrovych siistav. Metédu
mozno tieZ vyuZit v extremalnych adaptivnych systémoch. Rychlost uvedenej metody
pre jednoduchsie funkcie sa dd usidit z rovnic (1) a (2) v Stvrtom odseku. Niektoré
vysledky boli overené na systéme GIER.

(Doslo diia 11. okt6bra 1967.)
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SUMMARY

Optimization of »-dimensional Continuous Function

FRIDRICH SLOBODA

The article describes a new method of optimization of an n-dimensional continuous
function, that has only one optimum in the given domain. The method does not use
test steps (except the initial ones, which, however, are not necessary) and has variable
step. The algorithm is presented as a sequential process of optimization functions
with one parameter.

Further in the article there are derived the relations for the proof of convergence
and for the optimal value of coefficient forstep change.

The convergence of this method is better than that of the gradient methods.

Fridrich Sloboda, prom. mat., Ustav technickej kybernetiky SAV, Dibravskd cesta 1, Bratislava,
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