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nost véty Dandelinovy i na jednoplochy hyperboloid rotaéni.

Druh priiseku #idi se opét vyrazem —Z—sz’n .

5. Dle &l 3. moZno prostorovou interpretaci fefiti snadno
tlobu: Sestrojiti kruinici, kterd majic stred ma ohniskové ose
dané kugelosecky dotykd se ji dvojndsobné, je-li mimo to ddna
teéna (kuseloseéku protinajici) krusnice. Stalf danou kuZeloselku
poklddati za merididn rotaini plochy a danou te¢nu za primét
jeji prisetné roviny k merididnu kolmé. Sestrojime-li ohnisko
priseku pomoci jeho os, obdrizfme tak dotyény bod kruZnice na
te¢nd, ¢imZ tloha feSena.

V deskriptivni geometrii vyskytuje se tato tdloha pfi sestro-
jovani vrieného stfnu pHmky na kulovou plochu. Uréime-li
kruznice, dotykajici se dvojndsobné meze vrZeného stinu kulové
plochy, majici stfedy na jeji ohniskové ose a dotfkajici se
vrzeného stinu pimky, jsou to vrZené stiny onéch rovnobd&zek
kulové plochy (vzhledem k roving vrZzeného stinu), kterych
dotykd se vrzeny stin pffmky na kulovou plochu; doty’né body
majf vrzené stiny v dotyénych bodech vrZenych stind rovnobézek
na vrzeném stfnu pfimky.

0 zakladni tloze integfémlniho poctu.

Napsal Bohuslav Hostinsky.

I.

Hlavnf véty infinitesimédlniho poétu oddvodiuji se obyéejné
na zdklad® grafického zndzornéni funkei zndmého z analytické
geometrie. Dand funkce f(z) jest zndzornéna kiivkou, jez md
rovnici

_ y = f(z).

V bodé M(x, y) kiivky sestrojme tetnu, kteri svird s osou
- Oz t. zv. teCnovy thel o (obr, 1.). Smérnice tedny — tg « jest
funkef proménné z, coZ vyjddiime rovnicf

tg ¢ = @(z).
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Obsah P obrazce ONMQ omezeného obloukem M@ kfivky
a tfemi dsedkami jest rovnéz jistou funkef proménné z:

P = F(z).
Sledujme blize obsah ti{ ndsledujicich vé&t:
1. Smérnice telny tg o jest derivaci pofadnice y, t. j.
¢ (z) = f*(2).
2. Obsah obrazce omezeného obloukem M M k¥ivky, po-
fadnicemi krajnich bodd M, (x,, y,), M(z, y) a tusetkou N,N

a2

My

Qﬂ\%'

0 A(N. Nl &

Obr. 1.

(obr. 1.) jest roven omezenému integrdlu potadnice od x, do z:
Fl@) — Fle) = [ (@) da.
, %

{x, povazujeme v ndsledujicim za konstantni.)
3. Pofadnice y jest derivaqi plochy P:
@) =F'(2).%)

Tak na pf. pro parabolu jest
3

f@=q% o@ =2 F@)=3%.

*) Viz Zagdtky infinitesiméalniho podtu ve Vojtéchové Geometrii pro
VIL tf. redlek str. 140 aneb ve vyddni pro gymnasia a redlnd gymnasia:
Geom. pro VIL ti. str. 119, Math. pro nejvy3si tF. str. 53.
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Spojime-li druhou a ttetf vétu, vychdzi: Integraci dané
funkce f(z) obdrzfme novou funkei F(x) — F(zy)*), jeZz md
f(z) za derivaci. Tato véta plati pro kaZzdou funkei proménné
z; uzijeme-li ji na funkei ¢ (x) = tg e, dospé&jeme k &tvrté véts:

4. Poradnice y bodu M Fkrivky zmendend o poradnici y,
bodu M, rovnd se omezenému integrdlu smérnice od z, do x:

v—v= [9@)de
%o
Tato véta dopliiuje vétu 1. prdavé tak jako véta 3. vétu 2.

IL.

Pristupme k pifmému dikazu véty 4., ve kterém nebu-
deme uZfvati zndzornénf integrilu plodnym obsahem. Jde o Fe-
Seni tlohy:

Smérnice teény tg ¢ = ¢ (x) jest ddna jako funkce tiselky
x; jest sestrojiti oblouk M,M lk¥ivky, t. j. nalésti y = f(x)
Jako funkeci proménné z, je-li ddn jeden bod M, (x,, y,) krivky.

. Primé&t hledaného oblouku do osy Oz budiz N,N (v obr.
2. jest hledany oblouk tetkovén). Usetku NN = & — z, 08y
Oz rozdélme na n stejnfch dili o délce 4z (v obrazei 2. jest
n = 6). Nazveme-li délici body N,, N,, ... (N.= N), jest

(1)

KaZdym z bodd N,, 'N,, N, ... vedme kritkou tsetku
ayy Gy, g, . .~ joZ svird s osou Ox dany tefnovy thel ¢, o;;
o, . .., takZe jest

tg oy = @ (x,), 19 & = @ (%, + ), tz @y = ¢ (z, + 242), ...
Sestrojime nynf dvé lomené &iry 1, I, jez ptiblizng pfed-

* stavaji hledanou kiivku:
' a) Bodem M, vedme rovnobézku k a,, kteri protne kol-
mici vztylenou v N; ku Oz; prisetfkem rovnobézku k a,, kterd
protne kolmici vztytenou v N,; novym prisetikem rovnob&zku

d.v:NoNl:Nlsz...zN,_,N:u.

*) x, jest libovoln4d konstanta; toféz plati o F(x,).
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k a,, kterd protne kolmici vztytenou v N, atd. Takto sestrojend
lomené &ira I, protind posledni kolmici, vztylenou v N, v bod&
M,; primét celé &iry 7. do této kolmice md délku

PM,=Adz(lga, +tg e, +tge, + ...+ tg 0u_),
aneb

PM, = 4z[9(2,) + ¢ (%, + 42) + 9 (z, + 242) + . .
+ a(zy -+ n — 1 42)]. (2>

)
W

Obr. 2.

b) Bodem M, vedme rovnobézku k a,, kterd protne kol-
mici vztyfenou v N, ; prisetikem rovnobézku k a,, kterd protne
kolmici vztyfenou v N, atd. Tato lomend ¢4ra (, protind poslednf.

kolmici, vztylenou v N, v bodé M;; primét celé &ary lb do-
této kolmice mé délku

PMy=dx(tge, +tge, ...+ tga.),
aneb :

PMy = (g, + 45) + 9@, +242) + . . . + 9@] (3)
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Oblouk 4B lihovolné kfivky, jejiz smérnice s rostoucim o
se zvétluje, jest vidy cely nad tetnou sestrojenou v potdteénim
bodé A a cely pod pifmkou vedenou bodem A rovnobéZné
k tetnd koncového bodu B. Z toho nésleduje,*) Ze hledany oblouk
kiivky jest cely nad Carou [/, a cely pod arou /;; jest tedy
(viz obr. 2.) : )

PM, < PM < PM,. 4

Dle (2) a (3) jest

PM, — PM, = A4z [¢ (z) — ¢ (2,)].

Tento vyraz blizf se nulle, plati-li toté%z o Az, t. j. roste-li
n do nekonetna; viz rovnice (1). Pro dosti velké » mize byti
hledand kfivka nahraZzena bud &arou 7, aneb &arou I 8 libo-
volnou pfesnosti. V limit& (n — oo) splyvaji — dle nerovnosti
4) — My i M, s M, Proto splyvaji &iry 1, I, s hledanou
kfivkou a rozdil pofadnic hledané kiivky v krajnich bodech 1/,
a M jest

PM=y—y, =A{f_1.7}dw[¢(wo)+¢(wo+dw)+~--
+ ¢ (@ +n—1 4x)). ®)

Vyraz na pravo jest omezeny integral funkce q(x) od «, "
do x; tim jest véta 4. dokdzdna. —

Posndmka. Dosadme do (6) za dx hodnotu ﬁ; w"; ob-
drifme .
' ‘ PU=y—y, =
@—z,) . lim 2@ To@F D) + .. 4 9@ tn—1dn)
n=o n

~ Tento vzorec, ktery se lisi od vzorce (5) jen Gpravou, vy-
jadfuje vétu, Ze omezeny integrdl dané funkce od x, do 2 rovné
se arithmetickému stfedu hodnot funkce v n délicich bodech**)
intervallu @, . . . @ (pro lim n = o) ndsobené délkou toho inter-
vallu,

*) Obr. 2. odpovidd pravé phipadu, Ze smérpice s rosloucim x se
zvéiduje; kdyby se zmensovala, vymeénila by se tuloha éar /s a /».

**) Rikdme zkratka ,hodnota funkce f(x) v bodé a* misto obairngjsiho
rleni: hodnota, které funkce f(x) nabyvs, jestlife » = a,
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III.

Pifklad: Jest sestrojiti oblouk kiivky od «, =0 do x =15,

je-li dédna jeji smérnice rovnicf
. @ (x) = 3ua?
a jeden jeji bod
M, (€, =0, y, = 1).

N, jest tedy v poldtku soufadnic a N méd soufadnice 1:5, O.
Tetnové thly pifsluiné jednotlivym dé&licfm bodim XN,, N, .. .
sestrojime nejpohodln&ji v pomocnych pravodblych trojihelnicich
SAB,, S4B, ... o spoletné zdkladnd S4 =:1*), kterd leii
v prodlouzenf o8y Ox (v obr. 3. na pravo). Odvésny tdchto
trojahelnikid, lezfci proti te¢novym dhlim, jsou, volime-li » =15,

. \ 2
AB,=tga, =3.0'1%, AB,=3.0:2, . .. AB.=3.(1—'"O—),. -

Sestavme tabulku hodnot 4By:

k 0 1 2 3 | 4 5 6 7

A% |
3(5) 0 | 003|012 027]| 048|075 | 108 | 147

k 8 9 |10 | 11 |12 |13 | 14 | 15

k\?
3(5) 1492 | 2:43| 800 | 3:63 | 432 | 507 | 588 | 675 |

Lomenou ¢&iru I, sestrojime takto: bodem A/, vedeme
rovnobézku 8 Ox, kterd protne kolmici vztyéenmou k Oz v bodsé
(04, 0); prisetfkem rovnobdiku k SB,, kteri protne kolmici
vztydenou v (02, 0); novym prisetfkem rovnobézku k SR, atd.

Podobné sestrojfme dle ndvodu odst. 1I. lomenou &iru .
V levé a v prostfednf 4sti obr. 3. jsou sestrojeny &ary 7, a Is.

*) Kdyby 8lo o konstrukei ¢5 nejpresnéjdi, narysovali bychom po-
mocené {rojihelniky ve vétsim inéritku.
18
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Obr. 3.

Hledand kfivka sama, kterd jest vidy naznalena tetkované, jest
kubickd parabola; dle véty 4. mé4 rovnici

y=1+a
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ponévadz
x 3 .
f 3x%dxr = «%, aneb a@’) = 32
dz

0
Posledn{ pofadnici NM, = 1 +4 PM, ¥ry 1. vypolteme
dle vzorce (2):

NM, =1+ 010 + 003 + 012 + . . . + 588) = 4115
a podobn& posledni potadnici NM, == 1 4 PM; &ry 1, dle
vzorce (3): :

NMy =14 01003 + 0112 4+ 027 + . . . & 6:75) = 4-790.
Posledni potadnice hledané kiivky (6) jest
NM =1 4 1:5% = 4375,

Obr. 3.byl pti reprodukci zmenSen v poméru 2: 1, tak Ze
jednotka délkovéd rovnala se plvodn& 4 cm. Pofadnice vztytené
v jednotlivych bodech N,, N, . .. nebyly vytazeny. Atkoliv kazd4
z tar 1, lp jest sloZena z patndcti uselek, &ini dojem téméf
»hladké“ kfivky. Kdybychom volili » vétsf, na pi. » —= 30
misto » — 15, platilo by to tim spiSe.

Prispévek k theorii kuZzelosecek.
Napsal Jos. Kalal.

V utebnicich deskriptivni geometrie pro stiedni §koly uvddi
se v odstavei, jednajicim o rovinnych fezech na kuzeli, bez di-
kazu tato poutka: ,Primétem ¥ezu na rovinu kolmou k ose
rotuéniho kusele jest kudelosecka téhds druhu, jejis jedno ohnisko
jrst v pramétu vrcholu daného kudele.*

Piitinou toho jest slozitost dikazd, které jsou mi zndmy*);
pouze pro parabolicky fez podal prof. E. Vogel**) jednoduchy

*) R. Niemtschik: Aligemeine Methoden zur Darstellung der Durch-
schnilte von Ebenen mit Kegel- und Cylinderflachen u. s. w. Zasedaci zpravy
Videniské Akademie sv. LXIIIL )

E. Maller: Lehrbuch der Darstellenden Geometrie far technische
Hochschulen. Dil 1. (V. Jersbek v ,Priloze k tasopisu pro péstovdni mathe-
matiky a fysiky“ roénik XLI &. 2.)

**) Die darstellend-geometrische Behandlung der Kegelschniite. II.
tast, Vgrotnf zpréva némecké redlky v Ilodoniné za #k. r.. 1911/1912.

18*
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