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Invanants d’un champ tensoriel dans un espace
projectif courbe.
F. Vyéichlo, Praha.
(Regu le 19 aolit 1937.)

1. Soit X, un espace & n dimensions, décrit moyennant =»
coordonnées £ 1) et soient & = £°(t). les équations paramétriques
d’une courbe C(t), réguliére dans X, et soit A*:--*r(f) une densité
tensorielle (du poids g) r-fois contrevariante, connue & un facteur
f(t) prés le long de la courbe C. (Dans ce que suit nous appellerons
ces grandeurs par les mots ,les tenseurs‘.)

Enfin soit donnée dans l’espace X, une connexion symétrique
I}, = Iy jusqu’a la transformation isohodoique prés

XTIy = Ty + P10, + pudl, (1, 1)

ol py est n’importe quel vecteur covariant dans X,. Les conne-
xions *IY, conservent les lignes géodésiques de la connexion Iy, 2)
et conduisent & une connexion projective (courbe), invariante
par rapport (1, 1).3)

Le champ A”::-’r(t), ou bien les composantes des tenseurs
subissent des changements suivants:

Pendant le changement du systéme des coordonnées & — &
au jacobien

. e
A4 = Dét. E +0
E
1) Les indices grecs parcourent les symboles I, 3,...,n.

%) J. A. Schouten: Der Ricci-Kalkiil, Berlin, 1926, pg 76.

%) Voir V. Hlavaty: Systéme complet des invariants d’une courbe
-dans un espace projectif courbe. Abh. Seminar fiir Vektor- und Tensor-
Analysis, Moscou, 2—38 (1935), 13—50. Dans la suite nous désignons ce
Mémoire: H]avat_\,’f (1).

Voir aussi: Schouten-Golab: Uber projektive Ubertragungen u.-
Ableitungen, Math. Zeitschrift, 82 (1930), 192—2]4 et Annali di Matema-
tica, 8, (1930), 141—157.
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on a

Ev, agv,.
A coté de cette transformation, on peut changer le facteur de
proportionnalité f(z)

Aneerr = A1 4h- (1, 2a)

A= f(t) A% (1, 2b)

Un invariant (une grandeur) indépendant de ce facteur et aussi
du vecteur p, sera dit I'invariant (grandeur) projectif. (Les inva-
riants indépendants du facteur f(f) seront dits les invariants in-
trinséques.) Les invariants projectifs sont aussi les invariants
intrinseques.

Cela posé, le probléme & résoudre dans ce Mémoire peut
étre formulé de la maniére suivante:

Un champ A4”--r(t) étant donnée dans X, le long de la
courbe C(t) on doit trouver: 1° le systéme complet de ses inva-
riants projectifs différentiels; 2° ses grandeurs projectives qui
satisfont aux équations analogues aux équations de Frenet pour
une courbe.

2. Posons pour abréger

Yio. . ey aé:v' o0&’

PA....ArZ 4 8&‘! e (2, 1)
et rangeons dans l'ordre naturel les #* combinaisons que donnent
les indices »y, . . . 7, et désignons les par les symboles 0, I, ... N =
=n"—1en écnvant ,

0 pour la combinaison 11... 11

1 pour la combinaison i1... i2

n—1 pour la combinaison 11... in
n pour la combinaison 11... 21

..............................

..............................

N pour la combinaison nn nn.

Ceci nous permet d’écrire Pj*) pour P;:’;:

Cela posé, nous trouvons
P=Dé.|Ps|=1. _ (2, 2)
En raison de cette équation nous pouvons'déterminer les coefficients

. 4) Les indices allemands (courants) parcourent les symboles 0,1,2,..
N=n"—1.



@5 par les relations
0,v+b
A L T T
Le groupe linéaire aux coefficients P§ sera dit dans la suite le
groupe projectif fondamental et désigné par G(£). Au point E" de

, lespace X, appartiennent les valeurs des coefficients du groupe
G(&) qui donnent naissance & un groupe projectif local G(&).
0

Soit Kn(£) un espace projectif (abstrait) & N dimensions
dont les gran(()ieurs se transforment & 1’aide de ce groupe G(£).
[On peut adjoindre I’espace K&(&) au point £ & l'aide du groug)e
G(g).] La totalité des espaces K;(g) sera ditoe la variété Ky (de

M. R. Konig). C’est une variété projective & N dimensions, mais
non la plus générale variété projective a N dimensions®) & cause
de la définition des coefficients Pg(&) du groupe G(&).
a0 0
Soient maintenant «% (resp. up)®) les ensembles bien con-

nus qui constituent la notion du ,repére de mesure (repére
fondamental) attaché au point & de la variété Ky. Supposons que
ces ensembles ne soient connus qu’a un facteur arbitraire, (mais
analytique) F(&) pres.

Alors les u* se transforment d’aprés

ut = Piu¥, 'u® = Fuo. (2, 3)
b b b b

La grandeur de la variété Ky qui se transforme par rapport aux
transformations (2, 3) suivant les lois:

Vieevy a_gv' 3-5-”" . afﬁ a‘fﬂ" Ar Ua....au
huoidy T BEMC T QE%y oEh . 0&M Bre. By >

U = FiUY

.A,,

sera dit l’agrégat scalaire & la caractéristique [u  ; ] (¢, p sont
les . nombres reels) Les composantes de cet agrégat sont connues
4 un facteur prés.

. 5) Voir V. Hlavaty: Espa,ces abstraits courbes de Koénig. Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo, 69 (1935), 1—39; voir pg 5, 20. Dans la
suite nous désignons ce travail par: Hlavaty (2).

%) V01r Hlavaty (2), pg 7.
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Les agrégats scalaires Uy’ & la caractéristique [:’, i —
v
et

—s 4+, p] étant donnés, on peut en former les grandeurs

L.y . e
Ve ¥y Qree. Qg Yy e a
A .z'f,b,...b:— Uz, :?l...?cub,...ub,,
€1...0 1 8
qui se transforment par rapport & (2, 3) d’aprés:
P tutnee g o0& 08" . 5 0P .
;q--'lvbl-'-bt af“‘ cee aEau agl’ e 821”

AP PR PG Q. Ve

<Py’
3 74 TERATST G. R /) "1 eV Qree Qg
LA = F ybi.. by

Cette grandeur sera d1te 1’agregat prOJectorlel (de Ky) & la caracté-
ristique (:}l’ ip f), elle a des composantes connues &4 un facteur
preés.

A Taide de la notion du raccordement affine des repéres
fondamentaux nous pouvons définir la connexion (projective) de
Ky") par les coefficients:

v 0 log m
I3, Qu= 'Z'I‘iﬂ_%’

ol I, est la connexion symétrique et intrinséque donnée dans
Pespace X, et m(&) est une grandeur (de Ky) & la caractéristique

O = m—%:é% Ty (2,9)

gl,—%g (c’est-a-dire une densité connue & un facteur preés)
et enfin
Ty =I5 04 .. O+ T 0% 04+ ...+ Tiru 03, . .. 6772 (2,58)

Cela étant, on peut définir la dérivée (projective) covariante de
la grandeur & la caractéristique arbitraire:

Soit par exemple V¢ un vecteur contrevariant dans Ky,
c’est-a-dire la grandeur & la caractéristique (gz P (1)) Sa dérivée
covariante est:

ove . '
D, Ve ———a—z,, Qe + pIT e 4+ OLVS.8) (2, 6)

”) Voir Hlavaty (2), pg 14—17.
8) Voir Hlavaty (2), pg 16.
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Les coefficients (2, 5) se transforment pendant £ — & resp.
pendant le changement du facteur F dans (2, 3) suivant les lois:

0Er 0LF 0&Y o& o,

R A T
s, dlog F )
) Ql‘ QA a-é-”: QI‘ - QI‘ ——65”—, (2’ 7)
— 0Qp ) 0
o B, = (rrton + 58 2 an,— g,

Démonstration résulte de la définition (2, 5). Les équations (2, 6)
et (2, 7) nous permettent de constater que D,V¢ est une grandeur

a la caractéristique ((l)z P é) »
~d) ‘D, 'V& = FD,Ve. 2,7
3. Grace & la définition de Ky (voir § 2) nous pouvons mainte-
nant interpréter le champ de tenseurs A”---’r () comme un champ
9
de vecteurs A%(t) a la 'caractéristique g i p (1) ) alors connus

a un facteur prés le long de la courbe C(f) dans Ky.

Les invariants de ce champ A9(¢) sont les invariants cherchés
du champ de tenseurs.

Cela dit, nous pouvons formuler le probléme que nous allons
résoudre comme il suit:

Un champ de vecteurs A4(f) a la caractéristique (gz P (1))9)

étant donné dans Ky le long de la courbe C(t), on doit trouver
1° les invariants projectifs qui forment le systéme complet des
invariants du champ A49(¢) et 2° les formules de Frenet pour les
grandeurs projectives invariantes.
4. Tout d’abord nous démontrerons le lemme suivant:
Soient I, = I, Qu, 25, les coefficients (2,5) de la
connexion de la variété Ky. Les grandeurs:

_1
NF1

sont les coefficients de la connexion projective dans Ky,
c’est-a-dire ils satisfont aux lois:

Ab;x == (P aQbAul + g %g:)

Agp = -qu — :#62 (4: 1)

o0&

4,2
= (4, 2)

?) Nous posons: p = q»———;—, voir (1, 2a); f(t) = F‘(&(t)).
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"Apu = A ' ) (4, 3)
"Ag,‘ = Agu- 19) (4, 4)
Démonstration. «) L’équation (4, 2) résulte immédiatement
des équations (2, 7c) et (4, 1).
B) L’équation (4, 3) suit de le seconde équation (2, 7).
y) Pendant la transformation (1, 1) on obtient

xIMy =T}, + (n + 1) p,. (4, 5)
Ensuite on trouve & l'aide de (2, 5a) '
x o = I'ou + 2rpuds. (4, 6)

D’autre part on trouve en raison de (2, 5) et (4, 6)
r
X Qbu = 5, + —(n—1) Pu%. 417

En effectuant la transformation (1, 1) a (4, 1) nous obtiendrons
d’apreés (4, 7)

1 r
. X Ay = * 25, —N——{—l * Qeudp = 6, + ;l.- (n— 1) pude —
1
_N—+1[ e+ — (n— 1)(N +1) Pu] 0p = gy
C Q. F. D.
Nous pouvons nous servir des coefficients Apy — comme des

coefficients de la connexion projective — pour trouver les inva-
riants projectifs du champ A49(t). C’est ce que nous ferons dans
le paragraphe suivant. Pour une connexion (1, 1), caractérisée
par certain vecteur p,, résulte de (4 1), en raison de I’équation
intrinséque

: )au =0,%) (4, 8)
D
P’équation intrinséque suivante:
Abu = -Qbu 4.9)
® ()]

Alors on peut employer les coefficients Qg, pour chercher les

()
invariants intrinséques du champ 4%() (pour une connexion I,

donnée et fixée) de la méme maniére que les coefficients A5, pour
chercher les invariants projectifs du champ A44(z).

Si nous changeons p, (c’est-a-dire, si I'7, change d’aprés (1, 1))

10) Voir (1, 1).
1) Voir (2, 5).
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les coefficients Qf, se transforment aussi, mais les expressions Ag,
restent invariantes; alors il ne nous reste qu’é. considérer le change-
ment du facteur F(t) -

6. La dérivée absolue d’un vecteur du champ en question,
le long de la courbe C(t), soit exprimée de la maniére suivante

d

bar= S5+ (bt prhan g (e =) 6.0
La transformatlon (1, 1) de la connexion I, a pour conséquence,
en raison de (4, 5):

xDA" = DA™ + p (n + 1) pugidn.
Si 'on y substitue la valeur p, tirée de (4, 7), on trouve

xDan— PP AL e ugn
rn—1) (N +1)
— f)An_ pn (n + 1) Q:“q"An. (53 2)

rin—1) (N 4 1)

Nous avons & peine besoin d’accentuer que cet invariant (par
rapport & (1, 1)) peut étre considéré comme une nouvelle derivée
absolue le long de le courbe C(t). Posons dans ce qui suit

d4n pn (n 4+ 1)

DA“—— Ag,A® I}Ar — ") gt
+ (ApuA® + pI'a, r—1) (N + 1) wd™) g

(5, 3a)

Done: XDA® = DAn.12) (5, 3b)

Dans la suite nous nous servirons de cette dérivée absolue.
Désignons, de plus:

A=A%), A—DA,A—=DA, .., A=DA (5 4)
0 1 S0 2 1 i —1
et appelons A le i-iéme vecteur dérivé du champ A¢(t), qui appar-
i

tient au point au paramétre ¢.
Cela posé, on peut démontrer le théoréme suivant:

Si les m premiers vecteurs dérivés A A,..., 4
1 ‘m1
(2<m< N+ 1) pour ¢ =1, sont llnealrement 1ndépen-

dants*), tandisque A et les vecteurs suivants résultent

12) En effectuant le changement du facteur F(¢) on obtient pour ‘D’A*
l’équa,tion (5, 8).
k .
*) C’est-a-dire il n’existe aucune combinaison linéaire Z M, _'A =0

(avec quelques coefficients M; = 0) pour £k < m —1.
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comme une combinaison linéaire des ces vecteurs pré-
cédents, c’est-a-dire

Z()%PM“=W9(%#M (5, 5)

on peut trouver un systéme des invariants projectifs
I, 1, ... I, qui sont les fonctions des coefficients
Li=%  r=o01...m (5, 6)
@y
La structure de linvariant I, (¢ =2,3,...,m) est telle
que:
a) L’invariant I, est isobare du poids arithmétique g(**)
par rapport a t.
b) I, mne contient que Ly, Ly ...,Lg L'y, L'y, ..., L¢,
, dL;
L'y = —).
dt :
¢c) Les dérivées L';,L,.....L'y—1 n’y interviennent que
linéairement.
d) I, peut étre exprimé par la formule
Iy=Ly—Lg +.
ou les membres omis ne contiennent ni L, ni L.
e) L’invariant I, ne dépend pas de m, c’est-a-dire: quel
que soit le nombre m des vecteurs dérivés linéaire-
ment indépendants,les premiers invariants Iy, I5,..., Inm
sont exprimés de la méme maniére en fonction des
coefficients L;.
Démonstration. «) Le changement du facteur F dans (2, 3)
substitue, d’aprés le paragraphe 3 au vecteur A le vecteur ‘4

0 0
‘A = FiA. (6,7)
0 0 ‘
Il s’ensuit & laide de (2, 7a—c), (4, 3) et (5, 3)
'‘D'A =D'A = F(DA + ¢'A), (tp' = M) " (5, 8)
0 0 0 0 di -

En raison de ce changement, le vecteur 4 (r < m) se transforme
. r

13) Les indices latins 7, &, . - parcourent les symboles 0, 1, 2, . . ., m <
< N + 1; la sommation portant aussi sur les indices autres que 7, k,...
sera, tou]ours désigné pas 2.

(**) La fonction I 4(t) est du poids anthméthue g par rapport & ¢, si
Pon a I* = I, penda.nt le changement t* = ¢~ . ¢, (c = const % 0).

Casopis pro p¥stovani matematiky a fysiky. 3 33



en ’A qui est une combinaison linéaire des vecteurs A A A.

Compte tenu de (5, 3), (5,4) et (2. 7a—c) on a avant tout

‘A =D'A, (5, 9)
k+1 k

D’autre part, la dérivation absolue de (5, 7) nous donne:
‘A = F{(A + ¢'A).
1 1 0
';‘1 = 1’"'[12‘1 + 2<P'111 + (¢" + ¢'?) 13], (5. 10)
‘A =Fl4+3¢'4d +3(" + ¢4+ (9" + 3¢'¢" + ¢7) 4].1)

---------------------------------------------------------

I1 en résulte par l’induction

4 = Z, ()rA k=0,1,....,m. (5, 11)

Les coefficients r sont des polynémes de ¢(¢) et de ses dérivées

k
d’aprés ¢. Dans la suite nous allons étudier de prés les relations
qui sont valables pour ces scalaires et nous nous en servirons
bientat.

p) La formule (5, 11) nous donne:

E+1
'A:Z,‘Fi(k_;—l) A (k——l() 1. m—l) (5,12)
La dérivée absolue de l’équatlon (5, 11) est:

J ki kit+1
Le rapprochement des formules (5, 12) et (5, 13) nous permet

k
'A=Z,F()[<prA+rA+rA] (k=0,1,....m—1). (5, 13)
k1 0

d’écrire:
_k+1—j ot 5
Ry Tl e (R =T &:19
G<k=0,1,...,m—1)
-1 i .
oilr=0,:=0pourj>k=0,1,...,m—l.
E
L’équation (5, 14) donne:
B+l 0k 0
r=r=...=1, - - (b, 15)
k+1 k 0
0
r_rq) +r, k=0,1,...,m—1. (5, 16)

, k+1
14) L’accent démgne la dérivée d’aprés ¢.



Cela étant nous démontrerons la relation

k 0
r=r (5. 17)
8 s—k
s =0,1,...,1, (1 <m), k=s,8—1,...0.
Supposons que la relation soit valable pour les valeurs
s=0,1,...0, I'<l,k=10,1—1,...0; nous démontrerons
qu’elle reste valable pour s + 1 (U + 1).
On a d’abord:
k s+ 1—Fk(* , b’ k k1
A (f"’ +f)+s+ Iy

ou, en raison de (5, 17):

k - 0 0 0
r=8—-+1 k(rq;’—l—r’)—{— k T

s+1 s+ 1 \s—t s—k 84+ 1,41
Il en résulte a P’aide de (5, 16):
k 0

r= r pour k=38+1,s,...,0.
8+1 8—k+1

i
D’autre part le calcul direct des coefficients r (des équations
i
(5, 10)) donne:

I
:—‘

I

~

Il
<

=¢" + 9% (5. 18)

Il

W W PN HN - O o

I
J—‘
WP NN = =N O
I
<

()}
¢I,3 =(pl’+¢12,:=¢I/I+3¢I¢”+¢l3’
.......... BlC. i i i i i ittt et e e

On voit done, que la formule (5,17) est vraie pour s =
=0,1,2,3, r=3,2,1,0. Il s’ensuit que (5, 17) est valable pour
n’importe quel 7, s < m.

Ecrivons, pour abréger:

k
=r. : _ - (5,19) .

= o

Or, la formule (5, 17) peut étre écrite:
k 0 s—k

r=r=r, pour §=0,1,...,.m—1, k<s (5 20)
8 —k - . o

3 ' 35



L’équation (5, 16) s’écrit & ’aide de (5, 19) de la maniére suivante:
E+1 & 1k '
r=r+rr, k=01...,m—1. (5, 21)

C’est 1’6 équation qui lie les coefficients en question et dont nous
nous servirons pour calculer les invariants projectifs cherchés du
champ A9(t).

y) D’aprés la supposition concernant les vecteurs dérivés du

champ As(t), le vecteur A est la combinaison des vecteurs 4, . . ., 4.
0 m—l

La relation respective est exprimée par (5,5). En effectuant le

changement F dans (2, 3) on obtient de 1’équation (5, 5)

» [m
Zj( ) " Un—j ’A =0, ‘a, =+ 0. (5, 22)

Si I'on y remplace ‘A & Iaide de lequatlon (5, ll) et (5, 20) on

i
obtient la relation suivante:
j -\ j—k
Zi (?) '@ m—i Zk(i) r4=0. (5, 23)
0 0 [

Le rapprochement de (5,23) et (5, 5) nous donne

m m— j—
00m—g 227 (m_jq) Am—y T Y # 0. (5, 24)

Si 'on y pose m —q=u, m—j=uv, I'é équation (5, 24) prend
la forme: .
B u ul, u—v ’
9""‘:;»(”) ayr, u=20,1,...,m. (5, 25)
_ _ 0
Supposons que soit ‘a, = a,. Parce que on a ga, = 'a, r = ‘a,, on
tire de cette supposition g = 1.
Le systéme (5, 25) des m -+ 1 équations linéaires aux incon-
Y :

" nues r,(k=0,1,...,m) peut étre écrit:
. ‘ A 0 )

cag ="agr  (=ay), .

" .

u), (5; 26)

Ay — au Zn ('D) Ay—y r, U = 1’ 23;-* s m "

En posant & coté de (5, 6) 4
L= ,.,
Sl @o
il résulte de 1a: ‘
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a) Ly="Ly=1,
n

' ‘ 5, 27
b) Lu'—lLu:zf(z;) "Ly—r, u=12,... m( )
1

v
Le déterminant du systéme (5, 27b) aux inconnues r est ("Ly)™ = 1.
Or, on a

(i)’Lo, 0, 0, 0...0. L —'L
(?)’Ll, Loy O, 0...0. Ly—'L,

(5, 28)

...........................................

pour v =1,2,...,m.

Si I'on substitue ces valeurs aux équations projectives (5, 21),
on obtient les équations projectives invariantes en L et 'L, qui
sont de la forme:

Lisy(D) — Ii4a(L) =0, k=0,1,...,m—1. (5,29)

Ces équations nous donnent les invariants I, en question.
Calculons & titre d’exemple les premiers deux invariants. On
a de (5, 27b) pour v =1, 2, 3
1

r = Ll i 'Ll.‘
2
#=Ly—'Ly—2L, 'Ly + 2 ‘L2 (5, 30)

3 .
r=Ly—'Ly— 3L, 'Ly— 3 'LLy + 6 'L, 'Ly + 6L, 'L,>— 6 L3,

I3

Les équations (5, 21) se réduisent en raison de (5, 30) &

a) L,—'L,=L,—'L, (pour k = 0),

b) L,— L'y —L?*—('Ly—'L') —'L? =0 (pour k = 1) ‘

c) Ly—L'y—3LL,+ 2L3 + 2L1L' (5,.31)
——(L — L' ——3'L1’L2 + 2'L3 + 2'L,'L"}) = 0 (pour k=2)

Parce que (5, 31a)se réduit & I'identité, nous sommes parvenus aux
invariants: .
I,=L,— L) — L,

I3 —_ L3 - L’z D— 3L1Lz + 2L13 + 2L1L'1- (5’ 31)

qd)
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On voit d’abord que la construction des invariants est algorithmi-
que. Ensuite il est évident que les relations (5, 29) nous ne donnent
les invariants que pour k =1,2,...,m — 1. (Voir (5, 31a).)

Nous obtiendrons ainsi les invariants I,, I, . . ., I, qui for-
ment un systéme des (m — 1) invariants projectifs du champ
pris en considération.

8) L’algorithme de la construction des invariants I, nous
donne leur structure. Si l'on effectue la transformation

t* =c71¢, (c =const. & 0) (5, 32)
du parameétre ¢ de la courbe C(t), on obtient
2 2
r¥ = Ck r, (51 33)

%

parce que 7 contient les dérivées (d’aprés t) du poids £k comme il

sensult de (5, 18) et (5, 21). En effectuant le changement (5, 32)
a (5, 25) on a:

ar* = c¥ ag, ‘ar* = ¥ 'ay, (5, 34)
_ parce que a;, ‘ax se transforment de la méme maniére. Il en résulte:
Li* = ¥ Ly, 'Ly* = c* ' L. (5, 35)

‘Enfin & cause de la construction de I, (et & ’aide de (5, 21), (5, 28),
(5, 33) et (5, 35)) on a:

I*=c¢l, ¢g=2,3,... m. (5, 36)

Les invariants I, sont isobares du poids anthmethue ¢ par rap-
port a ¢.
En écrivant (5, 21) de la maniére suivante
q—l 1 ¢—1
_ r =7r4r r (5, 37)
g ¢—1

et en y substituant r, r, les valeurs tirées de (5,28) et L, =1,
on obtient Pinvariant I, exprimé par la formule:

Iq = Lq_L'q—], + .« o0y (5, 38)

ol les membres omis ne contiennent ni L,, ni L’;—;. Cette construc-
tion et I'équation (5,28) montre que I, ne dépend que de

a—
Ly, Ly, . .., Ly, L’l, L'y, ..., L'q—. Parce que (5,37) contient 7’

linéairement et r est exprimé par (5, 28) en polyndéme de L;
et 'Li, (¢ =0,1,...,v), il en résulte que P'invariant I, ne contient
L'y, ..., L's—1 que linéairement.

La structure des premiers invariants I, et leur construction
restent les mémes quel que soit le nombre (par exemple z) des

vecteurs A, 4, ..., A linéairement indépendants.
0 1 z—l
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Alors, le théoréme énoncé plus haut est démontré.
6. Supposons maintenant dans le théoréme que nous venons
de démontrer m = N + 1, c’est-a-dire que soit:

N1
ZI( ) aN+1—j Aa =0, (a=+0)Y) (6, 1)
J
et que les vecteurs A“ Ae, ..., A% soient linéairement indépen-
1 ‘N
dants. D’apres le paragra,phe precedent le champ A%(t) a les N
invariants projectifs I,, I, ..., Ix+1.
Cela posé on peut démontrer:
Le systéme des invariants I, I;, ..., Iy41 du champ

As(t) est le systéme complet des invariants projectifs
de ce champ.19)
Démonstration. «) Nous exprimerons avant tout que les inva-

riants projectifs I, I,, ..., Iy41 appartiennent & P’ensemble
As A8, ..., A% des vecteurs linéairement indépendants et au
¥ ;
vecteur A¢ qui est une combinaison linéaire des vecteurs pré-
N+1

cédents. Construisons & cet effet les équations:

N1

N +1
Z]( + ) N+1-—J' A =0, (Lo =1), (6, 2)
7

En tenant compte . de lindépendance linéaire des vecteurs.
A“ A“ on voit que (6, 2) est un systéme irréductible,

1
c est a-dlre le systeme des équations (6, 2) ne peut pas étre déduit
d’un autre systéme tel que

Z, ( ) M,,_,Aa =0

pour k£ < N 4 1.

Remplagons *maintenant les valeurs L,, L, ..., Ly41 dans (6, 2)
par les fonctions de L,, L', ..., L,\"17) tirées et calculées pas
& pas des formules pour I, I,, ..., Iy41. Ainsi, par exemple, on

obtient de (5, 31b—c) les premiéres formules suivantes:
L,=1,+ L'y + Ly,
L3=13+I,+312L1+L”+3LL,+L3 (*)
15) Dans I’équation (6, 1) sont écrites les composantes A“ (au point

général ¢ de la courbe C(t)).
16) Pour éviter tout malentendu nous voulous exprimer cet’ce propriété

encore d’une autre maniére: Une courbe réguliére £°(f) et les invariants
Iy oo Iy +1 Stant donnés, on peut trouver, & moins des conditions initi-

ales un seul champ A4%¢).
17) Voir la remarque (14).
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et ainsi de suite. De la et de la structure des invariants I, on peut
voir que ces substitutions peuvent étre faites linéairement. Nous
obtiendrons ainsi pour (6, 2):

Fe (L, L'y, ..., L), A A...,4; I3, I, ..., Ixy41) =0, (6, 3)
1 N+1
ol 'on a
Ae =DD...DA* = D(‘)A" (6, 4)
i ==
1-fois .

avec 1t =1,2,..., , N + 1.

Les equatlons (*) et la structure des invariants I, montrent
que la dérivée L,™ se trouve dans (6, 3) linéairement et que le
coefficient de cette dérivée est égal a A9(f); c’est une fonction
finie, réguliére et différente de zéro. ¢

Nous allons résoudre les equatlons (6, 3), (6,4) aux incon-

nues L,, A% A%, ..., A% Posons a ce but:
0 1 N
Ll = zo, L’l = zl, “ ey L N—-1) — ZN—1. (6, 5)

Nous parvenons ainsi aux équations différentielles telles que
a) 2, =12, 2 =12";,..., 251 = 2Z'N2.
b) F&(zy, 21, . . ., 2N—1,2'8—1; A, A, ..., A, DA; I, I, ..., I5y+1)=0,

. . 0 1 N N (6. 6)
c) A® =DW4s*) =1,2,...,N.

i 0

B) Cela fait nous démontrerons le lemme suivant:

Le systéme des invariants [, [, ..., IN+1 (et aussi
le systeme (6, 6)) détermine-lintégrale A“ a moins d’un
facteur preés:

En substituant aux Ae, (1 =1,2,...,N), dans (6, 6b), les
¢

valeurs tirées de (6, 6¢), on obtient ’équation différentielle d’ordre
N + 1 pour linconnue A¢ qui s’écrit, en raison de (6, 2) de la,
maniére suivante: 0

D@+1) ga 4 (N ¥ 1) L,DMAs L.+
‘0 0 .
6,7
¥ (Nl;,* ') Ly Da® + Lysdo = o, ©.D
0 0

ou les coefficients L; peuvent étre exprimés en fonctions- des
mva.nants I, et de la fonction arbitraire L,. (V01r I’équation (*)
a la page-39.)

*) On peut aussi écrire pour c): ]
A% = A% 4 g* (A8, 4° 4 prIf, a0 —_ERinED) g Ami=L2. N
] 1-1‘+q”( ou s TP L Ty (VD) Tt .
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Partons maintenant d’une autre fonction ’'L,, définie par
d log @
dt

(ot @ est n’importe quelle fonction de ¢, qui n’est pas nulle pour
aucune valeur de ¢ de l'intervalle examiné et posséde toutes les
dérivées, dont nous aurons besoin).

Le rapprochement des formules (6, 8), (5, 7) et (5, 27) nous
donne immédiatement

’Ll - L]_ — (67 8)

'Ae = P Ao, (6, 9)
0 0

Parce que les invariants projectifs I, ne changent pas par
rapport aux transformations (6, 8), (6, 9) nous obtenons, d’aprés
la construction du systéme analogue & (6, 6), ’équation suivante:

D@+ ga 4 (N T 1) 'L,DMAe 4 4 'Ly A5 =0 (6, 10)
0 0 0

pour 'inconnue ‘4% = @A“,.oh I’on peut remplacer les valeurs 'Ly

0 o .
par les fonctions de 'L, et I,.

Or, en résolvant le probléme mentionné & la page 39 on
obtient ainsi I’équation (6, 7) ou bien (6, 10). Ces équations sont
équivalentes par rapport aux transformations prises en cons1de-
ration. Le lemme est ainsi démontré.

y) Les équations (6, 6) constituent un-systéme des équations
différentielles d’ordre un, composé de N—1 4+ N + 1 + N (N +1) =
= N2 4 3N équations aux inconnues:

Zo» 21y« - o 2N—1, A%, .. ., A%, DA, 18)
1 N 0

ol1 @(t) est un scalaire arbitraire qui posséde la propriété mention-
née plus haut. Le nombre des inconnues est & leur tour: N +
+ N (N + 1) + N = N2 4 3N.

D’aprés le théoréme d’existence de Cauchy, le systéme (6, 6)
admet la solution générale unique. Pour fixer les constantes qui

'y figurent, choisissons avant tout les valeurs A9:A1-. .. :A¥

au point général ¢t = ¢, de la courbe donnée. © ©

En choisissant aussi un facteur @(f), nous avons aussi D(f,)
et les rapports choisis nous donnent A%(¢,). Ensuite nous pres-
crivons. les valeurs de zy(ty), . . ., 25v—1(y). Le choix du point ¢,
nous donne en méme temps les coefficients

ABu(E(t0)), QBu(£(t0)), Tiu(E(to)),

et par conséquent nous pouvons nous servir de ce fait pour prescrire
1) Cest-d-dire 4948, . :aF.
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la position des vecteurs A9, ..., A¢ linéairement indépendants au
1

point ¢,. Ces conditions fixent N'+ N + N (N + 1) = N2 + 3N
constantes jusqu’alors arbitraires dans l'intégrale. Les conditions
prescrites au champ seront dites les conditions initiales. Elles
fixent toutes les constantes et par conséquence elles fixent I’inté-
grale A9(t) & moins du facteur @(¢).??)

L’intégrale cherchée définit un champ & moins des conditions
initiales.

7. Les vecteurs A%, A¢, . ... 4% étant donnés et étant linéaire-
1 N

0
ment indépendants, on peut trouver, par une méthode plus
simple, les invariants projectifs du champ A49(¢). On se sert pour
ce but d’une dérivée absolue désignée @, qui est invariante par

rapport au changement (1,1) de la connexion I}, et qui est
multipliée par un facteur, si I’on change le facteur de proportion-
nalité dans le champ A9(t) d’aprés 'As = Fi4se.

«) Nous démontrerons d’abord le lemme suivant:

Soient A“ A A" les vecteurs dérivés, linéaire-
ment 1ndépendants et définis par ’équation (5, 4).

Désignons par

A=Dét.|AA...A| (% 0), (7, 1)
01
1 D4
@An—DAn’—W—A . (7’ 2)
I1 s’ensuit ) '
*DA" = DA™, (7, 3a)
'D'AY = FiDA". *) (7, 3b)

Démonstration. La premiére équation est la conséquence de
(5, 3b). En effectuant le changement (5, 7), on trouve en raison

19) Le choix ®(¢) donne lintégrale A™(¢) du systéme (6, 6) & moins des
conditions initiales. Si *A", 24" sont deux intégrales qui correspondent aux
valeurs 1@ = 2 et aux mémes conditions initiales, on obtient nécessaire-

ment au point #y: 24" = 1A“ ®(ty), c’est-a-dire on a le champ unique.
0
*) Le rapprochement de l’équatlon (7, 2) a (2, 6) nous donne

Q _ dEI‘DpAa.

1 —1
Tt Ded
qui joue un rdle essentiel dans (2, 6) pendant le changement du facteur
F(t) dans ‘A% = F*4%, (Voir (2, 7d) et (7, 3b).)

Nous avons donc construit le vecteur Qu = —
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de (5, 11):
( ) "4 = Fi¥+1 4, : - (7 .,4)

Parce que 4 est la grandeur de Ky & la caractéristique
(g, i+ 1), p(V + 1), g), on a d’aprés (5, 3):
d log F*

'‘D'A=D'A = Fi¥+D) [DA+(N + 1) ¢" 4], ( & ) (7,5)

Compte tenu de 1’équation (7, 2) transformée a P'aide de (5, 8),
(7, 4) et (7,5) on a donc:

’@’A":@’A"=Fi(DA"+(p’A“) FL(N_I|_1 A + )A“:
= Fi®A".

L’équation (7, 3b) est démontrée.

f) En employant la dérivée absolue ® on peut démontrer le
théoréme suivant:

Les vecteurs

A* = At), A* = DA* A* = DA*, . A* =®DA* (7,86)
0 1 0 2 1

N—1
étant linéairement indépendants*) pour t =i, et
A* — @A*
N+1 N
étant une combinaison linéaire des vecteurs précédents,
N+1
Z (N;*‘I)I*NH ,A*_o I* +0, (7,7)
on peut trouver les N 1nvar1ants projectifs, & savoir:
I* .
Jy=—+, avec k=1,2,...,N. (7, 8)
1,
L’invariant Ji est isobare du poids arithmétique % par
Tapport a &.

Démonstration. La transformation (5, 8) appliquée aux équa-
tions (7, 6) nous donne en raison de (7, 3b):

A*=Fid*, A% = FiA¥,. (7, 9)
0

Pendant cette transformatlon l’ quatlon (7, 7) devient:

*) C’est-a-dire il n’existe aucune combinaison linéaire
k
g:j.Mk_jf-* =0
(avec quelques coefficients M, =+ 0) pour k< N.
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N+1

> (N + 1) Ty FiA* = 0. (7, 10)
7 .
Parce que .:1*, (¢=0,1,...,N) sont linéairement indépendants,
le rapprochement des formules (7, 10) et (7, 7) nous donne:
o' I*y = Fil*, 9 +0,k=0.1,...,N+1,
Rl
I’

sont les invariants projectifs du champ. Mais ces invariants ne
gont pas linéairement indépendants, car on a:
N+1

or Ji = Jo=1), k=1,2,..,N+1  (7,11)

z, (N + 1)A*JN+1 =0, Jy=1 (7, 12)
d’oli on peut calculer Jy;; en fonction linéaire des invariants
Ji,Jg ..., Jy. Nous sommes ainsi parvenus aux invariants Jg,

_ k=1,2,..., N mentionnés plus haut.

Déterminons maintenant le poids arithmétique des inva-
riants J!
Pendant le changement

1 .
t = %, (c = const. % 0), (7, 13)
on a d’abord :
1 11 1
A=DA =cA,...,.A=Cc*4,... (7, 14)
1 0 1 k k
et ensuite en raison de (7, 2) et (7, 6)
1 11 1
A* = DA* = cA*, cen A"‘ = c"A*, . (7, 15)
1 0

Pendant la transformation (7, 13) l’equatlon (7, 12) s’écrit

N+1
> (v I)A*JNH_, —0, J =1,

0
et de 13, d’aprés (7,5), on obtient

1 .
Jk=chk) k=0’1,---3N+17

or, Ji est isobare du poids arithmétique k£ par rapport & f.

8. Dans le paragraphe précédent nous avons établi les inva-
riants projectifs Ji, (k= 1,2,...,N 4+ 1) du champ A“(t) dont
un, p. e. Jy41, peut étre expnmé par la formule connue a l'aide
“des invariants Jy, Jg . . ., Jy. Dans les paragraphes 5 et 6 nous
avons déterminé les mvariants projectifs Iy, ..., Iny4, et nous
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avons déduit que ce systéme est le systéme complet des invariants
du champ A4(¢). On peut donc se demander quelle est la relation
entre ces deux familles d’invariants.

Nous démontrerons ’équation suivante:

IfL)=IxJ), k=2,3,...N+1, (8,1)

c’est-a-dire: Les invariants I; s’expriment par la méme
fonction en L, et I,, (s=1,2,...,N 4 1).

.Démonstration. Si 1’on effectue la, transformation (5 7), les

vecteurs dérivés A*, A* ..., A* deviennent ‘A* ‘A4*, ... 'A*.

0 1 N1 0 1 N4l
Ces derniers sont liés aux vecteurs 4, 4, ..., 4 par les équations:

0 1 N41
’A* = F‘A,
' 1 DA
A*— F‘@A* —F‘(DA + SA) = F‘(A + SA) §=——"="=
N+1 A4

'A*= Fi @A* = F’(A + 2AS + AS“‘ + 4 DS), (8, 2)
2 1 2 1 0 0

-----------------------------------------------------------

I1 s’ensuit de la par I'induction:
k .
A =5 F(f)rra, k=01, N4+1, (83
k 0 1%

i . .
ou r* satisfont aux équations analogues aux relations (5, 14) —
k
(5, 20)20) et de méme & 1’équation
k1 ok 1k k d:*
LR = ¥ R = (8, 4)
ds ,

qui est analogue & (5, 21).20)

La formule (8, 4) est projective invariante. En partant de
P’équation analogue & (7,7), ¢ est-a.—dlre

N4 ' ' .
S5 (Y1) Iwnrar =0, o=1) (8, 5)
0
équivalente & I’équation
N+1
(N + 1) aN+1—1'A =0, (8, 6)

on obtient de 13 les mvanants projectifs I du champ A®(¢), en
se servant de la méthode 1nd1quee plus haut au paragraphe 5.

ok k
20) Oi1, bien entendu, on a & écrire r* au heu de r etc. et S au lieu de ¢’,
DS au lieu de ¢” ete.
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En partant de 1’équation (8, 5), au lieu de (5, 22) pour m =
= N 4+ 1, on obtient*):

u—v ak
Lu—zv()J,, r* avec ©u=0,1,2,.. , N+ 1, ol Ly = ay’
' Ly=1. (8, 7)

Nous pouvons transcrire ce systéme de la maniére suivante:
0
a) Ly=Jg* =1, . -
e v (8, 8)
b) Ly —Ju =24 |, | Ju—or*, u=1,2..,N+1
1

Le determmant du systéme des équations linéaires (8, 8b) aux

inconnues r* v=1,2,..,N 4+ 1), est (J)¥t1 =1.

On a donc
(})Jo 0 0... 0 L,—J,

= | (2 L,—J

r = (l) Jl Jo 0 0 3 2 (8, 9)
(11)) Jv—l:(g) Jv—2, (vil)Jva_Jv

v=1,2 ..., N+1.

Les formules (8, 9) deviennent identiques aux (5, 28), si I'on y
pose J; au lieu de 'L;.

En portant les valeurs (8,9) dans I’équation (8, 4), on obtient
par rapport a (5, 29)

Ik+1(L) _Ik'l-l(']) =0, k= 0, 1: e N. (8~ 10)

Parce que la valeur & = 0 ne nous donne pas I'invariant, (voir (5,31))
la formule (8,10) n’est valable que pour £t =1,2,...,

Le calcul direct, en partant de (8, 8) pour u = 1 2 3, nous
donne par exemple

r* =L, —J,

2 . -
r* = Ly— J,— 2L,J, + 2J,2 (8, 11)
r*_Ls_J3—3L1J2—3J1L2+6JJ2+GLIJI —GJI

*) En substituant & ‘A* (dans (8, 5)) la valeur (8, 3), on trouve une

i
relation (en 4) qu’on peut rapprocher de I’équation (8, 6).
i .
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Ensuite pour k£ = 0 ’équation (8,4) se réduit a
;* - ;‘*__
ou La—J,=L—J, .
c’est-a-dire a l'identité. (Voir (5, 31a).)
On tire de (8,4) pour k =1
2 1 1
= (P2,
d’ou il suit en raison de (8, 11)
L,—L')—L*—(J,—J"'—J?}) = 0.
Il en résulte par rapport a (5, 31b):
I(L) — I(J) =0
et par conséquent
I, =J,—J —J,%
La méme méthode nous donne pour k = 2, en raison de (8, 4)
et (8,11), la formule suivante:
I,=J;—J',—3J,J, + 2J 3 4 2J,J";. v
9. Supposons de nouveau que les vecteurs dérivés 4, 4, ..., 4
.0 1 N
soient linéairement indépendants au point ¢ = ¢, du champ A"(¢)
et qu’il soit: ‘

N+l /N 1 :

27( + )LN+1—jA“=0, Ly=1. (9, 1)
0 ] . -
Désignons par:
AN+ =Dét. [AA...A| (+0). - (9, 2a)
01 N
4 .
=12 9,2

¢ = (9, 2b)

Cela posé on peut démontrer:
Les vecteurs

k .
=, (k) Lijan, k=0,1,...,N, (9,3)
3 o \? i

adjoints au champ A%t) sont projectifs invariants,
linéairement indépendants et leurs dérivées absolues

1) Pour éviter tout malentendu remarquons que nous nous servons
N+1 N418

dela convention: VQl[N +1 — | Ql | sign U, VF[‘(N +DI = | F | sign F¥. Dans
les paragraphes 9 et 10 les exposants sont mis en paranthéses.

47



le long de la courbe C(¢) sont aussi projectives inva-
riantes.

Démonstration. A¥+D change pendant la transformation
"An = F4n
0 0
de la maniére suivante

QAN+ = Dét. ] Z} F(‘)(b)br A“| = FUE@E+D)] QN +1)

Il résulte de 13 en raison de la remarque ()
Y = FOY. (9, 4)

Si nous écrivons (5 11) avec la notation (5, 20), a savoir
4 = 2, m( )r 4, k=0,1,..,N, (9, 5)

et si nous dlwsons cette équation parla valeur ‘Y définie par (9, 4),
nous obtenons:

k k—j .
'a=2f(]7)7a, k=0,1,...N. (9, 6)
. k 0 17 5
On-en déduit:

k k k 5
e o [
L n k—u '
IS P

k—j
Ayant égard a (5, 25) et & (5, 6) on constate facilement que la der-
niére somme de (9,7) est égale & L;, et par conséquent:
ok
oA =2u(z)Lk—uan =, k=0,1,...N. (98)
&%,
En etendant la définition (9, 3) pour k = N + 1, on a, par rapport

a (9, 1)
Q[l'l = 0’ 'an == O~ (9’ 9)

N+1 N+1
Les vecteurs A", k = 0, 1, . .., N sont linéairement indépendants.

k :
En effet on a d’aprés (9, 2b) et (9, 3):

Dét. | ... " | _QI(NH) Dét. | A A"... 4" | +0. (9, 10)

La déﬁvée absolﬁe du vecteur Q" est:
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dr

D= —i + g A5, 2 ) (9, 11)
E ¢ E
Le rapprochement de (9, 8), (2, 7a,c) et (4, 3) nous donne
‘D "21“ DQI“ (9,12) -

Le théoréme énoncé est ainsi démontré.
10. Les grandeurs ‘21 k=0,1,..., N étant données et

linéairement mdependantes et 91 DQI étant projectives, on peut

écrire D‘%l en combinaison ]méalre des A, j=0,1,..., N),
I
c’est-a-dire
¥ g
DA=2,; KA, k=0,1,...,N. (10, 1)
k 0k j

i
Nous voulons maintenant déterminer les coefficients K et dé-
» k

2

montrer & cet effet le théoréme suivant:
'Désignons par
1. A A A les vecteurs dérivés du champ A4a(z),

11nealrement 1ndependants au point ¢t =1¢, de la courbe
= §*(¢), et posons:
N+1

N +'1
27 ( + ) Lyy1— ;‘1“ =0, (Ly=1); (10, 2)

2. I, I, . .., Ins+1 les invariants qui forment le systé-
me complet des invariants projectifs de ce champ;

3.A4, k=0,1,...,N + 1, les grandeurs projectives
k
définies par (9, 3) resp. (9, 9).
Or, les dérivées absolues des grandeurs  satisfont
E
#) Si I’on suppose que B4 soit une grandeur (de K ) ala caractéristique

(g 1P (1)), on trouve en ra{son de (5, 3a)

d% C p(n41n
por =G+ ¢ (14,80 -ty @ — RO

Parce que ‘:)1“ est le vecteur & la caractéristique (in 0), A* — d’aprés
k

21,7 )

définition — est le vecteur & la caractéristique (g 00 (1)) L’équation (*)
donne précisément (9, 11) pour p, = 0.

Casopls pro pstovén{ matematiky s fysiky. 4 : 49



aux formules:

by -2
k 10, 3
Dm:m—zl(k)lt-#lm’ k=l,2;---:N! ( )
¥ k+t1 T \8 Pt
(A = 0). '
N+1

Ces équations seront dites les formules de Frenet du
champ As(t).

Démonstration. «) Aprés le changement ‘48 = F®Aa P’équa-
tion (10, 1) devient -

¥y i
DA=2,'KY, (10, 4)
EO0 kg ,
d’ot1 il vient en raison de (9, 8) et (9 12)
/ ‘ .
D 'K 10, 5
2= 3K (10, 5)

Le rapprochement des formules» (10, 5), (10, 1) nous.ddnne:

] ]
‘K=K, jk=01,...,N. (10, 6)
| 2

; 4 )
Or, les coefficients scalaires K sont les invariants projectifs.

k :
Parce que I, 9 =2,3,...,N + 1, forment le systéme complet

. 'K
des invariants, les scalaires K sont les fonctions de I,.
. : k N

i . : 4 . .
B) Pour la détermination K on aura besoin d’abord de la
i r.
solution a de 1’équation (9, 3).
J ;

Posons pour abréger

i c . .
5 — {0 pour i >7j R (10, 7)
d (z)L;_‘-, i<i, 4j=01,2..,N+1,
ol Lk sont les coefflc1ents de 1’équation. (9, 3) -
Soxent mamtenant b les valeurs définies par
| TUN. iR i . '
. bea kba (10, 8)
Ej ik



i i
Le déterminant du systéme (10, 8) aux inconnues b est Dét. |a | =
k i

= L&+ = 1.
-Compte tenu de (10, 7) on peut écrire pour (9, 3)

kg
A=73jaa, k=o0,1,..,N, (10, 9)
k o ki ’

dont la solution d’aprés a est
- i
N
Zkal j=0,1,... N. (10, 10)

7 0o ?

Parce que A ne dépend que de q, q, ..., a (voir (9, 3)) on a
k 0 1 k

i
b=0, i>j. (10, 11)
i
Or, les équations (10, 8) s’écrivent
r—s k =0,1,...
S ba=g~" 7 O L...N (10, 12)
r—8 §=0V,1L,...7r.
On en tire pour s = 0
rr
ba =1, (10, 13)
rr

\

T r

d’ol, & cause de a = Ly =1 on a b =
r

7

r
Pour r=1,2,...,,N,s=1,2,. on obtlent de (10, 12):

r r .
a a 0 0....0
r+1 r
’ r o4+l 7
b = (—1) a a a 0....0 (10, 14)
r+s r+2 r+2 r ' 4
r r+1 r42 r+8—-1
a a a a
r+s '+l ri8 r+u

y) Déterminons maintenant les scalaires K !

1) Ecrivons d’abord la dérivée absolue du déterminant QU;
on trouve & cause de (9 2a) et (10, 2)

DN+ =Dét. | 4,4, .. ., 4, A|=—L1(N+1)‘2[(N+1) (10, 15)

D’autre part on a aussi: :
DRUF+D = (N 4 1) AM DR (= — Ly(N + 1) AF+D),
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d’ot1 il vient

DA = — L. (10, 16a)
Il en résulte
DAY = L, AD, (10, 16b)
Dérivons I’équation (9, 2b); on a en raison de (10, 16b)
Da = D(AAD) = q + L, 6.23) (10, 17)
H i i+1 )

La formule (10, 17) n’est valable que pour j=0,1,...,N —1,
A

parce que la grandeur a = ¥+1 ost définie par (10, 2). Enfin

yv1 AU
on déduit de (10, 9):
k+1j—1

k (i i
DA=S,la’a +aal aa, k=0,1,...,N—1. (10,18
A ;,(cziﬂ}i 1)+§,czc’z ( )

De 13 et de (10, 10) on obtient:
DUA=S.UAS b(a +a+aL) 10, 19
= . a + a L), ,
k %’r;’i(g_}_k_i—k 1) ( )
k=0,1,...,N—1.
Le rapprochement de cette équation a la formule (10, 1) nous
donne, & l'aide de (10, 11), la valeur en question:

r N r/j i—1 )
K =Z’.b(a'+a )-{— oLy, r,k=0,1,...,N—1. (10, 20)
k AU

2) Il ne nous reste qu’a évaluer K pour r = 0,1,...,N. En

N .
partant de (10, 17) pour j = N, on obtient en raison de (10, 2):

N

Da=aL,—3, a a. (10, 21)

N N 0 N+1

Ensuite on déduit de ’équation (10, 9), écrite pour & = N, a l'aide .
de (10, 10) et (10, 21):

! N—1rji N % i N k k
DA ="S, [a’zkb‘i’.[-{—azk(b—{—bLl)Q[]—l—
0 o7 k NG\ j k
| (10, 22)

N N

ce qui est la formule analogue & (10, 18).
" ) La relation D (?4 AY) = (DA)ATL + ADUTY suit de (5, 3a).
i i _

, —1
) On a posé dans cette formule a = 0.
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La comparaison de la formule (10, 22) & (10 1) pour k¥ = N,
nous donne:

r N-1 i’r i r
1{(:2,(“””) z,ab+aNLl, (10, 23)

avec r =0,1,..., N.

7
é) Examinons maintenant des invariants K aux cas suivants:

1) Sir > k, posons r =k + s, oh 8 > Oest un nombre entier.
Stalorsr=k+s,k-01 y N—1,8=12,..,k+s8

< N —1 dans (10, 20); on a done
l.:;f-’ S kﬂ  + 2 10, 24
= a a ,
k ;’ i ( + ) (10, 24)

Mais d’autre part:
N kts
S, b a =0, (10, 25)
i k
k+s
parce que on trouve b = 0 pour k -4 s > j, et d’aprés (10, 7)
. i
k+s 7
et (10, 11), on obtient b =+ 0, a’' =0 pour k + s < 5.
. j k

Or, I’équation (10, 24) se réduit &
s N kgs j—1
K = ] b a,
k 0 i &
d’otr il s’ensuit:
‘ k+s
If =& (10, 26)
avec k=0,1,..,N—1, s=1,2,. k+s< N—1
2) Si 'on suppose que soit r = k = 0 1 N —1, on dé-
duit de (10, 20): ‘
r f 3 1—1
K= Z,- b (a’ + a) + Ll. (10, 27)
r 0 5 r r

Mais on trouve, comme au cas précédent (10, 25):

r ’,'
Diba’=0, r=0,1,..., N—1. (10, 28)
0 jr

Il résulte ensuite de (10, 27) en raison de (10, 7), (10, 14) et
(10, 28):

r r r—1 rr
K=ba+ba+L =0 r=0,1,..., N—1. (l0,29)
r r r r+1r ‘
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Si 'on pose r = N dans (10, 23), on obtient en raison de (10, 7)
et (10, 14):
N
K =0. (10, 30)
N
3) Soit enfin r < k. On déduit pour r =k —s, k= s =
=12,...,N—1 de I’équation (10, 20)

b—s Y x—sj i
K =72; b + a). (10, 31a)
k 0 ik &
En substituant r = N — s dans (10 23), on obtient pour k = N:
N—s PNTln
K = Z,(ba +a i —Z,a b (10, 31b)
N 0 N 1+1 0O N+1 j

8=12,...,N.

Les formules (10, 31) montrent que kl?, k>s=1,2,...,N
ne sont pas en général des constantes II:E;ériques. D’apres (10, 6)
et les lignes suivantes & la page 50 K sont des fonctions des
invariants ;. Nous allons déterminer ces‘x fonctions. Si I’on rempla-

j
ce b dans (10, 31) par les valeurs (10, 14) et si l'on y substitue

i
a a les valeurs (10, 7), on voit, que K g’expriment par les polyné-
mes en L;. Ces fonctions sont 1sobares du poids ar1thmet1que

8 + 1 par rapport & ¢, car les coefficients a sont, d’aprés (10,7)

et (5, 35), du poids arithmétique ¥ —j comme b. (Voir (10, 14)
k

et (5, 35).) Parce que l'invariant I, est la fonction entiére des
k—s

coefficients L; du poids ¢ et K est une telle fonction des inva-
k

riants I, Iy, ..., In41, qu’elle devient une fonction entiére des
coefficients L; du poids arithmétique s 4 1 quand on y porte
les valeurs I, de (5, 38), il vient de 1 (et aussi de la structure

k—s ’

des invariants I,;) que K est nécessairement une fonction entiére
. o
de I,41, I, I,,", ..., I,6—1.25)
k—s
Les relations (10, 31) montrent que le scalaire K ne contient

que la premiére dérivée des coefficients Ly et cela linéairement

%) Les accents désignent les dérivées d’apres ¢.




et de plus que le coefficient dont l'indice est le plus élevé est:
 k—sk—s k :
b o =( )L.'. (10, 32)
k—s k S )
Parce qu’on a d’aprés (5, 38):
I.+1 = Lg+1 —L‘, + .« ey
il en résulte nécessairement: '

K=—(")I.+1, E>s=1,2,..,N. (10,33)
s .

¢) Les résultats (10, 26), (10,29) et (10,33) peuvent étre
résumés par les relations suivantes:

k+s 1 4
K=6f=0’ s %=1 (10, 34a)
k 1, s=1, k=0,1,...,N,

’ §=0,1,...,N—kFk

k—s '
K=—(k)1.+1, k>s=12,...,N. (10, 34b)
k ’ 8 .

i . »
Or, les coefficients K de 1’équation (10, 1) sont déterminés.
7‘ -

L’équation (10, 1) s’écrit en raison de (10, 34)
DQI = Ql,

E+1 " E [y A ‘
DY = Z, K‘21 A— 2()I.+1;2_1,.

. i E+1 1
avec k=1,2,..., N, ‘Zl = 0. (Voir (9, 9).)

Ces relations sont les formules cherchées de Frenet. (Voir (10, 3).)
Remarque. Compte tenu de I’équation (10; 34b) pour k = N
et de I’équation (10, 31b), on en peut déduire une formule intéres-
sante qui nous donne les invariants du champ: '
N N—1N—g J N—s N j N—s
—_ ( )-I¢+1 27 (b a + a b) _— Zf a b, (10, 35)
s/’ j+1° 0 N41
pour s = 1,2,..., N.26)
N—s .
Lesscalaires b peuvent étre remplacés par les valeurs (10, 14).

] |
11. Appendice. En partant des formules de Frenet (10, 3),
on peut déduire les formules analogues pour les vecteurs cova-

26) Voir Hlavaty (1), la formule (9, 13%)..
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r
riants R, liés avec A* par les relations suivantes:
- )

3 aQ e e ..
‘2tl“‘21a =AW =% (a,0,t=0,1,..,N). (11,1)
L aQ

On trouve d’abord pour ces grandeurs

v v
Ae = AWa (11, 2a)
r t
’D 'Q«[a - DQla, (ll, 2b)
et de plus
N N—1
DQIa = Qla,

DA, = — U + Zk

N—1 N k+s
) Lis1 ey s =0,1,...,N—1, (11, 3)

(=1)
(Us = 0, Yo = 0).

Démonstration. «) La premiére équation (11, 2) résulte de
Péquation (11,1) écrite pour les vecteurs transformés a l’aide
de (9, 8). La seconde des relations (11, 2) résulte de la dérivation
de I’équation (11, 1) transformée, en raison de (9, 8), (9, 12) et
(11, 2a).

B) Des équations (10, 3) écrites dans la forme:

DY = A Zk( )Ik+1‘21° M ¢=0,1,..,N
v :+1
(A = 0)
N+1
on obtient en raison de (11, 1) et de sa dérivée

- (DQ[a) Qla = at+1 _Zm ( )Im+1 6t—m!

avec k=0,1,...,N.
11 s’ensuit:

—1 Nk E m+k
Dle =—U + Zm (m;nl_ ) Im+1 Us,

(—=1) N+1 : ’
(Up = 0, A5 = 0). (11, 4)
L’équation (11, 4) s’écrit aussi:
N—1
DQI« =— U,

"") On suppose que pour t = 0 la somme & droite soit égale & zéro.



i—1 N L k+s
Dma=—ma+2k( + )Ik+1‘21a,8=0,1,~--,N—1,
(=1 N1 ’
(AUs = 0, A, = 0);
ces relations sont les formules (11, 3).

12. Supposons maintenant de nouveau que le champ A9(¢)
pris en conmderatlon ait au point t =¢les m(2<m < N + 1)

vecteurs A“ , A%8) linéairement indépendants, et que le
vecteur A so:t une zgrlnbmalson linéaire des vecteurs précédents
a S&VOII‘:” ]

2,- (’;‘) g 40 = 0, @y == 0. (12,1) .

Dans ce paragraphe nous allons montrer qu’on peut déterminer,
dans le cas du nombre m général, les invariants projectifs et les
vecteurs projectifs qui satisfont aux formules de Frenet. Nous
emploierons 4 ce but, la méme méthode dont nous nous som-
mes servis au cas m = N + 1. (Voir les paragraphes 6, 9, 10.)
Les vecteurs A%, A¢ ... A® déterminent au point ¢ = ¢,
o 1 m—1
de la courbe C(t) le repére L, & m dimensions qui ne change pas
pendant la transformation

'Ao(t) = FiAa(t), (12, 2)
0 0

car on a d’apreés (5, 11)'
A0(t) = 2 F*( )rA“ ) (k=01,..., m), (12,3)

ot A2 est défini par (12, 1). Alors 'A% est le vecteur de L. Cela
E

m
posé on peut démontrer le théoréme suivant:
Soient Y%, (¢=0,1,...,m —1) n'importe quels vec-
§

teurs linéairement indépendants de Lm et soient A4%3%)

t
les composantes des vecteurs 4° en Ly, pour lesquelles
A0 ="S, AFy A‘ 'S, AF Y 12, 4
a — A resp. A% = a, ,
i ;" ik P %" ™k ( )
Les composantes 4* (¢=0,1,...,m—1) sont linéaire-
<

28) Voir (5, 4) et aussi la remarque (*) & la page 32.
. { .
) Les coefficients r sont définis au paragraphe 5.

i
39) Les indices latins parcourent les symboles 0, 1,...,m — 1.
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ment indépendants et on a pour 4*:
m m
S, (m) Amj A% = 0; (12, 5)
0,] 7 7

cette formule est indépendante du choix des vecteurs
Y¢. Les composantes 1‘4“ changent pendant la transfor-

¢
mation (12, 2) comme suit

‘As — z F‘() A“ a1) (12, 6)
k
Si la dérivée des vecteurs Ye est defmie par la formule
i
m—1
DYr = S WFYM (12, 7)
i 0
et si 'on pose
.dAa
DAs — (12, 8)
i
on trouve: ,
DAe = Ae, 1=0,1,...,m—2, (12, 9a)
T i+1
m—1 m .
D=3 ()t

resp.
D‘f:D‘fzif{ (12, 9b)
- m—1
Ddr=D'dr =5, ( ) 4

Demonstratlon ) On tu‘e de l’equatlon (12, 1) et de la se-
conde des relations (12 4):
m—1

Z, ( )amﬂ >k A"Y“ =0,

c’est Pequatlon qui est valable pour n’importe quels vecteurs

Yo, Yo ..., Yo linéairement indépendants de Ly,.
1 m—1
11 en résulte:

Z,( )am_,A = 0,

c’est-a-dire I’équation (12, 5). L’mdependance de I’équation (12, 5)
du choix Y¢.(de L,) sera démontrée plus tard. (Voir 4).)
i

31) Aa satisfait & (12, 5).
m .

58




p) Le vecteur ‘As de L, peut étre exprimé comme suit:
k

m—1

A% = DAYS, k=0,1,..., m; (12, 10)
k 0 k& s
mais on a aussi d’aprés (12 3)
’AQ—Z,F’( ) Z A-’ 6 k=0,1,...,m. (12, 11)
Le rapprochement de (12, 10) et (12, 11) nous donne:
"4 = Z, ()TA" k=0,1,... m;
k

oll, bien entendu, A4? satisfait & (12, 5). L’équation (12, 6) est dé-
m

montrée.
y) La dérivée de l’equatlon (12, 4), en raison de (12, 7), est:

m—1 dA m—1
a %k[

Compte tenu de (12, 8), lequatmn (12, 12a) peut étre écrite
m—1

DAa = Zk (DA") Ya. (12, 12b)

‘F"] Yo, §=0,1,...,m—1.(12,12a)

En raison de la définition (5, 4) des vecteurs A et de ’équation
(12, 4) on trouve:

m—1
DA = A% = D, AFYe, §=10,1,2,...,m—2, (12, 13a)
1 i+1 0 t1 k
m—1
DA® — Aa S 27’ ( )am_’ Ak Ya (12,13b)
m—1

Si nous comparons ces relatlons a (12, 12b), nous obtiendrons
(12, 9a).
En partant de I’équation (12, 10) et posant:
d4e
D'As = — 4 >, 'ATP,e (12, 14)
i dt 0 i

on déduit de la méme maniére les formules (12, 9b).
0) Les m équations (12, 9a) étant linéairement indépendants

on en peut calculer les coefflclents ay, Qgy « - .y Ot
Umej = — L Dét. | A%4°. .. 49D A0 Ao... A0
Dét. IA“ | 0 1 i—1 m—1 j+1  m—1
(12, 15)
avec 7 =20,1,...,m—1, ol Det lA“ | est le déterminant des
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composantes A*. Les expressions (12,15) sont invariantes par

3
rapport & chaque transformation affine non dégénérée des vecteurs
Ye, c’est-a-dire les coefficients a; ne dépendent pas du choix des
! :
vecteurs Y% (de L,). Pour le faire voir, posons:
i

— m—1
Yo = ‘Y“ Dét. ¢ 0,
To =3 o' T*, ol Dét. | of| +

0

u
et désignons par o; les valeurs définies par les relations:

m—1 % m—1
Zk g" o = z 9"0'1, = 05.
Si P’on désigne par A" les composantes de A“ par rapport

au repére Y on peut ecm‘e

m— m—1 m—-1
Ae — Ab Ya Ak i Ye — Ak Ya’
i z Z z v g" ik
d’ol
Ak — S kAr
i Zo’g P
En résolvant ces équations on trouve:

—_ m—1lu %
= Zk Ok 4“, Dét. | ox | + 0. (12, 16)
4

0

- &
)

L’équation (12,.15) écrite pour la valeur transformée Z:,,,_,- nous
donne & l’aide de (12, 16), (12, 9a) et (12, 15):

O = — —— Dét. |A0A0.. DDA Ao.. . Do | =
Dét. | 49 | 0 1 j—1 m—1ij+1  m—1
[
u
- 1 . Dét. | o | .

Dét. | o | . Dét.| 4° |
.Dét. | AA°... ASD A° A° ... A9 | = apm_. C. Q.F.D.
0 1

i—1 m—1j+1 m—1
Les équations (12, 5), (12,6) et (12, 9) correspondent aux
relations (5, 5), (5, 11) et (5, 4) resp. (5, 9) écrites pour m = N + 1,
celles-ci ont été le point de départ des recherches aux para-
graphes 6—11. On peut donc appliquer les méthodes utilisées
dans ces paragraphes a 1’étude A" en Ly et déduire les théorémes

analogues pour m général, aux théoremes dessus cités pour m =
= N + 1. En voici les plus importants:
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En posant
z]( )am_,A‘—O ap =0

on peut trouver les théorémes:

1. Le systéme des invariants Iy, I, ..., I, (voir para-
graphe 5) est le systéme complet des invariants projectifs
du champ A49(t) en L.

2. Les grandeurs

(k) a 4!
lezzu() bk k=0,1,... m),
k A

0 w (229

m
ot Y = ' ]/Dét“.‘['z' |'| sign Dét.] A‘|
k k
sont projectives invariantes et satisfont aux formules:

D‘21‘ Q[‘

k _ .
DU = Ql—z‘(f)I8+13ll, k=1,2;'°'3m_1’

k k+1 1 +8

(%1’:0). '

Invarianty tensorového pole v projektivnim lirostoru.
’ (Obsah predeslého $lanku.)

V prostoru X, o n rozmérech je ddna symetrickd konexe I7,
a% na transformace *I7, = I'ix 4 Pidy + Pud1, kde p, je libo-
volny vektor v X, a A, u,» = i,2,..

Podél libovolné regula,mi knvky E" &) v Xg je dano
pole tensord A””s---* (¢) zndmych aZ na multiplikativni faktor f(z).

'V préaci jsou stanoveny dvéma metodami skaldrni dif. inva-
rianty pole, nezdvislé na hofejif zmén® konexe i na zméné
faktoru f(¢). Dokézdno, %e za uréitych pfedpokladi tyto inva-
rianty tvoii kompletni systém invariant pole. — Koneéné v poli
sestrojeny velidiny, které, i jejich absolutni derivace, jsou inva-
riantn{ vzhledem k uvedenym dvéma zménim a které spliiuji
rovnice analogické k Frenetovym vzorcim pro kfivku. Obg
konstrukce byly podény v obecném bodé pole, t. j. v némi
existuje m < n" linedrné nezdvislych derivovanych tensori
DWgrn..’ (1=0,1,...,m—1). Pfi tom bylo pouZito pojmu
KOnigovych prostoru
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