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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky_

Tii tlohy o ellipse.

Podal Dr. V. Jarolimek.

1. Sestrojiti ellipsu z danych os a dvou bodi.

Reseni 1. methodou synthetickou. Budtez X | Y osy, ¢, d
dané body ellipsy £ (obr. 1.). Tato bude affinné sdruzena s kruz-
nicf F, jejiz primérem jest osa ellipsy lezici v X. Spojnice cd
protne X v bodé g. jimz prochdzeti bude i pfimka ¢,d, affinni

ku cd. Piimka oug_l_c0 o puliti bude tétivu ¢,d, v kruZnici Z,
Utifime tedy cw = ud, nad primérem og opiSme kruznici K a

Obr. 1.

protnéme ji kolmici spusténou s bodu # na X v bodé u,, spojme
gu, a na této piimce stanovme body ¢,, d, affinni ku ¢, d kol-
micemi cc, | X, dd, | X. Kruznice E, opsané polomérem oc,
protne X ve vrcholech v, w %4dané ellipsy E. PHmka cr||X
protne oc, v bodd », natez or d4 délku poloosy druhé. Nepro-
tne-li K pimku ww, | X (na pf. jsou-li body ¢, d v 1. kvad-
rantu a svird-li spojnice cd se smérem -+ X Ghel ostry), jest
ellipsa nemoznd.
4
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Eeseni 2. methodou analytickou. Budtez souradnice danych
bodd ¢ (x,y,), d (x,y,). Rovnice piimky cd jest
e — %Y,
y—n=trw—a). (1)
Stanovme bod d, (xy — y,) soumérny ku d podle X a
spojme ed, (obr. 1.); tato pfimka md rovnici
- Y +Ys \
Y=y ) @
Dosazenim y =0, =2’ do rovnice (1) dostaneme pro
usetku z’ — og hodnotu
= ZoYy — 1Yy (3)
Y1 — Y
a substituci y =o, z==2" do rovnice (2) usetku x"=oh pri-
setika (cd,, X)

LYy + T, Y,
gh =24 . 4
Y1+ ¥a @
Soutin rovnic (3) a (4) dd
., 2292 — 2292
X . ! —_ %_—yéﬁ . (5)
1

Body ¢, d lezi na ellipse b%z%+ a®y® = a®b%. Dosadime-li
do této rovnice soufadnice jednou (x,y,), podruhé (z,y,), vy-
jddffme-li z nabytych rovnic dsetky pofadnicemi a dosadime-li
tyto hodnoty do pravé strany rovnice (), vyjde po redukei

z' .x"=og.oh=a® (6)
___Je tedy poloosa a stfedni geom. imérnou mezi usetkami
og, oh. Prolozime-li body g, % libovolnou kruznici, dé tetna o
k nf vedend z bodu o délku poloosy a; ov = ot. — Body v, w,
g, h tvoii Stvefinu harmonickou.

Pfednosti feSeni 1. jest jednoduché oduvodném fefeni 2.
poddvd zase vyhodné&jsf konstrukei.

2. Sestrojiti ellipsu z danych os a dvou teden.

Reseni 1. methodou synthetickou. Dané tetny 7, U proti-
naji osu X v bodech g, 2 (obr. 2.). Budiz zase F, kruZnice
(zatim nezndmd) affinni s Zddanou ellipsou E podle osy X. Teiny
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T,, U, kruznice E, affinni k 7', U budou se protinati v bodé
¢y, affinnim k (T7U)=c, a c,c L X. Bod ¢, stanovime takto:

Jezto spojnice c,0 rozpolovati bude dhel gcyh, bude v /\ gcoh

dle véty zndmé z planimetrie ¢d : coh = og : oh. Geometrické
misto vrcholu ¢, trojihelnfka nad pevnou zékladnou hg, jehoz
strany c,g. coh jsou k sobs v poméru_stdlém 0g : oh, jest, jak
znémo, kruznice K, jejiz stfed je na hg = X, jeden bod jest o;
prot&j$i k nému bod s na X sestrojime tak, aby gs: 0s =o0g:ho
(¢ili &vrty harmonicky bod s k bodim %go), a nad primérem
0s opiSeme kruznici K. Tato protne pimku ¢¢’ | X v bodé c,,
natez spojnice gc, = T, hc, = U,, a kruznice E, o stiedu o

Obr. 2.

a tetnd ku 7, protne X ve vrcholech v, w Zidané ellipsy E.
Z dotyéného bodu £, na 7, dostaneme kolmici t,t 1 X dotyény
bod ¢ na T, spustime fu tu | Y a sestrojime délku drubé polo-
osy b dle rovnice bt —=ou . or, coZ plyne piimo z rovnice tetny
(7) pro z=o0 (nebo také z affinity ellipsy £ s kruZnici o polo-
méru b).

Reseni 2. methodou analytickou. Rovnice teétny 7' ]est
b,z + a%y,y = a®h? . (1)
a rovnice tetny U
b2,z + a’y,y = a?h? 8)
kdez ¢ (x,y,), (x,y,) jsou soufadnice bodd dotyénych, dosud
&*
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oviem neznimé. Usetku spoletného prisetika ¢ (x'y") teten
T, U dostaneme feSenim rovnic (7) a (8) dle «:

- 2 (g —

oo =o' =2 Wa T (¥ —y) . 9)

T1Ys — %Y '
Stanovme tetnu U, soumérnou k U podle X; jeji rovnice

Jjest b2e,e — a®y,y = a®b®, (10)

Jezto soufadnice dotyéného bodu na U, jsou (x, — yy).
Usetka prisetika d=(T'U,) plyne z rovnic (7) a (10):

2
g(_i;____a;u_ a (1/2+y1) . (11
Yy + T 1
nadez souéln rovnic (9) a (11) dd
22
.’l}l..’.l'“: (y2 y]) (12)

wyy — @Yy
Vyjadtime-li y,, y, dotyénych bodiv tusetkami x,, =, z rovnice
ellipsy, dostaneme dosazenim do rovnice (12) po redukei
x' . x" =oc'.od' = a’. (13)

Je tedy poloosa a zase stfedni geom. imérnou mezi useé-
kami oc’, od'. Prolozme > body ¢/, d' libovolnou kruznici a vedme
k ni stfedem o tetnu op —a, utifime 0v=—ow=op; v, w
jsou vrcholy ellipsy. of, | T, d4 dotyény bod ¢, na tetns 7,
t,t 1 X dotyény bod ¢ na T. Spustme tu | Y; poloosu druhou
b sestrojime podle rovnice b* = o . or, ktera plyne pi¥imo z rov-
nice tetny 7' pro x —o. — Body wwe'd’ tvoii ttvefinu harmo-
nickou.

3. Sestrojiti ellipsu z danych os a dvou normal.

Rovnici normély &, v bodé (x,y,) ellipsy
E=b%"+a%®—a®h?*=o0
lze uvésti na tvar
ayx — b,y = e'xy,, (14)
kdez e*=—a%— 02 Ijseky normély N, na osdch ellipsy maji
podle rovnice (14) hodnoty

m = at (15)



na ose X, a

ey
", =— b{ 1 (16)

, na ose Y. Vyjadifme-li z téchto rovmic x,, 7, a dosadime-li
tyto hodnoty do rovnice ellipsy, dostaneme rovnici

14 =1 (17)
a® b

Pohybuje-li se bod (x,,) po ellipse £ a s nim jeho nor-
mdla N,, vyjadfuje rovnice (17) jinou ellipsu F (obr. 3.), jejiz
body ¢ maji za soufadnice (m,n,) useky normily N, na oséch:
poloosy ellipsy I” jsou

2
= —(;— , (18)
8= %'-, (19
takze
a [
i = (20)

t. j. osy obou ellips jsou umérny, aviak ¢ je mald, g velkd
poloosa ellipsy F. Z toho plyne:

Useky, jei utinaji normdly kaidé ellipsy E na osdch,
rovnaji se souradnicim bodiu, které vypliuji jinow pevmou el-
lipsu F; 0bé ellipsy jsow si podobné a souosé, ale tak, Ze
vedlejsi osa knZdé ellipsy leki v hlavni ose ellipsy druhé.

Podle této tvahy pristupme k FeSeni tdlohy 3. Jsou-li
(my, ny), (myn,) tseky danych dvou normdl N,, N, na osdch
(obr. 3.), stanovme bod c¢,, jehoz soufadnice jsou m,, n, (nebo
—mn,), bod ¢, (myn,), a sestrojme podle tlohy 1. poloosy or = e,
os =g ellipsy F, kterd je ddna osami X, Y a body ¢, ¢, (el-
lipsy F rysovati netfeba). Poloosy Zzddané ellipsy ENF obdr-
Zime pak takto: Polozme e¢?=—=gq®-—b* do rovnic (18) a (19),
natez fesenfm jich obdrzime:

_ aﬂ‘l _ "13'2
a= ﬁ‘z T —_ " ’ (21)
p—= 2B __ &6 (22)

ﬁ(‘——(x?_ 2

i
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kdez ¢ je hnearné vysti'ednost ellipsy F. Posléze konstrukce
poloos a = ov, b= ou podle amér
a:o=p%:¢&% (23)
b:p=a%: ¢ (24)
plynoucich z rovmic (21) a (22) je z planimetrie znidma s do-
statek. Ostatné poloosa b sestroji se krétce podle rovnice (20)

skytajici tméru
bia=a"p. (25)

Obr. 3.

Nasledujici tvaha vede ke konstrukei jesté vyhodnéjsi.
Vrcholy 7, s‘ ellipsy F' jsou totoZny se stfedy kiivosti ellipsy E
pro jeji vrcholy v, u, jezto podle rovnic (18) a (19)

— be
rv_a——(x—?, (26)‘
s’u:ﬂ-i—'b:—h—. (27)

Z toho jde tato jednoducha konstrukee vrcholiv ellipsyE
jsou-li vrcholy r, s, s’ ellipsy sestrowny spo;me sr, s'r,
spustme og_j_sr a prisetikem g ptimek og, s'r vedme gv_LX
gul Y; v, u jsou vrcholy ellipsy . Snadno lze se presvédditi,
Ze touto konstrukef jest rovnicim (26), (27), i rovnicim (21) a
(22) vyhovéno.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T16:16:08+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




