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Bolzanova , Functionenlehre.*
Referuje Vojtéch Jarnik.

Ve Spisech Bernarda Bolzana, vydivanych Krilovskou Ceskou
Spoleénosti Nauk, vySel dosud svazek 1., obsahujici dosud ne-
tisténé (a pied nedavnem dosud vibec nezndmé) dilo Bolzanovo
,,Functionenlehre*‘.) Jest to dilo tak svérazné, Ze jest vskutku
velmi litovati, Ze nemohlo — zGstavsi v rukopise — pusobiti své
doby na dalsf rozvoj matematiky. V dobé Bolzanové (narozen 1781,
zemiel 1848), byla nauka o funkcich jiz znatné rozvinuta, jeji za-
kladni pojmy vSak postradaly ostrych obryst a zakladni véty ne-
byly podepfeny piesnymi dikazy. A pravé v téchto zakladech
nauky o funkcich znamena Bolzanova ,,Functionenlehre* skuteény
meznik — bohuZel meznik zarostly mechem neznidmosti. Ze sou--
dasnikt Bolzanovych snad jediné Gauss, Abel a Cauchy projevili
obdobny smysl pro ¥4dné vybudovani zédkladd nauky o funkecich.
Z nich Gauss a Abel podali sice mistrovské ukazky presnych mate-
matickych metod, nezabyvali se viak onémi zdkladnimi otdzkami
soustavné. Zbyva Cauchy, ktery ve svych dilech ,,Cours d’Analyse*
(1821), ,,Résumé des legons . ... sur le Calcul Infinitésimal* (1823),
,,Lecons sur le Calcul différentiel”“ (1829), postavil zakladni obory
nauky o funkcich (algebralckou analysu, diferencialni a integralni
podet) systematicky na pevné zdklady (nebo fekndme opatrnéjl
na pevnéjsf zaklady).2) Bolzano jde v8ak v této snaze jesté dale nez
Cauchy.3) Cauchy se vétsinou spokojil tim, %e vybudoval zaklady
potud, pokud toho k daldim vyvodim potieboval; naopak Bolzano

1) ,,Functionenlehre*, vydéano 1930 ndkladem Kral. C. Spol. Nauk,
tiskem Jednoty &sl. matematiki a fysik v. Praze, str. XX +183+24+1V.
Vydéni jest opatfeno vyraznou pfedmluvou prof. Petra a peélivymi pozndm-
kami ‘prof Rychlika. )

) Bolzano znal aspori nékteré z t&chto spist; vznik (nebo aspori ukon-
.¢eni) Bolzanova rukopisu jest datovati nejméné 1831 (v 2. oddllu, § 90,
cituje knihu Youngovu z r. 1831).
, 3) Ostatné i Cauchy se dopustil n&kterych omylu budeme se n&kterymi
.z mch ‘bliZe zabyvatl
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byl duch spiSe filosoficky, kterého v matematice pravé zakladni
otézky nejvice zajimaly.) Uvidime v dal$im, jak ostfe vyslovu]e
Bolzano své definice, jak kriticky pitva své poj my, 8 ]akym zajmem
a s jakou tuplnosti diskutuje vSechny logicky moZné pripady, bez
ohledu na to, maji-li pro konkretm matematické problémy vé&tsi
¢i mendf vyznam.

, Préavé tento fllosofick}'r zajem predurdoval Bolzana k vykonéni
vynikajicfho dila v otazce zdkladt matematické analysy. A vskutku
jest jeho ,,Functionenlehre“ dilo yskutku prikopnické, dilo tak
moderni, Ze musime jiti o nékolik desitilet{ dale, abychom se setkali
8 dily analogickymi. Na druhé strané oviem jak ono filosofické zalo-
Zeni Bolzanovo tak prikopnicky raz jeho dila pusobily na jeho
knihu téZ nékolika nepifznivymi vhvy Predevi&im Bolzano nebyl
matematlcky rutinér; proto partie, jeZz vyZaduji jen ,,ryziho my-
Sleni*, jsou u ného vétdinou dokonaleji provedeny neZ ony partie,
jez vyzaduji v&ts&i ,,femesIné‘‘ zruénosti. Za druhé novost projedna-
vanych problémi pisobila, Ze Bolzano nemél vibec k disposici
vhodného-nazvoslovi;5) kardou malitkost musil ob¥frné vypisovati
a neni divu, Ze n&kdy, brodé st v zéplavé slov, uklouzl a dopustil
Se nespravneho tsudku. A je$té jedna okolnost jisté t&Zce doléhala
na Bolzanovu praci. Prikopnické jeho-dilo bylo by v jeho dobé&
nalezlo pochopeni nejvyse u nejvétiich ducht matematickych; jaké
porozuméni mohl Bolzano odekavati v tehdejsim rakouském pro-
stiedi, v némz prostfednost, bezbarvost a zpateénictvi byly vladou
podporovany jako nejvyssf obdanské ctnosti? Sam, za dokonalého
nezajmu a nepochopeni svého okoli pracoval Bolzano na svém dile;
jisté leckterd nedokonalost jeho dila byla by zmizela, kdyby si byl
mohl o svych problémech pohovorltl s né&jakou sprlznénou dusf.

V tomto ¢ldnku chei dtenste upozorniti na problémy a metody
tohoto Bolzanova dila; &tena¥ uvidi, jak mnohé pojmy, problémy
a metody, jez dnes patii k nejdﬁleiitéjéim. Gastem . matematické
analysy, jsou v definitivnhim tvaru podany jiz u Bolzana. Jde mi
oviem spife o upozornéni nezli o definitivni ocen¥ni Bolzanova dila;
to musf byti pfenechdno historikovi matematlky

- Bolzanova ,,Funcﬁonenlehre — jeZ byla zamyslena jako dast

4) Viz na p¥. v Petrovd pl‘edmluvé (str‘iX ) vymluvny citét z Bolzano-
‘vych ,,Beitriige zu einer begriindeteren Darstellung der Mathematik, 1. Lie--
ferung* (1810): Seit etwa 15 Ji ahren . . . ist diese Wissenschaft (Mathemahk)
immer eines von meinen Lleblmgsstudlen gewesen; doch vorndhmlich nur
nach ihrem speculativen Teile, als Zwelg der Phxlosophle und Uibungsmittel
im richtigen Denken.

- 8) Cetba Bolzanovy kmhy vzbuzu_]e ostatné (u dneénlho matematlka)
«lojem, ¥e Bolzano nebyl p¥ili§ obratnym (v&deckym) styhstou, ovéem
k spravnému posouzeni této okolnosti bylo by. tl‘eba historika.
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vétifho dila o matematice®) — skldda se z Gvodu (Einleitung: Ver-
haltnisse zwischen verdnderlichen Zahlen, str. 1—12) a z dvou
hlavnich oddilii (Erster Abschnitt: Stetige und unstetige Functio-
nen, str. 13—79; Zweiter Abschnitt: Abgeleitete Functionen, str.
80—183). Uvod obsahu]e nékolik spife formdlnich Gvah a nebudu
se jim ob8irngji zabyvati; za to o obou hlavnich oddilech chei po-
jednati podrobnéji.?)

Erster Abschnitt.
Stetige und unstetige Functionen.

Hned na zaéatku referatu narazim na jednu potiz. Bolzano vel-
mi si ddva zdleZeti na definicich; ale definice pojmu funkce u ného
schdzi — hned na zadatku Gvodu uziva slova , Function jako
béZného pojmu, bez jakékoliv “definice. P¥i Bolzanové peélivosti
v zavddéni pojmu soudil bych, Ze Bolzano snad v nékteré jiné —
snad nezndmé — ¢&asti rukopisu pojem funkce definoval; prof.
Rychlik nemohl mi v8ak poskytnouti Zadnych informaci v této véci.
Bolzano uziva téZz dasto vyrazu ,,einférmige Function*; Rychlik
interpretuje slovo ,,einformig* Jakozto ».jednoznaény‘ a z mnoha
mist Bolzanova dila zda se vysvitati, Ze Bolzano slovy ,,einférmige
Function‘‘ rozumél to (nebo skoro to), co dnes oznaéujeme slovem
,,funkce*. Budu tedy vyraz ,.einférmige Function* piekladati slo-
vem ,.funkce‘‘ a budu pfi tom funkei (na pf. funkei jedné promeénné)
brati ve smyslu dnes obvyklém: Proménna y jest funkei proménné z,
definovanou v oboru M, jestlize kazdé hodnoté x z mnoZstvi M je-
pfifazena uréitd (jedind) hodnota proménné y.%) Nékdy (hlavné
v 2. oddilu pfi definici derivace) Bolzano piivlastek ,einformig*
vynechavéa; nezdd se vSak, Ze by tim chtél néco zvlastniho ¥Fici;

.- 9 Uvod k ,, Functionenlehre‘ m4 v rukoplse nadpis ,,Fiinftes Haupt-
stiick‘‘; také rukopisy nékterych jinych éasti jsou zachovény.

7) Abych &tenafe zbyteén& neunavoval rozvlaénou a éasto nezvyklou
slovni formulaci Bolzanovou, budu jeho vyroky vétsinou ,,pFekladati‘‘ do
moderni mluvy. Na p¥. v 1. oddilu, § 20 Bolzano pravi: ,,Wenn die unendlich
vielen Werthe, die eine Function F(z) annimmt, indem ihre Veranderliche x
alle von & = a bis x = b einschliesslich vorkommenden Werthe erhélt, von
solcher Beschaffenheit sind, dass sich zu jeder niessbaren Zahl irgend einer
aus ihnen ausfinden lédsst, der diese Zahl iibertrifft, so ist diese Function
gewiss nicht fiir alle Werthe von z = a bi§ « = b einschliesslich stetig.‘
Tuto vétu Vyslovim struéné takto: ,,funkce neohraniend v intervalu (a, b)
nemtZe byti spojitéd v <a, b>* nebo jestd lépe v ekvivalentnim tyaru: ,,kazda
funkce spojité v <a, b jest ohraniéenéd v <a, b>.* (Z dukazu jest mimoto patrno,
%e Bolzano misto ,,die eine Function F(x) annimmt‘‘ chtél ¥ici ,,die der
absolute Betrag einer Function F(z) annimmt‘; takovéto zfejmé pFefeknuti
v dal$im &asto opravuji, aniZ bych se o tom 2v145t& zmifioval. )

8) V celém dile jde o realné funkce redlnych proménnych. Nechei
oviem nikterak tvrditi, Ze by Bolzano byl byval schopen onu definici
vysloviti tak dokonale, jak to dnes é&inime.



243

pouze v §§47—48 (1. oddil) jest véc pochybnd a piisobi jakési
potize (viz k tomu dale mé poznamky k témto §$).

Po Gvodnim § 1 definuje Bolzano v § 2 spojitost funkce jedné
proménné tak, jak to ¢inime dnes: funkce f(x) jest spojitd v bodé a,
jestlize ke kazdému &> 0 lze nalézti éislo > 0 tak,Ze pro vSechna z,
hovici nerovnosti | x —a | <, plati | f(x) — f(a) | < &.®) Bolza-
novo pojeti spojitosti je tedy zcela moderni; pfed nim snad jen
Cauchy definoval spojitost funkce podobnym zptsobem; Cauchy
vSak nedospivd k pojmu funkce spojité v bodé, nybrz zstava pri
pojmu. spojitosti v intervalu (jeho pojem ,funkce spojitd v okoli
bodu o znamend funkei, spojitou v néjakém intervalu ((@ — e,
a + ¢€), (e > 0)).1%) Bolzanovo pojeti, jez vychdzi ze spojitosti v bodé,
znamend podstatny pokrok. Nez Bolzano jde jesté dédle a zavadi
ihned téz (zpisobem dnes obvyklym) spojitost zprava a zleva.ll)

Vzbuzuje-li-jiz tato definice nd§ obdiv, tim vé&tsiho obdivu
zaslouZi si dalsi paragrafy 3—33, které obsahuji znamenité vybudo-
vanou teorii spojitych funkei jedné proménné. Po § 3, jenz obsahuje
zajimavou kritiku starSich definici spojitosti, nasleduje v §§ 4—8
dikaz spojitosti nejjednodussich funkei (az k funkcim raciondlnim).
Nasledujici §§ 9—11 ukazuji, jak dikladné Bolzano promyslil moz-
nosti, jeZ pfi spojitosti a nespojitosti funkei mohou nastati; tak v§ 10
sestrojuje funkeci, definovanou pro vSechna x a spojitou pravé
v jednom jediném bodé. Zajimavy je § 12, jenz ukazuje kritickou
bystrost Bolzanovu: ~

Budiz funkce f(x) spojitd zprava pro viechna x. Zvolme néjaké
¢islo a; potom je'?)

Jim (f(a + h) ~ f@) = 0. (1)
Rovnéz jest pro libovolné k:
}}i%i(f(a — k't k) —fla —k)) = 0. (2)

Kdybychom sméli v posledni rovnici poloZiti k£ = h, dostali bychom
lim (f(a) — f(a — k) = 0,
h=0+

?) Bolzano mluvi tedy o spojitosti jen tehdy, je-li funkce f(x) defino-
véna v bod& a a v jeho okoli.

1) Cauchy, Cours d’Analyse (1821), I¥re partie, chap. II, § 2. K tomu
jest poznamenati, Ze Bolzano jiZ v r. 1817 v pojednéni ,,Rein analytischer
Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die ein entgegen-
gesetztes Resultat gewédhren, wenigstens eine Wurzel der Gleichung liegt‘
zavadi pojem spojitosti ‘podobnd jako Cauchy (tedy spojitost v intervalu).

11) Na tomto misté je také viddti, s jakymi vyjadfovacimi potiZemi
musil Bolzano zépasiti: k definici spojitosti spotfeboval 23 Fadek!

12) lim g(x) znadi ,limitu funkce g(x) v bod& a zprava“, a obdobné&

r=a+ : .
pomoci znaku a-— vyznaluji limitu zleva.
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t. j.  dostali bychom vysledek, %e funkce f(x) je v bodé a spopta
zleva. Bolzano vyslovné varuje pied touto nespravnou uvahou,
jako divod nepiipustnosti takové tvahy uvadi zcela spravné okol-
nost, Ze v (2) jest tfeba si mysliti £ jako pevné &islo; chceme-li pfi -
kladném & dosahnouti nerovnosti | fla —k + k) — fla — k) | < e,
,staéi zvoliti 0 < & <, kde v8ak kladné &islo n muZe zdviseti ne-
jenom na ¢, nybrz ¢ na k. Moderné fedeno: nespravnost té uvahy
spoéiva v tom, Ze spoptost zprava nemusi byt ,stejnomérna‘.
Bolzano konstruuje té% prlklad (f(x) = a? pro x < 2, f(x) = «® pro
« 2> 2), z né¢hoZ nespravnost oné vahy i jejiho vysledku jest patrna.
Nésledujici § 13 opét se tykd pojmu stejnomérnosti; Bolzano
v ném ukazuje na pifklad® toto: Funkce (1 — x)—! jest spojitd
v otevieném intervalu (0, 1).13) Pfes to vSak, zvolime-li si kladné
&islo &, jest mozno ke kazdému kladnému ¢ nalézti &islo z,(0 <
< x4 < 1).tak, Ze k dosaZeni nerovnosti
"1 1

— <1
% 1=z <e(0<z<1)

. jest nutno zvoliti | x — z, | < 6. K tomu bych poznamenal toto:
Vlastnost, kterou zde Bolzano formuluje (]ednak v obecné vété,
Jjednak v citovaném piiklad®) nenf logickym zaporem stejnomé&rné
spojitosti (v dne$nfm smyslu); véta z § 13 neni proto ekvivalentn{
8 vétou ,,funkce spojitd v (a, b) nemusi byti stejnomérné spojitd
v (a, b)*, mé vSak k nf tzky vztah (dokonce ji obsahu]e) Je vidét,
Ze Bolzano si uvédomil dileZitost pojmu asi toho razu, jako je
-dnedni ,,stejnomé&rnost‘‘- (stejnomérna spojitost, stejnomérna kon-
~vergence a pod. ); nedospél viak k tomu, aby poznal, jak by mél
~vhodné tento pojem formulovati. Na,sledkem toho — jak v dal§im
uvidime — ¢asto na ste;nomémost viibec zapomina, ¢asto pak
-operuje 8 jakymsi pojmem tohoto rizu, ne viak vhodn¥ zavedenym;
“tim vznikaj{ v dile Bolzanové ‘nékteré omylv a nedokonalostl,
jimiZ% se jedt& podrobngji budeme zabyvati.
' . §§ 14—16 pojedndvaji o t..zv. ,neurditych vyrazech“ na
: zékladé véty: Je-li /(x)‘spoj‘ité,'v (a, b) a maji-li dvé &isla m, M
(@ < m < b) tu vlastnost, Ze ke kazdému péaru ¢éisel e > 0, % > 0
existuje &islo. x tak, Ze |z —m|<n, |f(x)—M|<e jest
{(m) =M. §17 obsahu]e dikaz véty: je-li /(x) spojitd v (a, b)-
-a.lezf-li, pro, n&¢jakou hodnotu M, kofeny rovnice f(x) = M vsude .
‘hust v intervalu (a, b), jest f(a:) M identicky v (a,b). §18
. ‘obsahuje obriceni véty z §17; zde viak se dopousti Bolzano -
" prontho zdvaéne’ho omylu Bolzano toti pravi: ,,Jesthze tedy na-.

, .. 13) Zavadim tyto. zna.éky a nazyy: (a, b) znadf mno¥stvi viech Sisel @,
jpro n¥% a < x'<'b (ndzev: otevieny interval); <a, by znadi mnoistvi véech
: .’vr-q‘,isel x, pro-. néé a g x g b (nézev uzavi‘eny mterval)
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-opak je f(x) spojitd v (@, b) a jestlize f(x) zavisi na x (tim chce
patrn& Bolzano ¥ici, Ze f(x) neni konstantni) a je-li M né&jaké ¢&islo,
potom rovnice f(x) = M miZe miti sice nekoneéné mnoho kofeni
v (@, b), 1ze vSak nalézti dasteény interval v (a, b), v ném% tato
rovnice nem¢ Zadny kofen. Jinymi slovy: ke kazdému kofenu rov-
nice f(a:) M lze nalézti koren jemu nejbliz$i. Posledni véta je
zfejmé nespravnd, i kdyz uéinime predpoklad (ktery Bolzano asi
polovédomé udinil), Ze f(xr) neni konstantni{ v Zidném d&isteéném
intervalu. Za tohoto predpokladu Ize totiz v kazdém éasteénem
intervalu nalézti bod « tak, Ze f(a) & M; jestlize rovnice f(x) =
m4 aspoti jeden kofen na levo od « & rovnéi napravo od «a, 1ze na-
lézti interval (¥, ¥.), obsahujici bod e, tak, Ze f(x) = M pro
< x <Y, ale f(y,) = M, f(yz) = M; y, Ye tvofi pak -vskutku
dva ,,sousedni‘‘ kofeny rovnice f(x) = M; jenom %e — a v tom
spo¢ivé nespravnost Bolzanova tvrzeni — nemusime timto zpiso-
bem (i kdyZ ménime &islo a) obdrieti vSechny kofeny rovnice
f(x) = M. Tato -chyba zardZi tim vice, Ze Bolzano v dal§im sestro-
juje funkei (v § 70), kterd po malé Gpravé by mu poskytla piiklad,
ukazujici nespravnost jeho tvrzeni (a dokonce i tato aprava je pro-
vedena v II. Abschn., § 26).

* Ale tento omyl ‘ném na druhé strans ukazuje, jak wveliky,
obtiZny a prikopnicky ikol Bolzano na sebe vzil. Jen nesmirnou

obtiZnosti a Gplnou novosti a nezvyklosti pfedmétu jest moznosi
vysvétliti, Ze Bolzano, ktery v nasledujicich odstavcich (§§ 19—30)
ukazal naprostou pfesnost a dokonalost v mistech nejchoulostivéj-
§ich, mohl se dopustiti v § 18 tak hrubé chyby. BohuZel neztstal
§ 18 bez vlivu na nisledujici Gvahy; zvlasté n&které 8asti nauky
o extrémech trpi pouZivinim nespravné véty z § 18.

Nésledujici §§ 19—30 vynucuji si za to bezvyhradny obdiv
a uctu. Zde Bolzano dokazuje podrobné a bez nejmensiho omylu
zakladni -véty o spojitych funkecich. Diikazy jsou Gplné ,,aritmetiso-
vany*, postupuji (jako ostatné celd tato kniha) ryze deduktivné
Z deflmce spojitosti, bez jakéhokoliv odvolivéni se na nazor. Bol-
- zano dokazuje tyto véty:
I Je-li :
lim sup | f(2) | = oo,

neni funkce f(x) v bodé ¢ spopta
II. Funkce spojitd v uzavieném mtervalu <a, by Je v ném
ohranideni. .
_ III. Je-li funkee f(z) spojita v <@, b> a existuje-li posloupnost
Ty, Ty, X, .+ .+ ., (@ TS b) takova, Ze lim f(x,) = 0 potom funkce :

n=wx .

f(x) nabyvé v mtervalu <a, b> hodnoty C. :
IV. Je-li funkce f(z) spojitd v <a, b>, nabyva tato funkce

v <a, b> nékde své nejvétsi (a rovnéz neJmenéi) hodnoty. '
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V. Budiz f(x) spopta v (a, b); budiz a < 2, < 2, < b, f(,) +
=+ f(w,); potom funkece f(x) nabyva v intervalu (z,, @,) viech hodnot,
jez lezi mezi f(x,) a f(x,).1)

Bolzano nejenom dokazuje tyto véty, nybrz i zkoums kriticky
vyznam uéinénych predpokladii; tak ukazuje, Ze véty III a IV
neplati, nahradime-li v nich uzavieny interval <a, b> otevienym
intervalem (a, b). Dtkazy téchto vét jsou provedeny tak bezvadné,
ze by mohly byti (nehledime-li k nékterym neobratnostem slovniho
vyjadieni) beze zmény prevzaty do kterékoliv moderni uéebnice
diferencialniho poétu. Jen jednu pozndmku nutno udiniti: spojitost
v uzavieném intervalu <a, b> znamena — podle dnesni termino-
logie — spojitost v kazdém vnitinim bodé, déle spojitost zprava
v bodé a a spojitost zleva v bodé b. Bolzano vyjadiuje ji slovy
»,von & = a bis = b einschliesslich stetig”. Zda se tedy, Ze Bol-
zano pozaduje v koncovych bodech intervalu oboustrannou spoji-
tost, a¢ sta¢i jednostrannd. Je ovSem také myslitelno, Ze Bolzano
byl si této okolnosti védom a Ze jenom vyjadfovaei potiZe zavinily,
Ze tuto okolnost jasné nevytkl.15)

Dukazy spoc¢ivaji hlavné na dvou vétach, jejichz formulace
je rovnéz dilem Bolzanovym. Prvni z nich. t. zv. véta o horni hranici,
zni ve formulaci Bolzanové takto: vime-li o néjaké vlastnosti B,
Ze nenalezi v§em redlnym &islim. Ze vSak nalezi vSem éislim men-
$im nez jisté ¢islo U, potom existuje ¢islo A4, jez je nejvétsi ze viech
¢isel z, jez maji nasledujici vlastnost viechna &fsla men$i nez z
maji vlastnost B 16)

Druhé véta je t. zv. véta Bolzano-Weierstrassova: kazda ohra-
niéena posloupnost ma aspoii jeden bod zhusténi.'?)

14) Posledni v&tu dokdzal Bolzano jiZ v ,,Rein analytischer Beweis . . .*

(1817). Také Cauchy ji dokazuje v Cours d’Analyse, Note ITI¢me (1821).
: 15) Tomu by se zdaly nasvédlovati nékteré pozdé&jsi uvahy: na pf.
v §70 sestrojuje Bolzano funkeci, definovanou pouze v intervalu <0, 1)
{(uniZ tedy v koncovjrch bodech 1ze mluviti nejvyse o jednostranné spojitosti)
a pfes to o ni ¥ik4, Ze je ,,von x = 0 bis # = 1 einschliesslich stetig‘. Totéz
Hkd v §75 o t. zv. ,,Bolzanové funkei'’; a podobné i na né&kterych jinych
mistech.

16) Tuto vétu vyslovil Bolzano jiZ v rukopisné ,,Zahlenlehre‘‘ a v tiSté-
ném pojednéni ,,Rein analytischer Beweis . . .** (1817). V tomto pojednéni
dokazuje Bolzano tuto vétu tim, Ze ji pievadi na _ustou podminku (t. zv.
Bolzano-Cauchyovu) pro konvergenci posloupnosti; ovSem pokus Bolzantv
o dtkaz -Bolzano-Cauchyovy podminky (v témZe pojedndni) ztroskotal,
jeZto by vyZadoval teorii redlnych &isel, jeZ byla vytvoFena aZ o nekolik
desitileti pozdd&ji. Dnes ovSem postupujeme radéji obracené: napied dokazu-
jeme vétu o horni hranici a potom teprve podminku Bolzano-Cauchyovu.

17) P¥i poufiti této véty odkazuje Bolzano na svou rukopisnou ,,Lehre
von der Messbarkeit der Zahlen‘‘; ani JaSek ani Rychhk tam vSak tuto vétu
nenasdli. Zajimavo jest, jak pozna,menava Ryehllk Ze ani v tlsténych spisech
Bolzanovych tuto v&tu nelze nalézti, a je zndéma pod jménem ,,véta Bol-
zano-Weierstrassova‘‘.
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V nasledujicich paragrafech pojednava Bolzano o sloZenych
funkeich; v § 31 podava vétu o spojitosti sloZzenych funkei f(p(z));
a sice formuluje tuto vétu téZi pro jednostrannou spojitost. Pti
funkcich jen jednostranné spojitych ovSem mohou nastati velmi
slozité piipady; neni jasno, byl-li si Bolzano v8ech téchto moznosti
védom; véta i jeji dikaz jsou vSak spravné, posoudime-li jen trochu
shovivavé ponékud spletitou slovni formulaci.

V §§ 3¢—46 probira Bolzano nejjednodussi véty o spojitosti
funkei nékolika proménnych; tato ¢ast jeho dila je vSak zaloZena
na nespravné vété. Bolzano totiz definuje v § 38 spojitost funkce
f(x, y)1®) takto: f(x, y) je spojita v bodé (x,, ¥,), existuje-li kladné
¢islo 6 tak, ze 1. f(x, y, + k) je spojitou funkei proménné x v bodé z,,
je-li| k| < 9, 2. f(xg + A, y) je spojitou funkei proménné y v bodé
Yo je-li | B | < 6. V § 39 snazi se pak dokazati: Je-li f(x, y) spojita

v bodé x,, ¥,, jest ‘
lliil,f(x: y) = /‘(xo, Yo)- (3)
y=¥o
Tato véta jest ovSem nespravnd; existuji funkce f(z, y), jez jsou
spojité v x a téz spojité v y a jez plesto nespliiuji rovnici (3). Omyl
Bolzantv je prosté tento: plati

) f(@o + P, yo + k) — [(@0, Yo) = (%o + P, Yo) — f(%o: %0)) +
T (H@o + B Yo + ) — o + B, Yo).

Prvni zdvorka konverguje za naSich predpokladd k nule, kdyz
h - 0; rovnéz druha zavorka konverguje k nule, kdyz k - 0 pri
pevném h. Bolzano vSak prehlédl, Ze neni nijak zarudeno, Ze druha
zavorka konverguje k nule, kdyZ h, k soucasné konverguji k nule.
To spoé¢iva v tom, Ze spojitost funkece f(z, y) v proménné y nemusi
byt stejnomérna vzhledem k proménné . Je dosti podivuhodno, Ze
Bolzano zde déla touz chybu, pfed kterou v § 12 tak dirazné
varoval. To je tedy druhy zdvainy omyl Bolzantv; tdZz chybna
avaha vyskytuje se téZ u Cauchyho!®) a je zcela dobie moZno, Ze
Bolzano ji odtamtud bez hlubsiho rozboru pfevzal.

Velmi zajimavé jsou §§47—48. Jiz v § 29 Bolzano dokazal,
ze kazda funkce f(x), kterd je spojitd v (a. b), mé tuto vlastnost:

Viastnost (4). Je-li a <z, < xy < b, f(x) + f(x,), potom
‘funkce f(x) nabyvé v intervalu (z,, «,) viech hodnot, jez lezi mezi
f(zy) a ().

Bolzano klade si nyni otdzku: je vlastnost (4) snad charakte-
ristickd pro spojité funkce? a odpovidd zcela spravné: nikoliv;

18) Bolzano to provadi pro funkce n promé&nnych a p¥ihliZi také k jedno-
stranné spojitosti.

19) Cours d’Analyse, I¢re Partie, Chap. II, § 2. Dnesni definice spojitosti
funllg?;o né&kolika proménnych pochézi asi aZ z doby Weierstrassovy, okolo
r. .
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existuji dokonce funkce, jez maji vlastnost (4), nejsou v8ak v zad-
ném bodé spojité. Véta jisté podivuhodna na svou dobu, uvédomi-
me-li si, Ze jest& Lebesgue??) si stéZuje, Ze se v nékterych francouz-
skych 8kolach zavadi spojitost pomoci vlastnosti (4). Bolzano po-
kousi se také svij vyrok dokazati; k tomuto pokusu je v8ak obtizno
zaujmouti stanovisko, dokud nezndme presné Bolzanovu definici
funkce.?!)

V §§ 49—59 podava Bolzano velmi zajimavou teorii monoton-
. nich funkei. Abych étenafi na prikladé ukéazal precisnost Bolzanova
postupu, dovolim si zde struéné naznaditi obsah téchto paragrafi.

§ 49. Existuji funkce f(x), které bud pro v8echna x (nebo aspoii
pro vSechna z jistého otevieného intervalu) maji tuto vlastnost:
je-i x < @, je f(x;) < f(x,). Dikaz: funkee cz, (¢ > 0) md tuto
vlastnost, nebot z x; < z, plyne cx; < cx,. Obdobné pro ¢ < 0
dostavame funkei, pro kterou plati: je-li 2, < @,, je f(x;) > f(x,).

§ 50. Takovéto funkce budeme nazyvat rostoucimi (bud stéle
rostoucimi nebo rostoucimi v intervalu (a, b)) resp. klesajicimi.

§ 51. Neni-li f(x) rostouci v (a, b), musi existovat &isla u, p tak.
ie a S pu<p=b, f(u) = fle); a nékolik podobnych poznamek.

§ 52. U funkce rostouci ma f(x + k) — f(x) totéz znameni
jako k; naopak u klesajici.

§ 53. Funkce rostouci (klesajici) nabyva kazdé hodnoty nej-
vys&e jednou (s podrobnym diukazem).

§ 54. U rostouci funkce plyne z nerovnosti f(p) > f(1) nerov-
nost ¢ > u; naopak u klesajici funkce (s diikazem).

§ 55. Jestlize funkce f(x) ma v intervalu (a. b) vlastnost (d)
a existuji-li t¥i ¢isla e, u. 0, (@ < e < p < 0 < b) tak, Ze neni ani

fe) < f() < f(g) ani f(e) > f(x) > f(o), potom nabyvé f(a) né-
které ze svych hodnot aspoti dvakrate.

Dikaz: Kdyby dvé& z &isel f(g), f(r). f(o) byla stejnd, bylo by
tvrzenf jasné. Zbyva tedy vySetiiti ptipady 1. f(e) < f(u) > f(o).
2. f(e) > f(u) < flo)- Ad L: bud jest o) f(e) < f(o) < (1) mebo
B) f(e) < f(e) < f(u). V pi{padé 1a) jest f(g) mezi f(¢) a f(u), existuje
tedy (podle vlastnosti (A)) ¢éislo 4, (¢ < 4 < u) tak, Ze f(4) = f(0);

20) Lebesgue, Legons sur l'intégration (1904), str. 89.

~ ) Bereme-li totiz pojem funkce ve smyslu dnes obyklem (kazde hod-
notd « z jistého oboru odpovidé jedna jedind hodnota y), musime na Bolza-
ntv dakaz pohliZeti jako na zcela nezdafeny. Bolzano vBak v téchto
§§ 47—48 mneklade k slovu ,,Function‘ adjektivum ,einformig‘; je tedv
zcela dobfe moZno, %e Bolzano mysli téZ na jakési funkce ,smnohoznaéné‘
(viz mé poznédmky k Bolzanovu pojmu funkee); potom by se snad mohl (p¥i
dostatetném rozsifeni pojmu funkce) ditkaz Bolzantiv poklddati za spravny
(zcela nebo Castetnd); ale véta sama by oviem potom ztrdcela mnoho na
za]imavostl Bud tedy obsahuji §§ 47—48 velmi zajimavou vétu s nesprav-
nym ditkazem nebo- méng zajimavou v&tu se spravnym (asponi z &dasti) da-
kazem.
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jezto A % . je tim tvrzeni dokdzdno. Obdobné se diskutuji ostatni
piipady.

§ 56. Jestlize tedy funkce f(x) mé v intervalu (a, b) vlastnost
(4) a nabyva tam kazdé hodnoty nejvyse jednou, potom pro
a<e<p<p<b musi platiti bud f(e) < f(u) < f(¢) nebo
) > f(r) > f(e).**) '

§ 57. Obdobné pro vice ¢isel e <p < p <A <<v < ...

§ 58. Jestlize funkce f(x) md v intervalu (a, b) vlastnost (A4)
a nabyva tam kazdé hodnoty nejvyse jednou, je bud rostouci nebo
klesajici v (a, b).

Dikaz: Zvolme dvé &sla u, 0, (@ < pu <o <b); jest jisté
f(x) F f(o). Diskutujme tfeba piipad f(u) < f(); tvrdim, ze
v tomto piipadé je f(x) rostouci v (a,b). To znamend: budiz
a <z, < xy,<b; mam dokazati f(x;) < f(x,). Diskuse zavisi na
vzajemné poloze bodl x,, x,, u. o; Bolzano tuto diskusi tplné pro-
vadi.?®) Na pt.. je-i p < #; < p < @,, musi byti podle §57 bud
Hw) < () < f(e) < f(xs) nebo f(u) > f(z) > f(e) > f(xy); druhy
piipad je vSak vyloucen, jezto f(u) < f(o); tedy plati prvni seiie
nerovnosti, a tedy f(x;) < f(«,).

§ 59. JestliZe f(x), rostouci (nebo klesajici) v (@, b), mé v tomto
intervalu vlastnost (4). je f(x) spojita v (a, b). Podivuhodny (na
svou dobu) doplnék k §§ 47—48!

Dtikaz: Budiz tfeba f(x) rostouci a dokazujme spojitost zprava
v bodé x, (@ < 2y < b). Zvolme h, tak, Ze xy < z, + by < b; pak
jest f(xg + ko) — f(y) = D > 0. Budiz ddno &> 0 a -zvolme
w (0 <u<l) tak, zZe uD < e Potom je f(a,) < f(x,) + uD <
< f(xy + ko) a tedy podle vlastnosti(4) existuje Ay, (0 < by, < hy)
tak, Ze f(zy + k) = f(2,) + pD; tedy 0 < f(w, + b)) — f(%,) < e
a (jezto f(x) roste) tim spife 0 << f(xy + h) — f(x,) < epro 0 < b <
< hy. Obdivuhodné partie! Bolzantiv postup v §§ 49—59 je vskutku
bez nejmensiho kazu.

Od funkei monotonnich prechazi Bolzano k teorii relativnich
extrému. Piechod tvoii tato véta (§61): Je-li a < b <ec, a je-li
funkce f(x) 1. rostouci v (a, b) 2. klesajici v (b, c), 3. spojitda v bodé
b,24) potom existuje 6 > 0 tak, Ze f(b) > f(b + k) pro 0 < | h | < 6.
Nésleduje definice relativnich extrému (§ 62): f(x) méa relativni

22) Pozor! Dokézali jsme dosud jen, Z%e pro kaidou takovou trojici
disel €, u, o plati jeden ze vztahl f(e) < f(u) < f(o); f(e) > f(n) > f(o); dosud
jsme v8ak nedokdzali, Ze pro wvdechny takové trojice e, u, o plati tentyz
z obou vztaht; kdybychom uZ to méli dokézéno, byla by f(x) zfejmé bud
rostouci nebo klesajici v (a, b). To je skuteéns pravda, ale bude to dokézéno
az v § 58. :

3) V diskusi jsou malé ndhodné p¥ehlédnuti.

24) Bolzano pravi ,,um den Wert b herum stetig*; pouZivé vSak pfi
dtikazu jenom spojitosti v bod8 b, nikoliv v okolt bodu b. Diikaz, v jadfe
spravny, neni zcela dokonale proveden.

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky. Roénik LX. ' 17
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maximum v bodé b, existuje-li éislo 6 > 0 tak. Ze f(x) < f(b) pro
0 < |z—b| < §; obdobné pro relativni minimum. Bolzano defi-
nuje také jednostranné extrémy. Na pi. relativni maximum zprava
v bodé b nastivéa podle jeho definice tehdy, jestlize pfedné f(b +
+ k) < f(b) pro dosti mald kladna % a jestlize za druhé f(b — h)
bud' neexistuje nebo je rovno f(b) pro dosti mala kladna k. K teto
" ne dosti vhodné definici jednostrannych extrému byl Bolzano veden
svou nespravnou pfedstavou o rozdéleni kofent rovnice f(x) = M.
spoéfvajici na nespravném § 18. Vliv tohoto § 18 jevi se pak v dal-
8fm vybudovani teorie maxim a minim nékolika nespravnyml véta-
mi a duka,zy Presto viak odstavce témto otdzkdm vénované obsa-
huji mnoho zajimavych jednotlivosti; o nékterych se bliZe zminim.
Piedevsim zabyva se Bolzano dosti ob8irné funkcemi; jez vykazuji
,»,hekoneéné mnoho oscilaci‘‘ (§§ 65—75). Tak ukazuje v § 65 (kon-
struovanim vhodného ptikladu), Ze lze sestrojiti funkei f(x), spoji-
tou v (a, b), jez ma tuto vlastnost: existuji dvé é&isla m, M a po-
sloupnost z;, z,, 25, . . ., (6 < 2, < 2, < 23 < ... << b) tak, Ze

m < M) f(xm 1) = M, f xm) = m. (4)

V § 69 ukazuje Bolzano, Ze funkce f(z). majici tyto Vlastnostl
nemiiZe byti spojitd v uzavieném intervalu <a, b>. Piiklad v § 65
poskytuje zdroveti piiklad funkce spojité v (@, b), jez ma tuto
vlastnost: existuje &islo u (tfeba p = i(m + M)) a posloupnost
Ty, Xy, Xy, .., (B < 1) < Xy < X3 < ... <) tak, Ze

. . H@en—a) > . f(2020) < . (5)
Vlastnost (5) iikd oviem méné nez vlastnost (4) a Bolzano ukazuje
v § 70 (na rozdil od vlastnosti (A4)), Ze i funkce spojita v uzavieném
‘intervalu ' <a, b miZe miti vlastnost (5.) Tento rozdil mezi vlast-
nosti (4) a (5) spoéiva, jak Bolzano spravné podotyka, v tom, Ze
'— zhruba Feéeno — nerovnosti (5) nevyluduji jedté existenci limity
lim f(xn) kdeZto nerovnosti (4) ji- vyluduji. Bolzano uvadi jesté

nékohk véei podobného razu; bylo by snad 7bytecno abych jimi
étenafe rozptyloval. Musim viak poznamenati, Ze jsem se nezminil
dosud o §63, §64, §68. Z nich §63 a §68 obsahuji nespravné
vysledky, spotivajici na nespravném § 18. V § 64 dokazuje Bolzano,
Ze pro funkei, spojitou v <a, b> a rostouci v (a, b) plati f(a) < f(c) <
- < f(b) pro @ < ¢ < b. Diukaz provadi Bolzano takto: zvolme & tak,
e a < a + h < c; potom je fla + k) < f(c), hm f(a + h) = f(a);

-z toho pry plyne f(a) <-f(c). Pfi obecné funkei ovsem bychom sméli
-usuzovati pouze f(a) < f(c); pii rostouci funkci je tsudek spravny.
Bolzano v8ak pfi tomto limitnfm pfechodu monotonii funkee f(x)

. %) Tuto podminku za,pomnél Bolzano vyslovwl, a¢ ji mél zfejmé na
mysli, :
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nezdiraziiuje — zd4 se tedy, Ze se zde dopustil omylu. Je§té musim
poznamenati, Ze slovni formulace nenf v §§ 64—74 vSude zcela
dokonalé; zfejmé jde vSak jen o jazykové obtiZe, nikoliv o omyly
& skutedna piehlédnuti.
_ Jiz v téchto odstaveich (§§ 65, 70, 73) sestropl Bolzano n&kolik
pozoruhodnych pfiklada funkei, ]epchz (ohrani¢eny) definién{ obor
nelze rozdéliti na konedény podet intervalt monotonie; nejvelko-
lep&jii piiklad toho druhu podiva viak Bolzano v § 75; sestrojuje
totiz funkei f(x), spojitou v <a, b>, jeZ nenf monotonn{ v Z4dném
Tastedném intervalu. (Pozdé]1(2 Abschnitt, § 19) ukazuje Bolzano,
%e body, v nichZ f(x) nem4 derivaci, leZ{ viude husté v intervalu
<a, b> .*%) Jiz to, Ze Bolzana vibec napadlo, Ze by takova funkce
mohla existovati, zasluhuje obdivu; tim véts§tho obdivu zasluhuje,
Ze-se mu podaiilo takovou funkci skutedn& sestrojiti. Tato funkce
je slavnd t. zv. ,,funkce Bolzanova‘‘. Je dostateéné zndma z htera-
tury, takZe mohu postupovati stru¢né.
Bolzano . definuje v intervalu <a, b> posloupnost spojitych

funkei .
. fl(x)’ fz(x) fs(x), e ’ (6)

_pii tom éara y = fa(x) je lomend &ira, sloZend z koneéného poétu
usetek (tento podet roste soudasné s # do nekoneéna) Body, v nichz
se stifda stoupani funkce f(x) s klesdnim (to muZe patrné nastati
jen v rozich té lomené cary) vypliuji, je-li » dosti velké, interval
<a, by tak husté, jak si prejeme (to znamena: ke kazdému e>0
existuje n, tak, Ze funkce f,(x) neni monotonni v Zddném intervalu
délky &; je-li » > n,). Mimo to vSechny rohy &ary y = fu(x) leZi
- také na vSech dardch nésledujicich y = fu(z), (m > n). Je jasno:

existuje-li limita v o '
- limf(e) =f(2), (D

potom nenf f(z) monotonn{ v Zidném &asteném intervaluz <a, b>;
nebot’ ve vSech rozich &iry y = fu(z), (n = 1, 2,...) jest zfejmé.
F(®) = falx)??) & ony rohy éary y = fa(x), v nich¥ se stoupani stiidd
s klesdnim, lez{ p¥i dosti velkém n tak husté v intervalu <a, b5, jak
si pfejeme. AZ sem je Bolzanuv postup (jej ]sem tmysiné trochu
- piehdzel) sprévny. Zbyvé jen jesté dokézati, Ze limita (7) existuje
a Ze jest spojitou funkcixv intervalu <a, b> . Existenci této limity

' ) Vime dnes, Ze' tato funkce nemé derivaci vilbec v ¥4dném bod$;
viz: JaSek, O funkei Bolzanovs, Casopls 51 (1922), str. 69—176; JaSek, Aus )

déem ha.ndschrxftlxchen Nachlass B. Bolzanos, Vé&stnik krél. & spol. na.uk
.1920-21; Rychlik, Uber eine Funktion aus Bolzanos handschnfthchem
Nachlasse, Véstntk krél. &. spol. nauk, 1921-22; Jarnik O funkei Bolza.nové .
Casopis 51 (1922), str. 248—264. . :
27) 'Nebot pro tyto body jest fm(a:) = fn(x) pro m > na tedy e j(:c)

= hm fm(w) = f,,(z)

17",_‘..
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v

dokazuje Bolzano v celku spravné, totiz v podstaté na zdklads
Cauchy-Bolzanovy podminky.28) Za to pii dikazu spojitostt funkce
f(z) dopousti se Bolzano podstatné chyby. Usuzuje totiz prosté
takto: funkce f(z) je limitou funkei spojitych; a konvergentni po-
sloupnost spojitych funkci md vidy za limitu funkct spojitou. Posledni
véta je ovSem nespravna; je vSak spravna, pozadujeme-li na pf.
stejnomérnou konvergenci. Bolzano zde uéinil obdobnou chybu jako
v §39; prehlédl totiz nutnost pozadavku stejnomérnosti (nebo
nééeho podobného).2?) Opét je to v podstaté onen omyl, pied nimz
varoval v § 12. To je tedy treti zdvainy omyl Bolzanuv; taZz chyba
vyskytuje se ostatné i u Cauchyho.3?)

§ 76—78 obsahuji nékolik vét o stiidani maxim a minim, jsou
viak vydatné zatiZeny nespravnym § 18.

Ve zbytku 1. oddilu zabyvé se Bolzano nespojitymi funkcemi;
toto téma vyzadovalo by v8ak k dokonalému zpracovani hlubsich
znalosti z teorie mnoZstvi a neni tedy divu, podava-li zde Bolzano
tvahy malo uspokojivé. V § 79 vyslovuje Bolzano nespravnou vétu,
7e existuji funkce rostouci, jez v zZadném bodé nejsou spojité.
V §§ 80—81 vyslovuje Bolzano opét nespravnou vétu, tykajici se
existence limit zprava a zleva u jistého typu nespojitych funkei.
Dikazy v §§ 79—80 jsou nejen nespravné, nybrz i formalné tak
nedokonalé, Ze pusobi dojmem pouhého naértku. V poslednim § 82
vyslovuje Bolzano véty celkem spravné: existuje funkce rostouci
v <a, b> %) jez jest nespojita pouze v isolovanych bodech intervalu
(@, b), jichZ je nekoneéné mnoho. Soudet ,,skokd‘‘ u takové funkce
musi tvoriti fadu konvergentni; tato podminka odpada, jestlize
nepofadujeme monotonii. Dikaz jest v jadru spravny, v jednotli-
-vostech misty ne zcela dokonaly.

Zde kondi 1. oddil; ohlédnéme se jesté jednou po ném! Co prede-
v&fm upouta nasi pozornost v dile Bolzanové, jest jeho ryze moderni,
aritmetisujici stanovisko. Bolzano zcela plné poznal nepfipustnost

28) O této.podmince viz poznamku %) pod &éarou.

29) P¥i dtikazu konvergence posloupnosti (4) odvodil Bolzano pro rozdil
[ f(x) — f,(x) | odhad nezdwisly na x, takie stejnomérnost té konvergence
vlastné implicite dokézal; ha zéklad$ tohoto odhadu byl by mohl spojitost
funkce f(x) dokézati pfimo na n&kolika Fadcich. PovaZuji vSak za jisté, Ze si
Bolzano tuto okolnost neuvédomil; jednak byl by jinak na véc tak-duleZitou
jist& upozornil, jednak dopustil se téZe chyby uz v § 39.

30) Cours d’Analyse, I¢me Partie, Chap. VI, § 1. Prvni, kdo upozornil
na nespravnost této véty a ve specielnim pFipad® sprdvnou uvahu provedl,
byl asi Abel (1826 v slavném. pojednéni o binomické Fadg). Obecnd véta
»,stejnomérné konvergentni posloupnost funkei spojitych mé za limitu funkei
spojitou*‘ pochézi asi z let 1847—48. TéZ Cauchy dodateén& poznal svij
omyl a dokézal tuto v&tu (1853). Srovnej ¢ldnek Pringsheimiiv, Grund-
lagenl%ez allgemeinen Functionenlehre, Enzyklop. der math. Wissenschaf-
ten, 1. :

31) P¥edpoklady v koncovych bodech nejsou dosti jasné vysloveny.
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t. zv. ,,ndzoru” v matematickych dikazech a také ]e] ze- svych
uvah s-obdivuhodnou diislednosti a zdarem (uvazme, Ze 8lo vlastné
o prvni systematicky a zcela dusledny pokus toho druhu) vymytil.32)
Jiz jeho definice spojitosti v §2 zasluhuje uznani tim, Ze misto
dosavadni spojitosti v intervalu (Cauchy) zavadi spojitost v bodé;
jak pIné si byl védom vyznamu této zmény, je patrno z toho, Ze
konstruuje v § 10 funkei, spojitou v jediném bodé. Dal$i vybudovani
teorie spojitosti funkei jedné proménné obsahuje Siroké partie,
.. v nichZ neni jediného kazu; vzpomeiime jen na §§ 19—30 (kde jsou
bezvadné dokidzany zadkladni véty o spojitych funkeich); nebo
vzpomelime na neobyéejné krasnou teorii monotonnich funkei -
(§§ 49—59); nebo zastavme se u §§ 65—75, v nichZz Bolzano tak
dikladné rozebira mozZnosti, jeZ mohou nastati u funkei s nekoneéné
mnoha oscilacemi. Jiz jediny piiklad z § 756 (Bolzanova funkce) staéi,
abychom si vytvofili vysoké minéni o Bolzanovu nadéni pro za-
kladni otazky matematické analysy; nevim vSak, nemame-li si
Jedté vySe nad tuto osliiujici jednotlivost ceniti dokonalé vystavby
celku, na p¥. v §§ 19—30, 49—59.33)

Stejné jako ve velkych obrysech, jevi se i v podrobnostech
obdivuhodny smysl Bolzantiv pro ¢istotu metody; zvldsté zietelng
jevi se to v pifkladech, na nichZz ukazuje rizné mozZnosti, jez se
mohou vyskytovati u spojitych funkef. Vezméme na pi. § 65,
v némz Bolzano konstruuje funkei spojitou v intervalu 0 < « < 1,34)
. jeZ nabyva nekoneén& mnohokrate ,,stfidavé hodnot 0 a }. Bol-
zano sestrojuje tu funkei takto:

f(O) = O’f(}')'_‘?s f(l’) = O,f%‘) z’ f( %) = 0 f( %’;- oo

1 1
pro 1—?£x£1 2n+1’(

n =A0, 1, 2,.. .) budiz f(x) line-
arnf. V §66 poznamenava Bolzano: také na pi. funkce g(x) =
= sin log (1 — ) m4 obdobné vlastnosti. Bolzano byl si jisté dobte
védom toho, Ze funkce sin log (1 — x) by neméla Zidouci prikaz-
nosti, jeZto v této knize nebyly funkce sin z, log  nikde fidné
definoviny; proto napted konstruuje (zpusobem tehdy jisté dosti
neobvyklym) funkei f(#) a jen mimochodem uvadi funkm 9(x);
obdobné piiklady najdeme v §§ 70 a 71.

'O Bolzanové pedlivosti. pfi definicich a o tom, jak ]asné si
) uvedomu1e dosah jednotlivych ptedpokladd, jsme se zminili na
- ptisluinych mistech. Vid&li jsme téz, jak petlivé zkoumé Bolzano

82) Toto' stanovisko Bolzanovo souvist jisté tzce s Jeho fllosoflckyrm
mnazory o podstatd a metoddch matematiky; viz na p¥. vyrazny citét, uve-
deny v Petrové pfedmluv® na str. XI.—XIIL. .

' 38) V&imnéme si v-téchto partiich na p¥. toho, ]ak plné si Bolzano
uvédomuje vliv otevienosti a uzavienosti intervalu! .
’ 34) Bod = = 0 jsem phdal pro zjednoduséni.
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viechny moznosti, jeZ se pfi spojitosti a nesp0]1tost1 funkei mohou
vyskytovati; s tim souvisf fada existendnich vét, doloZenych pii-
klady (hlavné na pf. v §§ 65—75). Také pii definicich vyskytuji se
u Bolzana takové existenéni _véty; na pf. diive nez definuje funkei
rostouci, ukéZe na piikladé, Ze existuji funkce, jeZ vlastnost v defi-
nici vytéenou vskutku maji.
" Vedle t&chto kladnych hodnot Bolzanova dila setkali jsme se
. v8ak i s nékolika omyly; vyluéme ze svych ivah nejasné §§ 47—48,
- mélo zdvaZny § 64 a posledn{ odstavce (hlavné §§ 79—S81), v nichz _
Bolzano se pustil do problému pro né% doba jesté naprosto nebyla
zrald; potom zbyvaji ndm v podstaté jen tn zavainé omyly:
v §§ 18, 39, 75.
: Chyba v § 18 piisobi do;mem nahodneho ochabnuti Bolzanova,
divtipu; jest oviem s podivem, Ze Bolzano si dodatedné nesprav-
nost tohoto odstavce neuvédomil, zvlasté kdyz sestronl funkei
(§70 a 2. oddil, § 26), kters tuto nesprivnost zfejmé ukazuje.
Druhy a ttetf omyl (§ 39 a § 75) maji spoleény zaklad: totiz
. nevytéeni pozadavku stejnomérnosti; v §39 postradime v pied-
. pokladech stejnomérnost spojitosti, v § 75 schdz{ v dikazu stejno-
mérnost konvergence. Vidéli jsme také, Ze chyby v § 39 a § 75 jsou
podobného rézu jako chybné.‘ﬁvaha, pred niz Bolzano v § 12 sam
tak dirazné varuje (Vlz téz § 13); uvidime jeSté dale (2. oddil,
§ 27), jak si jeSt& v jiném problému vyznam stejnomérnosti (nebo
n&jakého podobného pojmu) uvédomil. Bolzano si tedy misty
- potfebnost néjakého pojmu toho druhu uvédomil, nepodafilo se mu '
 vSak tento pojem vhodné formulovati; proto na téch mistech, kde.
" vytykd nespravnost nékterych tvah, jez bez zdivodnéni postupuji
* tak, jakoby uvaZovand spojitost byla stejnomérna; vyjadiuje se.
Bolzano celkem spravné (viz zvIaSt& § 12); naopak nd mistech, kde
by mél stejnomérnosti bud vyuiiti nebo ji pfedpokladati (§ 39, .
" §76, 2. oddfl, § 27 a jinde), bud" se nezhostil svého tikolu s plnym
- zdarem nebo na . ~vyznam . stejnomérnosti vibec zapomnél Je
- myslitelno, kdyby byl Bolzano mohl si porozpravéti o svych pra-
cich s interesovanym kolegou nebo s chipavym Zikem, Ze by byl
" ‘tyto omyly bud sé.m nebo s jejich pomoci poznal. Je oviem otdzka,
zda by byl za své nesprévné vahy nasel vhodné néhrady (hlavn&
u_§ 39 — spojitost funkef n&kolika proménnych — je to pochybnos
“dtkaz spojitosti Bolzanovy funkce v § 75 byl by mohl snadno pro-
. ‘véstl piimo, bez okliky pres obecné véty o stejnomérné konvergenci).
" ~Povaiujeme-li tedy- § 18 za nahodny omyl (jenZ bohuzel -
.~ zkazil i n&kolik pozdé]éfch odstavcu), vidime, Ze jedinym podsta,t-' ,

C i"'nym nedostatkem tohoto 1. oddflu jsou omyly, vztahujicf se k pojmu

‘. stejnom&rnosti. Tyto omyly jednak zptsobily jistou nedokonalost

B v ~diskusi Bolza.novy funkce (§75), predevifm vSak znemoZnily -

Bolz.anow spra.vne vybudovani teorie. spontych funkci nékohka. )
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proménnych (vlivem §39). Za to teorie spojitosti funkei jedné
proménné — i kdyZ vynechdme vSechny nespravné odstavce —
- jest vybudovéna u Bolzana s tplnost{ vskutku obdivuhodnou.3)

Bolzano byl si jisté védom revoludéni novosti svého dila; za-
jimavé je v tomto ohledu jedno misto z Uvodu (Einleitung, § 2);
odstavec je vécné malo zajimavy, tim zajimavéjsf je psychologicky.
Bolzano pravi v n&ém asi toto: Funkee, jez lze vyjadriti jedinym
piedpisem, platnym pro vSechna z, budeme nazyvati funkcemi
1. druhu (na pf. f(z) = 30x 4 5 nebo f(z) = sin z atd.); funkce, -
u nichZ to neni mozno, budem nazyvati funkcemi 2. druhu (na p¥.
flek) =xzprox <1, () =2prol < x< 2, f(x) = % pro z > 2).
Je pochopitelné velmi dilezito rozeznavati, zda funkce o kterou jde,
je prvniho &i druhého druhu. A na konci § 2 pravi Bolzano: budeme
se zabyvati ne sice vyhradné, ale piesto vétSinou jen funkcemi
prvniho druhu. K tomu bych poznamenal: 1. Z celého 1. oddflu je
patrno, Ze rozdil mezi funkcemi 1. a 2. druhu nemé pro Bolzanovy
uvahy vibec dileZitosti. 2. Zmiliuje-li se Bolzano nékde v dal$im
o funkeich 1. a 2. druhu, ¢inf to jen proto, aby zduraznil, Ze jeho
tvahy plati jak pro funkce 1. druhu tak pro funkce 2. druhu.
3. Zd4 se mi pochybno, Ze' by se Bolzano, tak nidroény ve svych
definicich, byl mohl spokojiti s pojmy tak Spatné vymezenymi,
jako jsou ,funkce 1. a 2. druhu®. SpiSe se mi zd4,3®) Ze cely tento
odstavec je znamkou rozpaki, jez Bolzano pocitoval, vida novost
svych probléma a metod; na §tésti viak Bolzano, jak se zd4, brzo
na, tyto rozpaky zapomnél a vytvoril tak dflo skuteéné nové, origi-
nalni, prikopnické a v mnohych &istech bezvadné.

Zweiter Absc}’initt. Abgeleitete Functionen.

'~ Tento oddil, jak jiz z nadpisu ziejmo, pojednavé o zékladech
diferencidlniho poétu. Zékladnf stanovisko Bolzanovo je stejné
jako v prvnim oddilu; podstatny je viak rozdil v provedeni. Kdezto
v prvnim oddilu, jak jsme vidéli, zhostil se Bolzano svého tkolu
vétsinou s obdivuhodnym zdarem, nalézdme v druhém oddflu

%) Zminil jsem se hned na poditku o tom, Ze Bolzano nebyl mate-
maticky rutinér. Na méng-zdvaZnych mistech objevuji se proto u ného

ndkdy pFehlédnutf{ a¥ nepochopitelnd naivnf. Nemluvil jsem o nich, je%to. )
pro celek nemaji vyznamu; uvddim viak spofi dva. takové piiklady na

. ~ . 1
ukézku: v § 35 tvrdi Bolzano, Ze funkce a* 4 i _{_ + ! + +

y 2—y
+ 4__ + ... je spojitou funkef # prokaZdé y, vyjma pro y = 1, 2,3,
. 4,...; v oddilu 2, §12 pravi: e ze spojitosti funkce neplyne existence

3—y

) deﬁVace, vidime na funkei i = proz.~1.. .~ ‘ .
" 3) Je to oviem jeh.mﬁjbosobni dojem; bylo by t¥éba historika, kdyby
~ se m¥l nalézti pravy vyznam tohoto odstavce v dile Bolzanovs, . - .
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pestrou smésici spravnych avah i zévainych omyli. Je to zcela
pochopitelno, nebot diikkazy, o néz se Bolzano zde pokousi, jsou
vétsinou podstatné slozitéjsi, nez v prvnim oddilu; jejich dokonalé
provedeni bylo by vyZadovalo — vedle hlubokého a kritického
ducha — téZ znaéné ,,femeslné‘ zruénosti a poznamenali jsme jiz,
%e Bolzano velky rutinér nebyl ostatng je téZko pozadovati od
- nékoho rutinu v oboru, jejZ musil sdm naméhavé od prvnich po-
¢atka stavéti.3’) Témito pozndmkami nechei se nikterak nesetrns
dotykati obdivuhodného dila Bolzanova: stejné jako prvni oddil
jest i druhy oddfl dilem prukopnickym a svrchované vyznam-
nym; Bolzano ukazuje v ném, na jakych zikladech jest nutno
" vybudovati diferencidlni podet a jakymi metodami ma se toto
vybudovani provésti. Zakladni hledisko, definice, stanovisko p¥i-
- diikazech jsou vhodné a bez kazu; pouze provedeni — misty pFili§ .
obtizné — na &etnych mistech se nezdafilo. Z tohoto divodu ne-
budu zde tento oddil probirati odstavec za odstavcem; dostali
bychom tak pouze nepiehlednou smés posudki kladnych a zdpor-
. nych, propletenych sledovanim vzdjemného vlivu jednotlivych
omyli a nejasnosti. Také se necitim k tomuto sloZitému tkolu
kompetentnim: dukazy, v nichZ je zdravd myslenka, jez vSak
-obsahuji kazy, nejsou proto jesté bezcenné; jejich cenu jest viak
mozno odhadnouti pouze relativné, vzhledem k dobs a k pomé-
rim, v nichz vznikly — k tomuto tdkolu jest.vS8ak povolan pouze
hlstorlk matematlky Omezim se proto na néktera mista, jeZz se
mi zdaji byti zvlasté zajimavi. Ctens¥ ostatné si mohl  udiniti

" apln&jsi predstavu o postupu Bolzanovy price z referdtu o prvnim’
oddflu.

0ddil druhy ]est opét rozdélen na paragrafy (§§ 1—99). De-
finice derivace ]est obsaZena.v §2, kde Bolzano opét “definuje
(podobn& jako pfi spojitosti) nejenom oboustrannou derivaci,
nybri i derivaci zprava a zleva. Diskutuje déle obsirng dusledky
této definice; tak v § 12 ukazuje: mé-li funkce f(x) v bodé z, na
. pi. derivaci 2prava, jest f(z) v bod& z, spojitd zprava.’8) Tuto
vétu nelze v8ak obratiti: funkce spojitdé v bod& z, nemusi miti
v bod® x, derivaci. V § 19 ukazuje dokonce Bolzano, Ze body,
" .v nichZ spojitd ,,funkce Bolzanova‘ (sestrojend v 1. oddﬂu §75)
" nem4 derivaci (oboustrannou), tvofi mnoZstvi viude husté v inter-’
" valu <a, b>. Daldi vyklady o diferencidlnim podtu obsahuji mnoho
zajimavych jednotlivosti; jak jsem vSak fekl, nebudu se jimi po-
drobn&-zabyvati. Uvddim pouze — jako piiklad — nasledujici

- 37) Ve sloiltéjélch uvahé.ch jists Bolzanovi velmi vadil nedostatek
vhodné symboliky a terminologie (na (‘i pf. ani pro absolutni hodnotu nezavadi
. Bolzano zvléstni znalky, nybrZ vidy v textu zvlast pozna.menévé %e jde
" ‘o absolutni hodnotu).

: ") Bolzano mluvi (temél‘ vidy) jen o vlastni (t. j. konecné) derivaci.

R
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drobnost z teorie relativnich extrému (§§ 76—77): Pro funkei f(z)
mohou v bodé x, nastati tyto piipady: 1. f(x) m4 v bodé z, deri-
vaci zprava i zleva, 2. f(x) nemad v bodé x, bud derivaci zprava
nebo zleva (nebo obé). V piipadé 1. jsou moZny tyto piipady:
la) obé derivace (zprava i zleva) maji totéZz znameni, 1b) maji -
opaéné znameni, 1c) asponl jedna z nich se rovnéd nule. A Bolzano
ukazuje: v piipadé 1a) nemuze nastati extrém, v pfipadé 1b) musi
nastati extrém, v pfipadé lc) a v piipadé 2. muZe, ale nemusi
nastati extrém. :

Nas bude hlavné zajimati, jak se Bolzano stavi k zdkladnim
vétam diferencialniho poétu: k vété o stiedni hodnoté a k vété
Tayloroveé. '

Vétu o stfedni hodnoté dokazujeme a vyslovujeme dnes
takto: napfed se dokaze véta Rolleova a z ni se jednoduchou
transformaci obdrzi véta o stfedni hodnoté, kterd zni takto:
" f(x) necht je spojitda v <a,b> a necht ma derivaci v (a, b);3?)

. potom existuje &islo ¢ (@ < ¢ < b) tak, Ze

f6) — fa) = (b —a) f'(c).) |
Dikaz Bolzaniv probihd podstatné jinak; jest podobny di-
kazu Cauchyovu,*) li&i se vSak od ného v jednom dilezitém bodé.
Dukaz Cauchytiv probiha asi takto: predpokladejme, ze f(x) je
spojitd a ma spojitou derivaci-v <a, b>. JeZto

h=0 )
lze k libovolnému kladnému éislu e zvoliti kladné &islo O tak, Ze

’l ot D=l ) <

pro viechna x intervalu <a,b> a pro viechna h, pro nés 0 <<|h| < 4.
Usudek, obsaZeny v této vété, je oviem nespravny; Cauchy v ném
totiz vlastné tvrdi, Ze konvergence vyrazu A1 (f(x + h) — f(x)) .
k funkei f'(z) je stejnomérnd; to je sice pravda (kdyz f'(x) je spo-
jitd), ale neni to samozifejmé. jest tifeba tuto stejnomérnost do-
kézati4?) Dalsi postup dikazu jest celkem spravny a probihd
asi takto: K &islu ¢ > 0 najdéme &islo 6 > 0 tak, jak bylo svrchu
vytéeno a rozdélme interval <a, b) délicimi body z,, x,, X, . . ., Zn,
(@=2y < ;<< ...<xp = b) tak, %e x;— x;_; < 6. Budiz 4

39) Tato derivace smi byti i nevlastni. :

40) Dnesni forma dtkazu pfipisuje se Bonnetovi.

4) Résumé des lecons sur le calcul infinitésimal, 7éme lecon.

) Cauchy zavadi pfedpoklad o spojitosti derivace aZz o néco pozdéji,
tak?e vlastn® 1 jeho tvrzeni je nespravné; podobn& nemé vlastné pozdéji
‘prava mluviti o nejvétsi a nejmensi hodnoté funkee f/(x).
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nejmensi a B nejvét&i hodnota funkce f(x) v intervalu <a, b ;
potom jest

A—exflag)—e<IETIOD pp 4By

Xy — Xi—y
a tedy
(A4 —e) (@ — 2iy) < f(®) — H(@iy) < (B + &) (20 — @iy);
seétu tyto mnerovnosti pro 1 =1, 2, 3,...,n a dostanu

(A—e)(b—a) <[(b) — f(a) < (B +¢) (b—a)
a tedy — jezto & > 0 je libovolné — ' '
A(b —a) < f(b) — f(a) < B(b —a),
() —fla) = M(b —a) (kde 4 < M < B).
Jezto 4 a B jsou hodnoty spojité funkce f'(z) a jezto A< M < B,
musf existovati ¢ takové (@ < c<b), Ze f(x) = M a tedy
f6) —fl@) = (b—a)f(c) (@<c<b).

Bolzano piejima (§§ 28, 29) v podstaté tento Cauchyiav du-
kaz; uvédomil si vSak Cauchyiv omyl a snaZi se jej v § 27 od-
stranit. Ukolem tohoto §27 byl tedy vlastnd dikaz oné stejno-
mérné konvergence, t. j. dikaz této véty:

Véta A. Jsou-li f(x) a f(x) spojité v <a, b>,*%) potom lze
ke kaZdému & > 0 nalézti 6 > 0 tak, Ze plati

fz + b)) —f)
h

f@)|<e, (2)

jakmile jest a < x<b, a<x+h<b, 0<|h|<L 4.

Této véty Bolzano skuteéné dale v § 28 uziva; v § 27 vyslo-
vuje v8ak Bolzano misto toho vétu, jejiz slovné znéni jest velmi
sloZité a pon&kud nejasné; je mozno Bolzanové formulaci rozuméti
tak, %e chtél vysloviti vétu A; téZ vSak jest mo¥no vétu z § 27
interpretovati takto:

V&ta B. Jsou-li f(x) a f(x) spojité v <a,b>,*3) potom Ize
ke kaZdému ¢ > 0 nalézti 6 > 0 tak, Ze ke kazdému z (¢ < x < b)
existuje aspoil jedno &fslo » — pii demZ |h|= 0 — tak, Ze

H=z + k) — f(x)
h

—f@)|<e (@<a+h<b)
Véta B pravi ziejmé méﬁé nez véta 4; nebot véta A zaruduje
mnerovnost (2) pro vdechna | h| < §,%) kdezto véta B zaruduje ne-

43) V bodech u, b predpokladé Bolzano pouze jednostrannou derivaci.
4) Tedy i pro |h{ = 4. _
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rovnost (2) po prip pouze pro jediné ]h| =4, pti dem% toto &
muZe byti dokonce jestd zavislé na z. Bolzantv dukaz v §27
(interpretujeme-li nékteré drobné nejasnosti v Bolzaniv prospéch)
dokazuje celkem spravng vétu B, nikoliv viak vétu 4. Rozhodn&
" nenf tedy Bolzantv dikaz véty o stiedni hodnoté zcela spravny:
* interpretujeme-li v&tu z § 27 jako vétu A, neni 8prévny dikaz
v §27; mterpretu]eme-h ]1 Jako vétu B, nent spravny § 28, jeito
* Bolzano v ném pak uZiva véty A. Presto vzbuzuje Bolzantv
pokus v § 27 dctu; opét zde mdame pifpad, kdy Bolzano narazil
na ,,ste]nomernost“ a kdy poznal, Ze né&jakého pojmu toho druhu
by bylo treba, méli jsme oviem téZi piileZitost seznati (1. oddil,
§ 39 a § 75), Ze v jinych pfipadech Bolzano potrebnost takovychto
avah prosté prehlédl. Bolzaniv dikaz v § 27 je nepfimy; dovolim
si jej zde (formalné upraveny) pro jeho zajimavost reprodukovati.
Necht pro funkei f(x) plati predpoklady vé&ty B, nikoliv viak
jeji tvrzeni. Potom tedy existuje éfslo e>0 a posloupnost Zy,.
Ty, Xy, . . . tak, Ze

f(@n + h) — f(2a)
h .

— f'(2n)

=& : (2
pro vSechna |4 | g%.“) Budiz & hroma,dhy bod posloupndsti

y, %y, . .. Zvolme 6 #+ 0 tak, %e
{f(f + ) — f(é')

I(E)‘<

A predpokladu spojitosti plyne existence &fsla 7 > 0 takového, ze-
x4+ 0 z ,
fiz 4 ) — @ o

<e

projé—ux| <. Zvohe-ntak,ie%glél a Ze [E—Vx,.l'<77;

potom jest
: : f(@n + 5) f(xn)

— 1@ | <

' a_,ékoliv | 6| _2_———, cot dévs spor's (2). “)

~ Pres obdwuhodné @sili Bolzanovo neni jeho dikaz véty .
o stfednf hodnoté — jak jsme jiZ podotkh — zcela bezvadny, ale:

4%) Pro strudnost nevypisuji nerovnosti, jok pravi %o nesmim opustxt :
interval <a, b) — &tené¥ je snadna doplni.
<~ %) Tento diikaz — a to jeSté ve formd méné uspokopvé — za.upmé
. u Bolzana pFes 2 tiskové stra.ny, novy pﬁklad pro to, 8 jakyxm potiieml
muml Bolzano zépaem - _ , _

-
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' také znéni.této véty nenf zcela uspokojivé. Véta o stiedni hodnot&
je vyjadiena rovnicf

f(6) — f(a) = (b—a)f(0),
pii demz f(x) je spojitd v <a, b> a f'(x) existuje v (a, b); ¢ je vhodné
<islo intervalwe (a, b). Proti tomuto modernimu znéni pfredpoklada
. Bolzano nad to spojitost derivace a existenci derivace v konco-
vych bodech (tento predpoklad snazi se Bolzano odstraniti v § 31, -
ale dikaz je nespravny); nejvétdi zavadou viak jest, Ze misto
mnerovnosti @ < ¢ < b dostava pouze a < ¢ < b. To se jevi rulivé
na pf. v § 80 (relativni extrémy). BudiZ na p¥. f'(x,) = 0, f'(z,) > 0
a budiz f"(x) spojité- v okoli bodu z, Potom nastivid v bod& z,
relativni minimum, coZz muZeme (na zédkladé dne$niho znéni véty
o stfedni hodnot&) dokazati takto: Je-li | 2 | dosti malé, & 3 0, jest

1@ + h) — f(xo) = hf' (2o + Fh) (0 <& < 1);
f' (2o + Dh) = h[f (2 + Fh) — ['(2)]=
= 0h%" (g + 99'R) >0 (0 <& <1).
~ Stejnd usuzuje Bolzano; nemé viak k tomu priva, jeito z jeho
znéni véty o stredni hodnot& plyne pouze 0 <9< 1, a pro =0
by .mu vyslo f(z, + &) — f(x,) = 0. '
Taylorovu vétu vyslovu]e Bolzano takto: Jestlize funkce f(x)

a viechny jeji derivace az do »-té jsou spojité v intervalu <a,
a + k>, plati .
n—ly

fa+ k) = f@) + 2 f“’(a) + —f<n> (@ + Oh),

l=1

kde? 0 < @< 1. Dikaz providi Bolzano indukef (§ 82) pro
n = 1 jest to prosté véta o stiedni hodnoté; pfedpoklidejme tedy,
Ze véta je. platna pro n =k —1 a dokaZme ji pro n =k (pro
Jjednoduchost budiZz A > 0). Na zdkladé udinénych pfedpokladi
JestprOOSySh L

=~

@t =f@+ 2 160) + L o @+ 6)
l—l

(0 <O L) ]estllze tedy /(")(p) resp. f(’”)(q) jest ne]menéi resp.
nejvétsi hodnota f®x) pro a<z<a+ h, jest -
r—2

e +0—3% fé0) ——"—T)Tﬂk) ®)=0,

" lc—2 k
fa+y ;—2” 6+9(a) — (———)—,ﬂ"’ @<o.

1=0

. anmvm funkce k leve strand prvni nerovnosti ]est tedy nekle-
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sajici; tato prlmltlvni funkce jest v8ak — volime-li vhodng inte-

graéni konstantu —
k-1

fla + y) — (@) — Zy (@) — f""(p); N

pro Y= 0 je tato funkce rovna nule pro y=h je tedy =0:
k=1p

fla + h)—/(a) Z—f(‘)( )——_fm

a obdobné obdrz1me '
k=1,

fla +m)— I )—2—/m<a)__ (g)

vzhledem k spojitosti funkce /(">( z) je tedy pro vhodné O (0< O <L 1)
k=1p

f@ + h) — f(a) —Z fO@) — 2 (@ + O) = 0.

Bolzano se pokousi také omeziti podminky v koncovych bodech;
piislusnd Gvaha neni vSak sprdvni.t’) Podminky pro rozvinutel-
nost funkce v nmekoneénou fadu Taylorovu uvadi Bolzano celkem
spravné, ne viak ve formé& zvlas§t vhodné.

Bolzano mluvi v tomto 2. oddilu hojné té% o funkeich nékolika,
promé&nnych; nebudu se vSak témito Gvahami zabyvati, jezto
vétsinou nejsou spravné. Téméi stile opakuje se v mnich chyba,
které se Bolzano dopustil jiZ p¥i studiu spojitosti funkef nékolika.
proménnych (1. .oddil, § 39), totiZ nedbéni poZadavku stejno- .
mérnosti. Je zajimavo sledovati, jak si Bolzano misty nutnost
takového pozadavku uvédomu]e po né&kolika Fadecich vSak jej
klidné opomme Na p¥. v § 33 snaif se dokézati vétu (nespravnou)

Jesthze pro a < z < b jest hm fz, y) =0a emstu]e i ai

jest téz hm %{— = 0 (neni zcela urdits vysloveno, v kterych obo-
=0

rech se ty predpoklady é&ini). Zde pravi Bolzano: Jest
ot w—fmn 3/ | g

) hEA

kde lim 2 = 0 pfi pevne’m z, y; leva strana konvergu]e soutasné
w=0

s y k nule pii pevném z, w; z toho viak nelze souditi, %e hm—a:% = 0;
y=0

“zcela, spravné' Ale déle hned nahrazu]e tuto uvahu uvahou stejné .
'47) Podobnsd jako u vty o stfednf hqdnpté v.§ 31

o
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nespravnou: Jest
f(x + w, ?/) _f(x’ Z/) — Gf(af +:uwa y)

‘ 4 a0 sp< )
tedy (dodejme: pii pevném z a w) jest
lim M@t uoy) (3)
y=0 oz
~ ale rovnéZ plati (jeito :—i je spojitou funkef proménné x) *8)
@+ po, y) _ af@y) "
=0 o QX
(dodejme: pfi . , oY)
jme: pfi pevném y); z (3) a (4) pak pry plyne hmT =0
y=0 .

— tedy v podstaté stejnd chyba jako pied tim!

Doufdm, %e si tendl z téchto pozndmek udinil jakousi pied-
stavu i o druhém oddilu Bolzanovy knihy; podrobné studium
a definitivni ocenéni tohoto dila jest vd&éénym, ale jisté ne lehkym
tkolem pro historika matematiky.

V Praze, 18. biezna 1931.

' - 48) Jak Bolzano k tomuto podivnému tvrzeni pfifel, nenf mi jasno
;. (viz v Bolzanovi str. 119, ¥. 1—3 zdola); p¥fijm&me je viak za spravné —
t¥eba jako pFedpoklad.. - : . :



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T00:38:40+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




