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O jistych parabolickych plochach v 2n-rozmérnych
eukleidovskych prostorech.
O. Boruvka. :

(DoSlo 7. za¥i 1932.)

1. V neddvno vyilém pojedndni!) studoval jsem ve &tyi-
rozmérném eukleidovském prostoru nadkruznice (t. j. kiivky.
jejichz viechny tii skaldrni krivosti jsou od nuly riizné konstanty)
a jistou t¥idu ploch obsahujici mimo jiné zvlastni plochy pfimkové,
t. zv. plochy prifazené nadkruznicim.

Vysledky v cit. pojedndni uvedené, pokud se tykaji nadkruznic,
roz&ffil p. M. Sypték na prostory o 2n a 2n + 1 (n = 2) dimensich.?)
V tomto ¢lanku ukazi, jak pojem ploch pfitazenych nadkruznicim
se roz&iii a jak nejdulezitéjsi vysledky o nich se zobecni na prostory
o 2n dimensich. '

2. Pfipometime nejprve tyto vysledky o nadkruznicich.
V eukleidovském prostoru o 2» (= 4) dimensich bud I" libovolns
nadkruZnice (t. j. k¥ivka, jejiz vSechny skaldrni k¥ivosti jsou od
nuly rizné konstanty). n-rozmérny prostor uréeny prvni. tieti,
patou atd. aZz 2n — l-ou normélou nadkruznice I' v libovolném
jejim bodé P jest t. zv. kolmy prostor nadkruznice I" v bodé P.
Nadkruznice I mé stred (t. j. bod, jimZ prochézeji vSechny jeji

_ kolmé prostory) a n vzdjemné totalné kolmych osovych rovin (t. .
rovin, které se zachovaji kazdym pohybem [" v sebe); tyto prochd-
zeji stiedem I". Kolmy prostor nadkruznice I” v libovolném jejim
bodé P seée kazdou osovou rovinu pravé v primce, prochazejici -
(ovSem) stiedem [; o takové piimce pravime, Ze mé osovy smér
pfifazeny bodu P. Kazdému bodu nadkruznice jest tedy piifazeno n

~ osovych sméri, kazdy v jedné osové roviné. .

Pti vhodné volbé soufadného systému muzZeme rovnice I'
psati ve tvaru

Xop1=1ysinpr, Xoy=y,cospx (v=1,2,...,n). (1)

pii éemz X jsou pravohlé soutadnice, z jest parametr na nad-
kruznici a ¥,, p, vhodné, od nuly rtzné konstanty, p, = p, pro
v % u. Naopak, kazdd kfivka dani rovmicemi tvaru (1) (%. p»

1) Sur les hypercirconférences et certaines surfaces para-
boliques dans I'espace euclidien & quatre dimensions. (Spisy vy-
dévané ptirod. fakultou Masarykovy univ., &s. 146, 1931.)

?) M. Sypték, Sur les hypercirconférences et hyperhélices
dans les espaces euclidiens & p dimensions. (C. R. Acad. Sci. Paris
195, 298—299, 1932).
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konst. £ 0, p, = p, pro v % p) ]est nadkruzmce Stfed nad-+
kruZnice jest pak poditek soutadnic a Atd (k= 1,2,..., %)
0sovd rovina m4 rovnice X, =0, v =1,2,...,n, v F 2 k——-l 2k.
Osovy smér v k-té osové roving piitazeny libovolnému bodu nad- -
kruzmce uréenému hodnotou z parametru, mé smérové kosiny

ey 8in P, eycospr (P=1,2,.:.m), (2)
Pii demz v _ Y o
: a1, 829 =0 pro v £ k a &1, o1 =1L

3. Plochy prifazené madkruinici I' definuji takto: Takova
plocha jest mistem pfimek prochdzejicich nadkruznici I’ tak, Ze
pnmka prochaze]101 libovolnym bodem P nadkruZnice m4a osovy

smér piifazeny bodu P v jedné, pro vSechny piimky téZe osové
rovinég.

Podle toho jest celkem 7 ploch prlrazenych nadkruzniei - P
tyto se protinaji podél I" a povrchové piimky kazdé z nich jsou
rovnobézné s jednou osovou rovinou.

 Ze vzoret (Ha (2) plyne bezprostiedng, Ze vzhledem k systemu
souradnemu, pii némZ mé I" rovnice (1), jsou rovnice k-té plochy
prlrazene hadkruZnici I" dany opét vzorct (1), pfi éemZ viak mimo x
1y jest pova,zova,m za neodvisle proménnou.

Ziejmé muZeme vidy rovnice jedné plochy prlrazene nad-
kruZnici I' pfedpoklédati ve tvaru

Xl = ysmx X, =ycos z;, X; = y231np2x Xy = 13 COS Doty v oy -
© Xon = yncos. Da, , ) i (3)

pii demZ z, y jsou neodvisle proménné a p,‘, Y, vhodné konstantv :
(Pu 0,1, 2% pp Pro u o).
7 V- dal§im budu pro ]ednoduchost mluviti .o plochach pnra-,‘\
zenych nadkrufnicim v &ir¥fm smyslu . tom, Ze *vypustim -pod- .’
minku p, = 1. Plochy, o nd% se tim roziifi t¥{da - obecnYch :
(t. j.'s ppg=1) ploch pnrazenych nadkruZnicim .se mohou" po-. .
vajovati za limitnf p¥{pad téchto a nebylo by nesnadné je rovnéz
definovati geometrickou konstrukei (pro n =2 v.1) str. 30).
4. Z tfady geometrickych vlastnosti uvazovanych ploch jez
plynou bezprostfedng ze vzorc (3), vytknu jenom. nasledujici:
Kazdd plocha pritazend nacllcmzmm pmpousti grupu oot pohybi.
v sebe, tutéz jako nadkruinice, jiZ jest pmmzena Trajektorie této
grupy na plose jsou nadkruinice a plocha je przmzena Icazdé z nich.

Lmearm element plochy (3) Jest

~ dst = dgp + (y + % .+ Ya’pi’) da?
a tedy: .
Trajekiorie grupy pohybu plochy v sebe na plose sekou lcolmo

' Casoma pro péstové.ni matemam{y a fysiky. Rotnﬂ: 62. _w' @ N 10
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“povrchové primky. Kaidd z wvazovanych ploch se dd deformovati
na vhodnow plochu Sroubovou.

5. Nyni pujde o to charakterisovati plochy ptifazené nad-
kruZnicim lokalnimi vlastnostmi. Za tim Géelem objasnim po pi.
zavedu nékolik pojmil. které v dalsim budu potfebovati. -

V uvaZovaném 2n-rozmérném prostoru®) uvazujme libovolnon

plochu (M) patiici do toho prostoru a na ni libovolny bod 3.
V bodé M maé uvazovana plocha urdity poéet oskuladnich prostort:
oskulagni prostor ¥adu 1. 2 atd. Oskulaén{ prostor plochy ¥adu &
v bodé M jest linedrni prostor nejmensi dimense obsahujici osku-
laéni prostory k-tého fadu v bodé M viech k¥ivek na plofe prochéaze-
jlefch tim bodem. Je-li sz dimense oskulaéniho prostoru k-tého
radu plochy v bodé M. jest v kazdém bodé dostateéné blizkém
bodu M. dimense oskulaéniho prostoru k-tého ¥ddu plochy = si;
bod M jest reguldrni, plati-li = s;. Predpokladdme, Ze uvazovana
plocha (M ) mé jenom reguldrni body. Pak existuje p¥irozené Gislo N
takové, Ze § <& < ... < Sy = 2n a oskuladni prostory fadu 2> N
plochy maji vSechny dimensi 2n; pravime, Ze N ]est podet osku-
la¢énich prostortt plochy (M).
-V libovolném bodé M plochy k-ty hlavni prostor plochy.
12k : i i ; bodé M
na oskulaéni prostor plochy k-tého fadu v bodé M a obsazeny
v osk. prostoru plochy %k + 1-ho fddu v tom bodé.

Tedy jest v kazdém bodé plochy (M) pravé N — 1 hlavnich
prostord plochy, a to¥adu 1.2,...,N—1 a k-ty hlavni prostor
plochy méa pravé spi;—szx (= 1) dimensi.

Uvazujme nyni na plode libovolnou k¥ivku, prochdzejici bo-
dem M. Ta mé v bodé M urdity podet (< 2n — 1) vektori ktivosti:
vektor prvnf k¥ivosti, druhé krivosti atd. Vektor k-té k¥ivosti mé
smér vhodné orientované k-té normaly kiivky v bodé M a jeho
délka az (> 0) jest k-t skaldrni k¥ivost k¥ivky v bodé M. Vektor
k-té kiivosti kfivky v bodé M le#i v oskulaénim prostoru plochy
tadu k 4+ 1-v bodé M.

Ortogonalni primét vektoru, ktery mé smér vektoru}k “té
k¥ivosti v bodé M a délku ;. a,...ar, do k-tého hlavmho,pro-
storu (1 £ k£ N —1) plochy v. bods M, jest t. zv. wvektor k-té
normdlni krivoste uvazované kfivky v bodé M. Vrcholy vektord k-té
normélni kiivosti v bodé M viech kfivek na ploSe jdoucich tim
bodem tvori t. zv. charakteristthu k-t€ mormdini kifivosti plochy
v bodé M. V kazdém bodé plochy (M) jest pravé N — 1 cha-
rakteristik normélnich k¥ivosti, a to prvni, druhé atd.

D4 se ukézati, Ze vsechny charakteristiky normdlni k¥ivosti

3) Pojmy po pf. obecné vysledky v tomto odstavei uvedené maji
smysl po pf. plati obecné&ji pro n (= 4) rozmérny prostor.
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v kazdém bode plochy jsou racionalnf uzav¥ené krwlcy 4) Zvlasté
charakteristika prvni normélni kiivosti ]est vidy elipsa. Ma-li
k-ty hlavni prostor plochy v bodé M privé jednu dimensi, redu-
_kuje se oviem charakteristika k-té normélni k¥ivosti plochy v bodé M

na Gse¢ku. Bod M plochy nazyvé se parabolicky, jestlize charakte-
ristika prvni normélni kfivosti plochy v bodé¢ M prochazi bo-
dem M. Plocha (M) nazyvé se parabolickd, jestlize kazdy jeji bod

- jest parabolicky.

-+ 6. Hledejme nyni vsechny plochy patiiei do 2n-rozmérného ‘
prostoru, z nichZ kaZzda. (M) ma tyto lokdlni vlastnosti: :

_ 10 (M) jest zvla§tni plocha parabolickd takova, Ze charakte-
ristika prvnf norméln{ kiivosti v kazdém bod8 M plochy mi v M
jeden vrchol a pomér jejich os jest tyZ v kazdém bod& plochy;

20 oskulagni prostor k-tého ¥adu (k = 3, 4, . . ., 2n — 2) v kai-
- dém bodé& ‘M plochy jest pravé k + 2 rozmérny

“Je-li n = 2, jde-li tedy o prostor &tyfrozmérny, a ma-li plocha
(L) vlastnost '1°, neexistuji pro ni oskuladni prostory ¥ddu > 3.
Takové plochy pravé studoval 3sem v cit. pojednani!) a nafel
_ jsem je viechny; zv1aSté plati, Ze obecné plochy pnrazené nad-

kruzZnieim” jsou charaktensovany vlastnost{ 1° a tim, Ze pomér

délek os charakteristiky prvni normalni k¥ivosti (pomer délky osy,
jejiz zadny koncovy bod nen{ v pfislu¥ném bodd M na plofe k délce
osy druhé) jest =+ 2. Budu tedy v daldim predpoklidati » > 3.

7. Predpoklidejme, Ze existuji plochy majici vlastnosti 1°, 20
a bud (M) jedna z nich. Kazdému jejimu bodu M pfifadme 2n
jednotkovych, vzdjemns kolmych vektori e;, e, . . ., €3,. Vzhledem
k (pohyblivému) systému soufadnému M; O, €, 2 -+, €21 mizeme
vyjadiiti vektory d2, de, vzorci tvara . R TR e

AM = w,@; 4 Wty + . . . + wWanlrn;. T o D ik
dey = a)yle]_ + wpzez + “{“ wy ZneZn, (1’ == l 2‘ R
pii . éema o) ]sou linearni formy v -diferencilech | proménnych ‘
‘od nich% z&visi pohyblivy systém. Vzhledem k tomd, %6 vektory e, -
jsou jednotkové a vzéjemnd kolmé, splnény JSOII r0vmce el
Wpp + W =0 (u,v=1,2,. 2n) 'r'_- ~{5)

* Mimo to spliiuji formy w kvadratmke rela,ces) [podmmky mtegra,
bility systemu (4 )] ot

4) Diikaz této véty a rtzné tivahy k m se vz’oahu;ia ]est v mém poged-

) ,nam Recherches surla eourbure des surfaces dans des espaces,
4 n dimensions 4 courbure con‘stante I (Spmy vyd, pfxrod. fakultou
Masarykovy univ., &s. 165, 19322 _

» 3).V. na p¥. E. Cartan, La d formatlon des hypersurfa.oes da.ns
Pespaceeuclidienréelan dlmenswns {Bull. de la Soc.zmath de France,
t. XLIV; 1916; p 67) . L een .

' S : AT ok
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o'y = [wwn] + [wewa] + . . . + [wanw2n,];

O = [wpion] + [wpews] + .. . + [0u200200]- (6)
Poznamenejme, ze linedrni element plochy (M) jest
ds? = ;% + we? + ... + we’

V kazdém bod& M plochy jest vzhledem k vlastnosti 1° plo-
chy (M) prvni hlawni prostor plochy rovina; vzhledem k vlast-.
nosti 29 jest druby a kazdy daldi hlavni prostor plochy piimka
a existuje celkem N = 2n — 2 oskulaénich prostort a tedy 2n — 3
charakteristik normélnich kiivosti, jez jsou mimo prvni, Gseckami.

Volbu pohyblivého systému uréeme nyni blize témito podmin-
kami: V kazdém bod& M plochy zvolme piisluiné vektory e;. e,
v teéné roviné plochy; vektory es;, e, v prvni hlavni roviné
plochy, a to tak, Ze e; jest ve sm&ru teény charakteristiky prvni
normalni k¥ivosti v bodé M, e, ve sméru osy charakteristiky prvni
normalni k¥ivosti, jejiz koncovy bod jest M; vektor e, v druhé
hlavni p¥imece plochy; vektor e, v t¥eti hlavni p¥imece plochy atd.;
vektor es, v 2n — 3-t{ hlavni pfimce plochy.

Vektory e,, e, pfitazené libovolnému bodu M plochy jsou
zfejmé& v tedné roving plochy v bodé M, kdyz a jen kdyz

Wy =y = ...= Wy = 0. (7)
Podle (6) plati pak kvadratické relace

[w1015] + [aws3] = [w10014] + [Woway] = - - -
T [601(01,27,,] + [w2w2,2n] =0

a tudiZz w1, wy (v =3,4,..., 2n) jsou linedrnimi kombinacemi
forem w;, w, tvaru :

W1y = P2o®y + PrnDs,

Wy = P10y + P2y, (v = 3.4, ..., 2n) (8)
pii éemz p jsou funkcemi proménnych, od nichz zavisi pohyblivy
systém soufadny.

Abychom vyjadiili zminénou volbu vektort e, e, a dalsich,
_uvazujme na ploSe libovolny bod M a libovolnou kiivku jdouei
bodem M, jejichZ prvnich 2n — 3 skalarnich k¥ivosti jest v bodé M
~ rizno od nuly: Takové kiivky na ploe bodem M prochéazeji v libo-
volném sméru (v telné roviné).

.~ Bud o oblouk na uvaZované kifivce. Na ni jsou formy w,
vyskytujici se v (4) formami v do a zvl4ste, je-li © thel, ktery
v bod& M svird teéna uvazované kiivky s vektorem e,, jest

w; =docos @, w,=dosin 6O.. (9)

Ze vzorcu (4), ‘(7), (8), (9) plyne pak snadno
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M =...+ §3é3 + &8y + - .-+ Eonean,. (10)

pii demz-derivace na levé strané jest podle o, vynechany vyraz
jest linedrni kombinace vektort e,, e, a

& = = Pavo cos2 O + 2p1,1 cos O sin O + Pgsg sin? @
(v=238,4,..., 2n). :

Aviak vektor M ]est v oskuladni roviné uvazované kiivky vbods M -
a tedy'v oskulaénim prostoru druhého ¥idu plochy v bod$ M.
‘Tento jest ppdle uéinéné volby vektord e uréen vektory e,, e,, e, e,.
‘Tedy jest pro » =15,6,...,2n:4 =0 a ]ezto O jest llbovolne,'
Do = Py = po,,a = 0. Tedy jest

wls—wm—...—~w19n—0 (11)
: Wyg = W = ... = W39y = 0.
‘Dile -viak platf v bode M uvazované kiivky Frenetovy vzorce
= t,
tl = a, y ’ » . (12)
n, = —aMn,_3 + dyriMyy,

r=1,2..,2n—1; ng =t, as, = 0)

‘pii temz  t, n, jsou ]ednotkove vektory ve sméru tedny a jednotli-
“vych normal kiivky, a, jsou jeji skalarni k¥ivosti a derivace na leve
strang jsou podle o. :

Ze vzorct (12) plyne zvla té pro bod M

M = an,,
-takie podle (10) &, & ]sou slozky vektoru prvni normalm kiivosti. -
uvazované kiivky v bodé M do sméru vektorti e, e,. Tedy jsou
‘parametrické rovnice charakteristiky prvni normalni kmvostlf
plochy v bodé¢ M vzhledem k e;, e, dény vzorci '
Paso + Pos2 + Pozo —

LA,

Pz oos 20 + pm sin 2@

3 =

. v‘l‘,'ln

2
(13

Yip

. L = Daso ; Pogo + Pa:;o—‘)‘pmz c0s 20 & Pry sin 26,
-v nich% @ je parametr. . ‘ . : e :
‘Vektory e, -€, prlrazené bodu M Jsou v tedné rovmé uréeny

:a% na rotace okolo bodu M. Proyedeme-li pf{padné vhodnou rotaci,

_".docilinie, Ze libevolng zvoleny hod na charakteristice prvnf norméln{ - -

" ‘k¥ivosti v. bod¢ M, dany - svymi soufadnicemi &, & urden jest
hodnétou P = {x parametru. Vzhledem k vlastnosti 10 plochy (M)
" jest. bod M (& = £, = 0) na charakteristice (13).' MiZeme tedy
pleclpokladatl, a pak jsou vektory ey, 6 aZ nax or1enta,01 (t: j. az

.
P,
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na vektory opatného sméru) tiplné uréeny, ze jest uréen hodnotou

O = {m parametru. Podle vlastnosti 1° plochy (M) jest pak bod

O = i elipsy (13) jednim jejim vrcholem a podle udinéné volby

vektorl e,, e, jest pfimka & = 0 (£, = 0) jedna jeji osa (jeji tecna

v bodé @ = 1x). Tedy jest .
Doz = Posz = Paso = Pra = 0

a’'2 [pm[ | Pago | jsou delky obou os charakteristiky. P vhodné

orientaci vektoru e,, e, miZzeme predpokladati pig, Page > O aje-lik

vhodns kladné konstanta, jest podle 10 2p,5 = kpyy,. Pro jedno-

duchost oznateni piSme jesté 2m,; misto ps,. Mame pak podle (8)
w5 = kmyw,; g = 2Mywy;

14y
ey = kM, ey = 0. (14) :

Rovnice (14) a (11) vyjadiuji vlastnost 19 plochy (M) a uvaZovanou
volbu vektort e, e,. Vedou na tyto kvadratické relace

dm
:_)- [y %1‘1] + [ws (2a05 + kwy)] = 0;
[wy (2015 + kawg)] = 0; ‘
k [wsg5] + 2 [01045] = k [wp56] + 2 [010046] = - . .
=k [wyw3.20] + 2 [010400] = 0;

[@1055] = [y36] = . . . = [W05,00] = 0.
Tudiz jsou formy ws,, we (v = 5,6, .. ., 2n) linedrnimi kombina-
cemi w;, w, tvaru

W3y = P3yoWy;

W4y = P1y2Wy + %—kpg,,owz, (v =5,06,.... 2%) (lb)ﬂ
pii éemZ p jsou funkcemi proménnych, od nichz zavisi systém
soufadny.

; Abychom vyjadiili volbu vektoru e;, uvazujme na ploe libo-
volny bod M a kfivku jim jdouci — jako d¥ive. Z predchézejicich
vzored plyne snadno

M,H o + 5535 + fses + + EZne‘m; . (17)

pii demz denvace na levé strané jest podle o, vynechany vyraz
jest linedrni kombinace vektord e, e, €, ¢ a

&, = 2mP1ss c0os® O + 3kmy ps,o cos? O sin O, (v=25,6,...,2n)
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Avsak vektor M"’ jest v oskuladnfm prostoru t¥etiho ¥4du:
uvazované kfivky v bodé M a tedy v oskuladnim prostoru t¥etiho-
radu plochy v bodé M. Tento jest podle uéinéné volby vektord e
uréen vektory e, ..., e, Tedy jest pro »=6,...,2n: & =0
a jezto O ]est hbovolne, Pz = P = 0. Tedy ]est

CU36——.-.—-(X)397‘,—-0 .
Wyg = « o« —6042"—--0 : (18)
Déle Vsak plyne z Frenetovych vzorc pro bod M:
M = ...+ aan,

pii éem¥ vynechany vyraz jest lmearm kombinaci vektoru t, n;
a tedy vektori e,, ..., e, Tedy podle (17). jest &; slozka vektoru

(drubé norméln{ krlvostl uvazované kiivky v bodé M do sméru

vektoru e;.
Rovnice (18) vedou na kvadratlcke relace

[wssty] = [6045605,:] =0 ('V = 6, RT 2”’), ’

t. j. vzhledem k (16)

' DPaso [w1w5,] = 0; P15 [0105] + $kDs50 [wzw&a] =0, (v= 6 .o 20).

Odtud plyne bezprostredné Ze je-li Paso = 0, jest ws = 0 a tedyv :
plocha (M) patii do prostoru o nejvyse petl rozmérech — coz je

*_proti predpokladu. Tedy ]est

Paso = 0

a pak nutné py5 = 0, nebot jinak by plocha () patrlla do ctyr- v
rozmérného prostoru; vhodnou orientaci vektoru e; miZeme
dokonce dociliti g5 > 0. PiSme pro jednoduchost m, (> 0)
misto pys,. Parametricks rovnice charakterlstlky drubhé normilng .
kiivosti vzhledem k e; jest pak dana vzorcem

- & = 2my . my cos® O,
pii &emZz O je parametr a 4m1 m2 ]est délka charaktenstlky
“Déle mime . ,
wgs = 0; w45 = mzwl : g (19)

a tyto rovnice spolu s (18) a predchaze]iclmx vyjadiuji vlastnost 1
plochy (M) a vlastnost 2° tykajici se' oskuladniho prostoru
tfetfho F4du a soudasné udinénou volbu vektort ey, . . ., €5 ( a i jejich
orientaci, aZ na orientaci e, €;). Poznamene]me, ze rovmce (19}

. a (18) vedou na kvadratické relace

: [wla)m] =0; [w %Z‘] + [wz?’m] = Q§ [w1¢5'] f:.O (v = 6’ T 2”')"

(2¢)
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Pokradujme nyni Gplnou indukei. Bud j pfirozené, 3 < j < 2n — 3
a predpokladejme, Ze '

1. rovnice
Wy =y = ...= W= 0;
Wy = kmyoy; wy = 2mw,; 0y =0, - (21)
Wy = kmywy; we = 05 wey = 0; (my > 0; v=25,6,..., 2n);
oy =0; w3 =0 (»=68, ..., 2n);

WDat+1a+2 = Ma—1Wy; Watip = 0;
(e=3,...7 Ma1>0;v=0a+3,...,2n),

pri éemz m, jsou funkcemi proménnych. od nichZ zavisi pohyblivy
systém, vyjadiuji vlastnost 1° plochy (M) a vlastnost 2°, tykajici
se oskulaénich prostortt fadu 3, ..., 7 a soudasné uéinénou volbu
vektori ey, . . ., €12 (a1 jejich orientaci az na orientaci vektorie,, €,);

2. parametrickd rovnice charakteristiky «-— 1-vé normalni
k¥ivosti vzhledem k vektoru e,is jest

Earo = 2my .My ... Mg yc0s® O (x=3,...,7),

v nichZz O jest parametr.

Tyto predpoklady jsou fakta, jak jsme pravé vidéli, pro j = 3.

Ukazme, Ze z nich plyne platnost vyroku 1. a 2. pozménénych
tak, Ze v nich misto j éteme j + 1; av8ak s vyhradou, Ze v pfipadé
j = 2n — 3 vynechdme rovnice we41, =0, ¢ =§ + 1 = 2n— 2,
y=ca -+ 3,...,2n (jez nemaji smyslu).

Vskutku, pfedeviim skupina rovnic napsanych v poslednim
tadku (21). pro ¢ = j vede na kvadratické relace

oy

dm;— .
T 4 [wgwne] = 0; [0ry42] = 0, (v =7 + 3,.. ., 20, (22)

mi—1
takie zvla§té formy wjis, jsou linedrnimi kombinacemi forem
wy, w, tvaru

Wjrop = My_3wy, (¥ =17+ 3,...,2n)

pti demzZ m, 3 jsou funkcemi proménnych, od nichz zédvisi pohyblivy
systém.

Uvazujme opét na ploSe libovolny bod M a kiivku jim jdouci
— jako d¥ive. Z rovnic (21) plyne snadno

M(H_l) = ...+ sz + ...+ Sanlay, ‘ (23)
pii ¢emz derivace na levé strané Jest podle o, vynechany vyraz
jest linedrni kombinace vektort e;, ... ej.2 a

& = 2m; .My ... Mj—1 . My_3co8+1 @, (v=3j + 3....,2n)..

"AvSak vektor MU+ jest v oskulaénim prostoru j 4+ l-ho Fadu
plochy v bodé M a tento jest podle u¢inéné volby vektori e urden.
vektory e, ... e.13. Tedy jest v pripadé j < 2n—3 pro » =
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=j+4,..,2n:& =0 a jeito @ jest libovolné, m,_s = 0:
tedy jest pii vhodné orientaci vektoru ejis

02,43 = Mjwy; Wigay =10, (mj>0;v=744,..., 2n); (24)

kde¥to v pripadé j = 2n — 3 jest posledni skupmu rovnic (24)
- vynechati. Tedy platf s uvedenou vyhradou vyrok 1., i kdyz. v ném-
-misto j &teme j 4 1.

- Diéle plyne snadno z Frenetovych rovnic

MO = .. . +a.a... a0,

- pii GemZ - vynechany vjzraz jest ]ineérni kombinaci vektoru
t.n,. ..., 0 atedy vektorie, .. ., €. _Tedy jest podle (23) &3
slozka vektoru j-té normalni kiivosti uvazované kiivky v bods M
do sméru vektoru e;.3 a tedy parametncka rovnice charakterlstﬂ{y
9te normalm kiivosti jest .

Ejps =2my .my. .. my c057'+1 o,

P dem? O je parametr. Tedy platl vyrok 2., i kdyz v ném misto 7
&teme 7 4 1.

Tedy jsou vlastnostl 1° a 20 plochy (M) a soudasnd udinéné
volba vektoru e (a i jejich orientace aZ na orientaci vektori e, e,)
vyjadieny rovnicemi (21), &teme-li v nichj = 2n — 2 a vypustime
rovnice wan—1y =0, v = 2n 4+ 1,...; 2n. Mimo to plat{ vyrok 2.
Pro j = 2n— 2. _ B :

Povazujeme-li rovnice (4) za definujici formy o v promén-
nych M, e, system rovnic (21), pro j = 2n — 2, spolu s rovnicemi-
(5) definujf uvaZované plochy (existuji-li) a spolu piisludny po-
~ hyblivy systém. Vedou na tyto podmmky 1ntegrab111ty [jez snadno
plynou 'z (15), (20), (22)] _

dm, o dmy.

[wz‘%—l‘.] = 0; o [’ ] + k[wzw:u]_. :
| [0 dm1] 4.2 [wawp] =0; . [oywp) =‘[“’1“’34] = 0;.
2 dma—_l] + [0)20)12] =0; =3, 4 291, -9,

M1

- Tyto relace ukazujf, Ze systém rovnic, o ne]z ]de, neni v involuei
& Ze mlZeme jej prodlouzm rovmceml : :
~dmy 2 ’
7;,. = 2n1a)2, a)lz == nlcul, waa.*—: —k—nlwl; dn1 ( — k2m )vwg,. _
1: i ¢
pi- dem¥ n1 (& 0) Jest nové: promenna,
ProdlouZeny systém ]est pak




Wy = Wy = ...= Wz = 0; :
g = kmywy; Wy = 2myg; w1, = 0 (25)
g = kmMyw;; Wy = 05 wg =05 (my>0;v=35,6,....210);
dm '
1 . _ . _ 2200 2 o
= = 2myy Wy = My dny = (g — kPmy2) w,;
2 : _ :
gy = 5~ My} wsgy = 0; (y=125,6,...,2n);

Wat1,at2 = Ma—1Wy; Oai1,y = 0;

(=34 ...2n—2; Me1>0; v=0a+ 3,..., 2n);
a definuje uvazované plochy. Jeho podminky integrability jsou
dmq—.
[y ( m  — mwy)] =0 (26)
a—1

a ukazuji, Ze ‘systém (25) jest v involuci a jeho FeSeni zdvisi na
2n — 4 funkeich jedné proménné. Mame tedy tento vysledek:

Plochy ve 2n-rozmérném prostoru (n 2> 3), z nichZ kazdd (M)
md tyto lokdint vlastnosti: :

10 (M) jest zvldsini plocha parabolickd takovd, Ze charakteristika
pront normdlni kivvosti v kazdém bodé M plochy md v M jeden
vrchol a pomér jejich os jest tyZ v kazdém bodé plochy;

20 oskulaéni prostor k-téhofddu (k = 3, 4, . . ., 2n — 2) v kaZdém
bodé M plochy jest pravé k + 2 rozmérny,

existufi a zdvisi na 2n — 4 funkcich jedné proménné.

8. Tvrdim, Ze mezi uvazovanymi plochami jsou v8echny plochy
. pfifazené nadkruZnicim a jsou charakterisovdny tim, ze pripoustéji

grupu ool pohybl v sebe. :
- Vskutku, uvazujme libovolnou plochu (M) soustavy (25)
a pfedpoklddejme, Ze pfipousti grupu oot pohybi v sebe. Trajektorie
této grupy na plofe daji se definovati linedrni relaci mezi formami
oy, w, & na kazdé trajektorii jsou vSechny invarianty plochy kon-
stantni. Tedy zvlasté m, je konstantni a tedy, jeZto n; & 0. jest

w; = 0 rovnice trajektorii. Tedy m,— (¢ = 3,..., 2n— 2) jest
konstantni podél kiivek w, = 0 a tedy jest, podle (26),
dma—, =mwy, (@=3,...,2n—2). (27)
5

Jsou-li naopak na plose (M) soustavy (25) splnény rovnice (27).
z4visi koeficienty pfisluSnych rovnic (25) jenom na jednom para-
metru a prislusnad plocha pfipoudti grupu ool pohybt v sebe.

AvSak zfejmé systém rovnic (25), (27) d4 se kompletn& integro-

vati. Tedy existuji vsoustav® (25) plochy, které p¥ipoust&ji grupu

oo! pohybti v sebe a zdvisi, jak je patrno, na 2n — 2 konstantéch,

konstantu £ v to potitaje. Jde o to, ukézati, %e tyto plochy jsou
plifazené nadkruZnicim.
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9. Za tim dtelem uvazu]me jednu takovou plochu (‘/[ )

a viimnéme si piedeviim, Ze rovnice (25) obsahuji w’, = 0, takze -

~ 2zv]a&té na ploée (M) jest w, exaktni diferencidl. Odtud plvne
snadno Ze miiZzeme na (M) zvoliti neodvisle proménné z, y tak. ze

wz—dy, w, = Vy + k2 dz;.
: k
kmy = ‘3;“‘—‘-1—:' Ma—) =
(@=3,...,2n—2)
prx éemz 7\,1. .« . kop—g jsou kladné . konstanty. _
Yo +£le—3— a e; misto —-——Llel — %
= . Vy ]/y2 + kﬁ
takZe i nyni vektory e, e,, ..., e, jsou ]ednotkove a vzajemné
. kelmé. Rovnice (25) vedou pak ‘snadno na nésledujici -

PiSme pro struénost e, misto

dM =ydxe, + dy e, —}-lclda:e3i
de, = —dz e,; _ .
de, = dz el, o (2S)
. 9 v o
de; = 7c—dx e,; 4 ‘
2
dey = — % dx e, + kydzxeg;
de.;,+2 = — kq—1 dz €at1 + kadzess; (¢e=3,..., 2n—

k2n—-—2 = 0)— ’

Rovnice (28) predevsiim ukazuji, Ze v kazdém bod¢ M plochy
-rovina uréend vektory. e, e, jest rovnobéZni s pevnou rovinou
" a prostor urdeny vektory e, ..., e, jest Tovnobéiny s pevnym.
2n — 2-rozmérnym prostorem. Zvolme" pevny pravothly systém
souradny tak, aby rovnice oné roviny vzhledem k nému byly
X, =...= XM 0 a rovnice toho prostoru byly X =X;=0.
Ortogonéln{ praméty vektord e,, e, do roviny X;, X, jsou pak
- vektory ekv1polentm s €, &, Tedy primét vektoru dM do téze -
roviny mé vzhledem k primétim’ vektor-e,, e, tytéZ slozky jake
" dM vzhledem k ey, & Avsak je-li M* pramét bodu M do roviny
X, X, jest zfejmé& pramét vektoru-dM do uvaZované roviny roven
T aM*.Tedy jest podle (28) ‘
dM* =y G e, + dy ez =y de, + dye, = d(yez) (29
Po pipadném provedeni ‘vhodné -rotace’ souradnych -vektortt -
" v-roving X, X, mé prumét -vektoru e, vzhledem ke zvolenému.
l ‘soufadnému systému smér sin z, cos , 0, 0, . .., 0; tedy podle (29)..

‘po vhodné translaci v roving X, X,, jsou slozky bodu I* vzhledem -
k uvazovanému systemu y sinz, ycos 2, 0,0,...,0. . :

'y




Ortogondlni praméty vektort e,, . . .. ey, do prostoru Xs,..., Xos
jsou ekvipolentni s e;, . . ., ey. Tedy pramét vektoru dM do téhoz
prostoru ma vzhledem k primétim vektort e,. ..., e, tytéz
slozky jako dM vzhledem k ;. .. .. 5. Aviak je- i MR primét
bodu M do prostoru X, ..., X,, ]est z¥ejmé pramét vektoru dM
do uvazovaného prostoru roven dM** Tedy jest podle (28)

AM** =k, da e,

a 2
e, =— —
v 3 k
Tedy bod M** opisuje (obecnou) nadkruznici. Zvolime-li tedy
v prostoru X,.... X,, vhodné soufadné vektory, jsou slozky
bodu M** vzhledem k uvazovanému systému

dxeg; atd.

0, 0, , SIN Yo, Yy COS Po. . . ., Yy SIN Pp, Yn COS PuZ,

pri dem% y. p jsou vhodné konstanty. Tedy jsou rovnice uvazované .
plochy

Xy=ysinz, X,= ycosx Xy = yysin poz, X, = ygeospﬁ
oy Xon = Yn COS Py2.
Tedy jsou plochy. o néz jde, pfifazené nadkruznicim, j. b. d.

Mame tedy tento vysledek:

Plochy 2n-rozmérného prostoru, pmmzeme nadkruznicim, pam
mezi plochy s vlastnostmi 1° q 20 popsanymz v teorému v odst. 7
@ jsou mezi mimi charakterisoviny tim, Ze pripoustéji grupu oot
pohybi, v sebe.

10. Jest nyni snadné charakterisovati plochy p¥ifazené nad-
kruZnicim &isté lokalnimi vlastnostmi. Za tim tGdelem staéi vhodné
interpretovati rovnice (27), které v systému (25) charakterisuji
pravé plochy prifazené nadkruZnicim. S

Viimnéme si, Ze mizZeme psati rovnice (27) ve tvaru

gdme _gdmy -y dmans  dmy (30)
My ey Man—3 my
‘Tedy &tverce veliéin m. (¢ =3, ..., 2n—2) v kaidém bodé

plochy jsou Gmérné (t. j. maji konstanini poméry) a jsou Gmérné
veli¢ing m,. AvSak snadno s& vidi, Ze ms—; jest poloviéni nebo dvoj-
nasobny pomér délky charakteristiky a — 1-vé normélni kiivosti
k délce charakteristiky « — 2-hé normalni kiivosti (pro « = 3 : po-
lovidni pomér délky charakteristiky druhé normaélni k¥ivosti k délce
_jedné osy charakteristiky pryni normalni kiivosti) a m, jest poloviéni
délka jedné osy charakteristiky prvni normélni kfivosti v prislus-
ném bodé plochy. Rovnice (30) a tedy i rovnice (27) vyjadiuji; Zc
v kazdém bodé plochy ¢tverce poméri délek charakteristik dvou
1> sob& nédsledujicich normaich k¥ivosti (délka ‘charakteristiky
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prvni normalni kfivosti = délka jedné osy té charakterlstlky)
jsou Umérné a Gmérné délce jedné osy charakteristiky prvni
normélni k¥ivosti.

Plati tedy tento vysledek

Plochy 2n (= 6) rozmérného prostoru pmazene nadkruzmczm '
jsou charakterisovdny témito lokdlnimi viastnostmi:

'V kaidém bodé M takove’ plochy :

10 charakteristika prunt normdint kiivosti md v M jeden vrchol:,

29 oskulacnt prostor k-tého Fddu (k= 3,4, ... 20— 2) jest
pravé k + 2-rozmérny;

30 Ctverce pomé’m délek chamktemstzk dvou po sobe ndsledujicich
normdlnich kfivosti: 7sou vzdjemné dmérné a dmérné délkdm obow os
charakteristtky pront normdini kftvosts.

11. Podobnymi Gvahami jako v tomto élanku podafilo by se
charakterisovati lokalnimi vlastnostml plochy 27 + 1 (= 5) roz-
mérného = prostoru ,,piifazené* nadsroubovmlm t. j. plochy
o rovnicich - :

X, = ysm z, X = ycos z, X; ="y,sin p,x, X4 = Y, COS Poit, .
wr Xon = Yn COS Pu®s Xonty = PI,

v nichz y, x jsou neodv1sle proménné, i, pi, p jsou od nuly
riizné konstanty, pi = pj pro -3 J.

*
Sur certaines surfaces paraboliques dans les espaces euchdlem a

2n-dimensions. .
(Resume de 'article précédent. )

 Dans cet article je m’occupe des surfaces plongees dans

un espace euclidien & 2n (>4) dlmensmns dont les equatlons

peuvent étre mises sous la forme - . : . IR

X, =ysinz, Xq—ycos"c X, = y,'sin pyz, X4—-yzcospzx
o — 1 = Y SIN D7, Xon =YnCOS Pu,. . '(”i). .

les X étant coordonnées par rapport & un systeme de référence
rectangulaire fixe, z, y étant des variables indépendantes et ¥, p;
des constantes (:.: 0), pi =+ P pour © % 4. En partant des hyper-.
circonférences de 1’espace (ce ‘sont par définition les courbes
dont toutes les courbures scalaires sont constantes non nulles) je
définis les surfaces en question, olt p; .1, par une construction
. géométrique intégrale simple, puis, en introduissant la _notion
~ d’indicatrices de courbures normales de dﬁferents ordres — notion
-intrinséque locale attachée & une surface — j’arrive & caractériser
Ies surfaces (*) par leurs propnetés geometnques locales '
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