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* 2

0 krivkovém & plosném elementu trettho Fada,
pro;ektlvniho prostoru.”)
* . Dr Eduard Ceoh.

l. 0 charakferistické trilinearité elementu prostorové kivky.

1. UvaZujme nejprve rovinnon &iru c, danou v okolf bodu

0 (0,0, 1) ravnief : * . .
SRR o

xs Z3

Predpoklddejme, Ze tetna ¢ (z;==0) v bodé O mé s ¢ pouze
styk prvého tadu, tedy p, == (. Kuzelosetky ‘

3p3a; + Az - 2py%, @y — 60292, = O ©))

majf v O, jak snadno shleddéme, styk tretiho Fddu s c¢. Poldra
bod_u (®,, @y, ;) vzhl. ke (2) mé soufadnice

Dy g == (Bpha; - paxy): (P + Axy — 3py y) 1 — 3py7y.

Body na ¢, a jen ony, maji vzhledem ke viem kfivkdm (2)
tutéz polﬁru '

@y =ty =0, u, 1wy = 35)2931 : (pyy — 3p2:5:?). 3)
Projektivita (3).mezi Fadou bodovou- na ¢ a svazkem pimek -

o stfedu O stanovi Gplné element tfetiho Fadu 'tary c. Nazveme
it polamtau vzhtedam k elementu c.?) Kazdd nedegenerovana

l) Toto pojedndni obsahuje ne)dﬁleiitéjsx vysledky ste)no.]menné prace;‘
pocténé jubilejni cenou:Krdl. Spoletnosti Nauk které za dnesnich pomert
tiskovych neni moZno vydati. Prameny nékolika zndmjch sz veck, kterjch
pro souvislost nebylo mozno_vypustiti, uddny jsou v fextu. Konstruktivni
aplikace, které namnqgze samy se nabizeji, ‘nejsou. zde zdsadné. provedeny,
jezto obytejna jest mnoho moZnosti, jednak -0 tom, co povaZovati.za dané
a hledané, jednak v. modalitéch provedeni. Naproti tomu bral jsaxmﬂgde _
atetel k tomu, abych, teorii. podal tak daleko, 'aby moznost provedéni kon,-
strukei byla patrna. P. red. Cds. projevuji vhely di¥ 2a lagkavou ochotu, jez
umoZnila uvekejnéni aspoii v této forme. “.

72 Jest to tedy na snadé jsouc{ zobecnéni. Trausonovy deviaém osy
(A. Traucon, Recherches sur- la coutbure des hgnes et des surfaces I d
Lionville, VI, 1841) . o

‘s “
I
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projektivita mezi ¥adou bodé na # a svazkem pHmek o stiedu
0, v niz bodu O pHslusdi piimka ?, jest polarita vzhledem  k ele-
*mentu kfivky, dotfkajici se £ v O a nemajici zde inflexi. Ko-
relativnd mizeme definovati polaritu vzhledem k elementu kuzele.

‘Nésledujicim zp@sobem dojdeme k téze pifbuznosti: Bud
O libovolny bod na ¢ blizky k O, ¢’ teéna k ¢ v O'; piifadme
bodu (¢') na ¢ pimku OO’ svazku O. Dospéjeme takto k jisté
korespondenci mezi fadou bodd na ¢ -a svazkem primek bodem O,
v niz bodu O odpovidd p¥fmka £ Ona prOJektmta mezi Fadou
¢t a svazkem O, v niz bodu O a dvéma soumezn§m odpovidaji
tytéz pHmky jako v této korespondenci, jest polarita vzhledem
k elementu ¢. Dikaz pfenechdvdm Gtendfi.

Jest patrno, Ze i kdyZ uvaZovand vétev kiivky nenf prvého
¥4du 1 tiidy, moZno ii stejné priraditi algebraickou korespon-
denci mezi' Fadou ¢ a svazkem O, oviem ne jednoznafnou.

2. Uvazujme uynf prostorovou ktivku C, jdouci bedem
0 (0, 0,0, 1), majici zde za tefnu pHmku ¢ a za oskulaénf ro-
vinu © (z; = 0). Rovnice C jsou tvaru

L YEANW N EAY
x, ~ 4 (:m) + 6 (w‘) EaRED

o EREEE)

Budeme pi'edpoklédatl, Ze ani ¢ ani nejsou staciondrni, tedy

D3 4: 0.
Promitnéme C’ ] llbm_rolného bodu (y,, yﬂ, Y3y ¥y) G0 o.

| Rovnice prﬁmétu jest : }
__2 \_‘g_ péy:x ) (_“’ﬁ_ L )
2 {5’34) + 6y, + )

x4 s

4)

&

Odtud ﬂdme pedevifm, *7e priiméty se viech bodd tetné
TOviny #39; — @54, = 0 maji mesi‘sebou styk trettho FAdu.
Pro polarita vzhledem k jich elementu obdrzfme, bereme-li

- § za parametr bodu . (£ 0,0, 1) na ¢ a7 18 panmetr pHmky

-‘,:cs_a;:c,-}-x,*O rovaici . - N

S " = | 3%’2:"_3.?9_‘_93?& : 8:9

i
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1/2

PovSimneme-li se, Zze v této rovnici také vyskytuje se

lmezirné mime tuto vétu: Budte O, ¢, o resp bod, teéna,
oskulatni rovina prostorové kfivky C’ Je-li o kterdkoli rovina
svasku ¢, R.kterykoli.bod na ¢, a » poldra R vzhledem k ele-
mentu projekce C' do @ s libovolného bodu na g, jest ¢, », R
trojina parabolické !) trilinearity o singuldrni trojici O, ¢, o;
tuto trilinearitu budeme nazyvati charakteristickou trilinearitou
elementu C. Jsou-li (4) rovmce C, a bereme-li (zde i v delsim)
é za parametr bodu (5, 0, 0, 1), n za parametr PRmky
= 7@, + @, =0, a { za parametr roviny {2, — x, = O,
Jest rovnice char. trilinearity
: 2 . L]
Pe i Ly =0 C®
Kazd4 nedegenerovans parabolickd trilinearita meze Fadou
t, svazkem (0, w) a svazkem ¢ o singuldrni trojici O, ¢, o
jest char. trilinearitou elementu kiivky reguldrni v souttdnicich
bodovych pﬁmkovyc’h i rovinovych. Korelativné definujeme jako
char. tmlmemztu elementu rozvinutelnd plochy

RN TANNE TN
w7 (u3)+,-6 (u)+

. 4 @
My 4
. u3-6( )*24( )+
trilinearitu o
L §
o +3” +3?2+n3=0. )

— g

“E-1) Tento zvladtni p{’ipad pi‘xbuznostl trilineérni, ze v kazdém ze tFi
utvard obd prvky, jimz phsluéen degenerované projektivity mezi drahymi
dvéma utvary, splynou v jediny (tyto tii prvky tvofi pak t zv. singuldrni
trojicl) uvafoval apl‘ poprvé Schubert v poj.  ,Die tirilinearg Beziehung
zwischen drei einstufigen Gebilden“ (Math. Ann., sv. 17, 1880). Schubert
naryvé jej ,singulare Trilinearitat'; tyz nézev podriuje ms pt. London
nZur Theorie der {trilinedren Verwnndschaft dreler einstufigen Gebilde,*

(Math. Ann., sv. 4%, 1894) i Sturm ve #vé 4Die Lehre von den geometri-.

schen- Ve;w:mdschaften.“ Jest  viak patroo, Ze -se jednd o specialisaei -
jiného druhu nez ostatni, které ;rovnéz Schubert t. c. jmenuje singuldrni
a jet json dény reducibilni rovnici. Preto dal jsem prednqst nézev
porabolickd ; také nézev specielni byt by zcela vhodny.
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3. Bud déna parabolicks trilinearita mezi fadou £, svaz-
kem ¢ o singuldrni trojice O, ¢, ® rovnici
A B . C
—§_+_1]—+—§_+‘D=O' ©
Provedme nejobecndjdi transformaci parametri &, u, § té

vlastnosti, aby bodu ¢, piimce ¢ a rovin® o i po transformaci
pFisludely hodnoty nulové parametrd, tedy transformaci

__ ak — By, — 76 8 1
Titag T, it T 00

Tim ptejde (9) v rovnici
' A1  B.1*
— 4=+ D_O
a§o+ﬂ% y§0+ ++ L+
Jeli nyni mimo (9) Jesté déna druhd trllmeanta téhoz typu
. g + + +D’—O » . (9'

shleddvdme, Ze vyrazy ,

4 B ¢
4”7 B ¢
nemén{ se transformaci (10)?); a tedy vyrazy
> _AB . _BC . _CcA
=gy 'm=pigy W= Gigo (11)
vézané identitou
‘12’23’31 =1, (1r)

jsou (absollltni) simultani mvunanty trdmmrat 9), (9'). Lze
ostatné snadno udati jejich geometricky vyznam. Pro 4, na
pk. obdrzime Je_] takto: Zvolme ve svazku £ libovolng, ale pevné
dvé roviny ¢, g Necht obecnd R, 7, ¢ je trojina trilinearity
(9) a k', r, ¢' trojina trilinearity (9). Opisuje-li r svazek
(0, w), jest fada R pro,;ektwni s fadou R’ .a mva.riant této
pro;ektlvity 7 )est préve m

1 A4, B, C, D mozno soutasné nésobiti tymz faktorem, beze zmény
vyzpamu rovn. (%).
2y ¢, j. dvojpomér, ktery tvori ktergkoli par prvkd korespondu,)xclch
parem prvkﬁ s‘modruZnych
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4. Bud nynf (i v daldfm) I" rozvinutelnd plocha teten
¢ry C. Pro soufadnice tetné roviny I' mime =~

A R A T e+ g St

ulztég:ua:u4: 1, p,t'—{—%t“—{-.,,, 3 tq—}— (14 ol

FHO’ p2+ Pst +'_"; - 93t+%—t2+...

kde jsme kladli gl— —¢, &l

4 B

s Yp— _‘?3_/ 2 20,9, — 3p30s 3

u'3 - 2 t + 6p2 t +-..’

%:_%t + 2.pSQ32_p;.p2q{ t2+...,
3 2 3 :

M Qs 45 AP0 — 30944 44
w6l T edp, LT

a vyloutime-li ¢, :
U __ Py 2 (P95 — 3p4q5) (s \}
AR X <u3)+ps‘ 294 . ?93)(_2_)_1_“., ’

= 2, 6
Uy 93 " 15 Us (12)
_ P (B P; (3Pa4—8P303) %, )‘*
ug “673( )+ ()
Dle (8) jest charakteristické trilinearita elementu I:
7y +3P,+393+ Poy— < 3[’3(13 —0. L)

E £ 9

Miizeme tudiz. vyslovxti vysledek: S;multam mvarmnt Y
- charakteristické tnlmeamty elementu prostorove krwky C
‘a char. tril. elementu jeji rosv. pl. tecen jsou

Gy =38, 4=38, 4 =% e (14)
Naopak: kazdé dvé parabolické trilinearity mezi Fadou bodd
na ¢, svazkem pHmeK (O, o) a svazkem rovin {, o singulérni
trojici O, #, w, jichz simultani invarianty jsou (14), lze pova-
zovati resp. za char. tril. eleffientu prostOrové kiivky C a jeji_
rozv. plochy teten I' ‘ ’

'
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5. Jest viak zajimévb stopovati ddle vzdjemné vztahy

obou trilinearit. Eliminujme z rovnic (6), (13) nejprve 7;

obdrZfme rovnici ’

Py 495 21’3(13 — P ._O 4 15
§ ¢ T 29, ’ . (15

definujicf projektivitu mezi Fadou boddi ¢ a svazkem rqvin ¢.
ool gvazkdl ptimek, jichz stfedy a roviny si odpovidaji v této
projektivité, tvoff specielnf linedrni kongruenci K o -fidicf
. ptimce ¢. UkdZeme, ze K neni nic jiného nez oskulaini
linedrni kongruence kiivky C, t.j. kongruence, obsahujiei ttyfi
soumezné tethy C. Pro seufadnice pu — x; y. — 21 y: teten C
obdrzime

’ Dia P Pg3 P P31 Pry * Poy 1"34 =

t1 %—t‘l.}.pg.ts_*_“." Qs t3+(14 t4+ L] 1

L, pitPrpy. DGy
v Pl » g U T g e

&l , ‘ '

Py D2 0 P3 .3 Pos - P9 ,4 Dola,s

P Daye Py Pa

P2 3 T 12‘.24“"

Ps; 93 9a © Py s ~
- Bl a2yt A S 16
p14 ‘ 3 + 8 + p14 pn' + ‘5— + y ( )

Psa __ 95 4 9
e A i A S
. Pia 2 + 6 +

Odtud vidime, ze vedle 22 j

14

(I’z‘h “Pa 'Is) ]731 —2¢3 ;“)H - 21’993 Py
14

Jjest potenéni i'adou v t poéinajjci teprve Ctvrtou mocnosti Jsou tedy |

P2 =0, ap‘(h 20595) Pay — 295 (93P + Papss) = 0 (17)

rovnice oskul. lin. kongruence.

Z toho je patrno predeviim, Ze tato jest specxelni a mi ¢t
78 piimku Fidief. Abychom obdrZeli piimky -kongruence (17),
které obsahujf bod (£ 0, 0, 1) na ¢, jest kldsti v (17)

D13 Pos i Pa1 i Pha i Pas i Paa = — §xy 10t dy i (2, — b)) 1y 1 2,

~.



225

timz dostdvame, %e hledané piimky lexi v roviné

(P25 — 2P5%) § — 2py05] @3 -+ 29382, = O.
Je-li ¢ takové, Ze tdZ rovina md rovnici { x, — z; = 0, jest
tedy splnéna rovnice (15), jak jsme chtéli dokdzati.
6. Eliminujme nynf { z rovnic (6) a (13); vysledek jest
3192 A .
=0. 17
§+ ~9q = (17

Nazveme s Wilczynskim?) oskulaénim kuZelem prostorové
k¥ivky C v jejim bodé O oskulaini kuZel druhého stupné kuZele
promitajiciho C's O, a oskulaini kudeloseékou kiivky C osku-
laéni kuZzelosetku priseku I' s «. Rovnice priseku I' s o ob-
drzime, klademe-li v (16)

Ty i &yt X3t Xy = Py, !—2’)232027)34,
a jsou tedy

om =L tpdpq
"2‘11 2y P29 43 :
0‘7,3 9'1 + 04 t+

Dosadime-li z téchto rovnic do vyrazu

. 0% (Bpy2s7] + i1y — 89;7,%,),

obdrzime potenéni fadu v ¢, podinajici aZ, ¢tvrtou mocnosti; mi
tudfz kiivka (18) a tedy také osknlaini kuZelosetka kfiky C
v O s@yk tiettho fddu s kuZeloseCkou ’

3040573 + 0,2, — B3y = 0. L(19)
Polara bodu (& 0, O, 1) na ¢ vzhledem ke (19) ma rovnici

619582, + (@€ — 875) 2, =0. ‘
Je-li taz piimka ddna také rovincef %z, + x, = 0, jest
tedy. splnéna rovnice (17) a tato vyjadiuje - tudiz polaritu
vzhiedem k elementu oskulaéni kugelosecky krwky C. Korelativné
—_— ° »
1) Wilezynski, PrOJechve differential geometry. of ¢urves and ruled
surfaces, 1906, st. 250.
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vyjadiuje rovnice 7
3_1’; + ég:_{ + 3p2q‘t 29 8de3 —_ 0 (20)

3

vznikl4 eliminaci £ z rovnic (6), (18), polaritu vzhledem k elementu
oskulaéniho kusele krivky C. Vysledky poslednfch t¥i odstaved po-
dédvaji postatujici basi pro FeSenf dlohy z péti prvki: 1.) element
tfetfho fadu prostorové kiivky C, 2.) el. 3. f. jeji plochy teden,
3.) el. 3. f. jeji oskulaini kuZelosetky, 4.) el. 3. f. jejiho oskul.
ku'Zele, 5.) oskulaéni lin. kongruence, zndme dva a hleddme
zbyvajici tfi; a to jeden pro Fefenf poletni, nybrz i konstruktivni,

Do provedeni které je snadné a d4 se ovSem rozmanitd
graficky realisovati (s vyhodou lze pouziti i n&kterych relaci
metrickych). poustéti se nehodldme. Za to upozorndme jeste, ze
jsme mimochodem roztesili i tuto dlohu: Jest ddn kuZzel V a
polarita vzhl. k elem. ¥V v okoli vytvofujici piimky ¢; sestro-
jiti jest elementy tfetfho ¥ddu téch far na ¥, jeZ prochdzejice
jeho stiedem dotykaji se zde ¢, jakoZz i el. 3 f. rozv. plo¢h
te¢en téchto &ar..

7. Odvodime nyni souvislost char. trilinearit elementu
prostorové kfivky C a elementu jeji plochy telen I' s metric-
kymi invarianty, predpoklidajice, ze bod O je v konednu,
¢ nenf pfimkou minimélni a @ nepi rovinou minimélni. UvaZujme
nejprve euklz’doéskou metriku. Budte z, y, # soufadnice pravo-

hlé, s oblouk, - khvost a 1 torse tary C. Dle formulf

T L]
F renetovych )e ‘)
) x:s—gg &
__ 8 d(1)s®
Y %+E§(g)—§_+ ,
¢ d (1l \st
7Y Oas(;ﬁ)zﬁ ’
_x*  df1\ 3
atedY/ ‘ y"‘?é"l"ds('(_)')_g"'}'"'a
z3 d( 1 \at @)
¢ Ty oTs'( )24'*’

1) V. n. pt. Hostinsky, Diferencialni geometme, str. 30,
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Je-li 0 vzdalenost bod (£, 0, 0) od O, je-li ¢ thel pHmky
z=n x+y=0s piimkou ¢ a y. thel rovmy §y—2=0
8 rovinou o, jest

g—-dr n=—1tg 9, C:tgw) ' (22)

a rovntce char. trilinearity elem. C jest tudiz dle (6) a (211)
?“@_Ttgzp'*'ds""o (23)

Dile jest dle (13) a (21) rovnice char. trilinearity elem. I”

dfo)_
s—@”m”’ds(r-)*o' @
Pozorujme, ze (23) pteje ve (24), klademe-li misto
-0, tgq, tgw, ¢, T, ds
o 1 =~ ds
’ 'T‘.‘; T _'T" .
Predchdzejice k neeuklidoyské metrice, pfedpoklddejme

soustavu soustavu souradnou tak volenu, Ze rovmnice absolutni
kvadriky jest

resp. tgy, —tgg, 0

x? 4+ x} + i} 4+ 22 =0,
a volme faktor umérnosti nadich homogenich soufadnic tak, aby
‘bylo identicky -
@l a4l = Y
kde %2 jest kfivost prostoru.’) Dle formuli Frenetov{ch?) jest,

maji-li's 1 o tyz vyznam jako dfive,
. R® 3 , g )
a=s— TR,

s d
“=g i (o)t

R sd d/ F .i‘
V=Tl Cds\giT)2a T

l) V. na pt.Coolidge, The elements of non-euclidean geometry, kap 15.
) Tamléi rovn. (5, (9), (10), (11)



pf_1(pthyy 14 1’) ﬂ)a
Rac4—2g(Rx4)+6ds(g Ra,; +"""
o L) g (L) (r2) 4]
RmT_ 692'(Rx4) 24 ds g“’-T(Ra:‘A—‘—“'

Maji-li & 7, & d, ¢, ¥ tyZ vyznam jako nahofe, jest nyni

(25)

"0
i_’;:th, 7l=‘-_—tg% E=tgv. (26)
Jest tudiz rovnice char. trilinearity elementu C
- 8¢ 3 e do_
R 5 tgo Ttgw+ds",'0' (27)
tg -
a rovnice char. trilinearity elementu I’
0 3 30 @0\ __
J .“E&*Ttg¢+Tds(T)*o' 28)
Rtg 7 (

i’ro lim R = oo pfejdou ovSem rovm. (27), (28) resp.
v (23). (24). Abychom obdrZeli metrické vyjddieni polarity
vzhl. k elementu rovinné kiivky, potfebujeme pouze v rovnicich
(23), (27) Kidsti 17 = 0.

Piipomenouti jest, ie 8, ¢, v jsou or ient'ova,n,é vzd4lenosti
resp. thly, pfesné definované rovn. (22), (26). Jde-li o redini
obor, jest J brdti positivné na posit. Easti t?ény, smysl dhlu ¢
jest vzitl v souhlase s tim, aby positivni Cast telmy pfesla rotacf

-

"o + 5V posmvni tast hlawn{. normaly, a smysl tGhlu ¢ s tfm,
aby ta ¢dst roviny oskulaﬁni jez obsahuje kIadnou tdst hlavni
normély, pfesla rotacf o + v tu Cast rovmy rekmﬁkai‘,ni, jez
obsahije ‘kladnon ¢4st bmormaly '

Na konec jeSté sthjte tyto vysledky, jich¥ dﬂkaz jest
okamzity. Bud P, p, =, resp. P/, p', n', obecnd tropna char
trilinearity elementu C, resp. elem. 1. - .
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Pak jest
1.) p¥i pevném 7, rgsp. n':
lim —————6-13 =% | lim - up =2
07"’::)' < (t).p) BLA (,p'_.o<)2(f ) 3 !
2.) pri pevném p, resp. p’:
) OP oD . T
im ——————OP =37, lim ———————-OP =5
0P=p < (w7 “) 0P =0 < (‘”: n ) 3
3.) pfi pevném P, resp. P':
<@m_, 1o <@y o
lim 3 lim L —
<):("P) ’0 < (ts p) ’ 3 T . r<[(t,p')=0 < (t) p) T

Bod tbé&zny na tetné (v pripads eukl. metriky) resp. bod
na ¢ konjugovany s O vzhledem k absolutni kvadrice (v pfip.
neeukl. metriky) a hlavni normdla tvoff spolu s tetnou rovinou
oskulaéni koule jednu trojinu charakteristické trilinearity
elementu C. Podobng& tvoif bod, o nemz se o dotjki se
ctyt soumeznych oskulaénich rovin kiivky C, a hlavni norméila
spolu 8 rektifikatni rovinou jednu tiojinu char. trilinearity ele-
mentu I'. .

Uvedené uplné sta(,i abychom mohli snadno piejiti od
char. ‘trilinearit (pottem nebo konstrukef) k metnckim invari-
antum nebo naopak

Il. Projektivni geometrie plosného elementu tfetiho Fadu.

1. Necht prostorova kfivka C' dotjks se v bodé O plochy
11, necht se viak nedotykd tecny - asymptotické ; bud o tetnd
'rovma II, t tetna a ¢ oskulatni rovina C v O; pak plat{:’ nutnd
apostatujici podminka, aby styk C' s II byl aspoii tretfho *adu,
jest, aby byl takovym styk projekee ¢ kiivky C do ¢ gjednoho
a tedy ') kteréhokoli bodu P rovihy o s priseénou kivkou e
a I1. Na dikaz volme soustavu soufadnou tak, aby bylo 0=
0,001, t=0,=z,=0, o=2z=0,P= (0 1,0, 0),
tak ‘e jest rovmce I .

~‘ -;—-}- (1a? +m:t,zg+nm,)+q>3< kil ::)+...,

1) V. cdst I, odst. 2.
. ‘_’ '
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kde ¢: jest forma stupné I, a rovaice C

2 3 \3
ms x' 1‘, w.,\ wl
— = L4 v, {— —“z=b; (] +..
z, a”(%) 3 (‘a:,‘ + 7, i\ =,
{ .

Nutné & postatujici podminky pro Zddany styk jsou
a, =1 ‘a;=1,(,0).
- Rovnice ¢ jest patrné '

}—_z( >+<p3(1 0)( >;+

4

~ Nade tvrzenf jevi se nyni evidentnim. Disledek toho jest,
ze pii studiu elementd tfettho fddu viech kfivek plosnych
v daném bods jejim lze se beze vieho omesite na Cdry rovinné,
nehledime-li na &iry dotykajici se jedné z asymtotickych teten.

2. UvaZujme nyni annalytickou plochu I7 v okolf bodu O,
v némZ necht asymptotické teény jsou rizné. Oznatme (v dal-
#im stdle) o tetnou rovinu I7.v O, a « a $ obs teény
asymptotické. Soustavu soufadnou volme tak, aby bylo:
o=z, =23 = 0, f =@, = x; = 0. Rovnice IT jest pak

s

2 Vx"”’i-f( ’”)+ )

z,

kde f(x;, 7)) = a2} + a,xix, + ayz, @) + agxl. Eiustu]e
linedrni systém oo kvadrik @, majicich v O styk dmhého
tddu 8 II:

’ Z,Xg — Tyxq + (4,2, + Ayzq -{’— Ay1y) 3 == O (2)
Pronik Q s IT mé v O trojny bod; tetny jsou

I (@, ) — (}')xl + 4u3,) 223 = 0. ’ 3

Ménf-li se 4, 4,, tvoff (4) dvojmocnou kubickou involuei

I3, Jest !rozeznzivatl tti ptipady @) a,a; 30, b) a, =+ 0, a; =0
anebo D a0 = 0, a, =1= 0,¢) @, =a, = 0; a sice vymxzi a, (a;)

tahdy a jen tehdy méd-li 8 (¢) styk vy3s§tho neZ druhého ¥4du

8 II.- V obecnémy pipadé a) nemé I: pevnych prvkid; neutrdlnf

pir tvoH «, B. Viecky. trojiny I“ jsou apolirni s trojinou
' - @y} + agzy =0, 4
kterd sama ndlef do I3; ,)ednotlivé Jeji prvky ,}sou tro,]né
prvky I3,

_ . e €
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- Trojina tato byla poprvé uvaZovdna (a to prdvé timto
zpisobem) Darbouxem r. 1880.') Jeji -zdkladni vyznam pro
projektivni diferencidlni geometrii ploch ukizal Fubini ve svych
pracich z nejnovéj§i doby.?) Budeme prvky této trojiny
s Fubinim nazyvati feény Darboux-Segreovy (Darboux jmenoval
je tangentes & osculation quadrique). V dal§im Jnaskytne se
ndm piflezitost, podati dilezité vlastnosti téchto teden, které
také mohou slouziti za jich definici. V pi¥fpadé b) (pro urditost
pfedpoklddejme a; — 0, tak Ze o méd styk vyiitho fddu s I7)
mé I3 pevny prvek «. VSecky tfi trojné prvky I% splnou v «.
Konetns v piipadé ¢) m4 I3 dva pevné prvky o, g a redukuje
se na systém oo'. IT m4 pak v O styk aspoil ttetiho Fadu
8 kvadrikou a rovnice (4) jest identitou. Kazdé trojiné I pH- -
slu§i jednomocny (v piipadé c¢) dvojmocny) svazek kvadrik ¢;
tyto maji podil « i podil g styk. Specielnd tl’Ojlné (4) ptislusi
kvadriky °

#,2y — 2@y + (2,7 + a2y + Ayay) 2, = 0. ®)

Tyto majf v O s IT styk druhého (v pifpadé& ¢) tfetfho

fddu) a tetny k proniku I7 s kteroukoli z nich jsou teény

Darboux-Segreovy (trojndsob potitani « v p¥ipadé 2); mezi

sebou maji pak styk podél «-i podél B, tedy v O styk tfetfho

tidu. Ktergkoli bod (x,, x,, 0. ,,) Vv © md tedy vzhledem
k nim v8em tutéZ poldrni rovinu o soufadnicich

OUy T= Ty, QU = Ty, OUy = — Xy + @, %, + Ayxy, Uy = 0. (6)

Tato korelativni transformace mezi polem w a trsem O jest
pro daldi velmi diilezitd: budeme ji nazyvati transformaci =,
(pristusnou elementw II).

" Jest patrno, Ze soustavu soufadnou lze vidy tak voliti,
aby jednou z kvadrik svzku, o némZ prdvé byla Fed, byla
kvadrika @2, — 2,2, =0; tento predpoklad ucinime, tak Zze
bude f (x,,x,)=1% (5,2} + s, 3); rovnice IT bude

p=h Gl )+, o

S xy @, Zg
1) V. Darboux, Sur le ‘contact des courbes et des surfaces (Bull

d. S¢. math. 2 sér., t. 4).
2) V praci G Fubini, Fondamenti d1 geometria proiettivo-differen«

ziale (Palermo Repd., t. 43, 1918—19, fasc. 1, pp. 1—46) nalezne ctenar
seznam dosavadnich jeho praol
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a rovnice transformace 3, budou
Uy T Ug Uy =Xy STy L — Xy, Xy = Uy = O. 8)
Mozno pfedpoklddati a) &, = 1, e,=1, b) g, =1, &, =0,
¢) & = ¢, = 0. Ponechdme radé&ji tvar (7), abychom mohli viecky
tii pifpady goutasnd vyletFovati.
3. Moutard vyslovil vétu!), Ze oskulaini kuZelosetky
. v O prisekit /T s rovinami, které obsahuji pevnou tetnu ¢
plochy I1 v O, tvoif kvadriku, kterou nazveme s Wilczynskim
Montardovou kvadrikow piisluSnou tetn& ¢. Darboux ukazal, ze
ze tH tefen v O ku priiseku 17 s tonto kvadrikou dvé splynou
v ¢t; odtud nalezneme snadno, piihlizejice k tomu, co bylo
" teteno o involuci 13, Ze Moutardova kvadrika pfislu$nd te¢né

- &y — nz;== 0 ndlezi svazku .
6n (x,x, — x32,) 4+ [(26, — &,0°) nx, — (6, — 2e,n%) 2, +
' Ayzy] 2, = 0. 9)

Je-li P kterykoli bod na teéné w, — nx,=—0, tvoi tedy
polairy P vzhledem k oskulainim kuZelosetkdm prisekd- /17
s rovinami svazku OP, &ilt, dle difve ndmi zavedené terminologie,
poldiry bodu P vzhledem k elementim téchto priisekl, svazek
(o stfedu 0),. jehoz*rovinu ~» mizeme tedy nazvati poldrni
rovinou P (a P pdlem n) vzhledem k elementw II. Z rovnice (9)
nalezneme, Zze, jsou-li (z, z,, 0, z,) soufadnice P a (u,, %y, s, 0)
soufadnice =, jest souvislost mezi P a =, &ili polarita vzhledem
k elementu 17, déna rovpicemi

ou, = 6,22, ox, = 6u,uj,
ou, = 62z, 02y = 6ujuy, - (10)
Quy = &,@} - &) — 62,47, ou; = &ul + &ud — 6 U,
Z toho, co bylo feteno v odstavei 1., vysvitd, Ze analysa
elementd trettho fidu viech kiivek na IF v okoli O redukuje
se Uplné na studium Cremonovy transformace (10). Totéz viak
plati i pro korelativni analysu; ta se predeviim pomoci véty
korelativni s vétou odst. 1. redukuje na studium elementi
tfetiho Fddu KuZeld opsanych II; wuZijeme-li v8ak na takovy
kuzel a na kfivku, podil niz se dotyké .7, téze véty, vidime,

1) V. cit. praci Darbouxovu.
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ze korelativni transformaci prejde (10) v- polaritu vzhledem
k elementu transformované plochy.”)

4. Bud opét P libovolny bod roviny w, a bud ¢ poldrni-
rovina P vzhledem k Moutardové kvadrice piisludné teéns
konjugované s OP. Nazveme ¢ reciprokouw rovinu bodu P
(a P reciprokym bodem roviny ¢) wvzhledem k elementu I1.
7 rovnice (9) nalezneme, jsou-li nyni (x,, x,, 0, x,) soufadnice
Pa (u, u,, u;, 0) soufadnice ¢, jako rovmice reciprocity
vzhledem k elementu I7

ou, = 2x,22, ~ oz, == 2u,ul.

ouy = 22x,, ' oxr, =2ulu,, (11)
p— 3 ] — 3

ouy = — (&,@] +&x3) — 22, 2,7, 075 =— (&uui+ & uy) — 2u, uyus.

V pojedndni ,Complementi alla teoria delle ' tangenti
coniugate di una superficie (Lincei Rend., sv. 17, 1908)
zavadi C. Segre biraciondlni transformaci mezi body P pole @
a rovinami ¢ trsu O takto: je-li ¢ oskulaéni rovina v O jaké-
koli kiivky plo&né ¢, jest P bod vratu na rozvinutelné ploSe
T opsané podel ¢. Snadno shleddme, p¥epi¥eme-li rovnici (9)
pojedndni Segreova do soustavy soufadnic zde uzité, Ze tato
transformace jest identickd s reciprocitou vzhledenr k elementu I7.
Specielné jest o oskula¢ni rovina ktivky, podil nfZ se dotyka
1T kuZel opsany s P, a korelativné.®)

Poznamenejme vyslovné vétu, kterd vzhledem k tomu, jak
jsme polaritu a reciprocitu definovali, jest samoziejmd: Je-li @
Moutardova kvadrika piislu§nd tetné& ¢, a ¢’ tetna konjugovani
s t, jest polarni rovinou kteréhoholi bodu na ¢ vzhledem ke ¢

1) Trauson dokézal jiz r. 1841 (Recherches sur la combure des
lignes et des surfaces (J. de Lionville, sv. 6), Ze mistem deviacnich os’
prisekd IT s rovinami svazku, jehoZ osou je tetna, jest rovina, a dale? ze
existuji tfi normélni fézy o deviaci rovné nnle Ze v textu provedené
projektivni zobecnéni této véty jest velmi na misté, ukazuje souvislost
obou Cremo..ovjch transformaci (10) a (11), o niz v daldim bude fet.

2) Na struéné a velmi elegantni pojednani Segreovo pravé cito-
vané, nebylo pokud mi zndmo, dosud nikym navédzédno. Segre sdm zabgyval
se touto véci pouze pFileZitostué, jak lze souditi z toho, Ze nepoukazuje na
souvislost své transformace s teénami Darboux-Segreovymi, ad o techto
tendch v tém? pejedndni pozdéji podrobné mluvi a a¢ k této souvislosti
nutné prijdeme jakmile se, ponékud blize s touto Cremonovou transformacl
/abyvame

16,
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jeho polarni rogna'vzhledem k elementu 77, a polarni rovinou
kteréhokoli bodu na ¢’ vzhledem ke ¢ jeho reciprokéd rovina
vzhledem k elementu I7.

5. Srovnéni. rovnic (8), (10}, (11) vede n4s vzhledem
k tomu, jak jsme soustavu soufadnou volili, - téméF bez pottu
k vét&: Je-li P libovolny bod v w, A4 rovina piislusnd »
v kerelaci &,, 7 polirnf rovina bodu P a p reciprokd rovina
-téhoz bodu vzhledem k elementu I7, jest

(wimg) = — 3. (12)
Korelativié. Zdroveti vidime, Ze, je-li = rovina takovd, Ze
(wAnt) =k, (13)

kde % jest libovolnsd konstanta, jest souvislost mezi P a .
jsou-i (2, x,, O, ,) soufadnice P a (u,, u,, u;, 0) soufadnice
7, Vyjédiena rovnicemi ’

ou, =6rzx;, - 0z, = 6u,ul,
ou, =622, ) 60y = 6uly, (14)
oty =k (e 23 4 sa;c;) — 62, 7,2, oxy==Fk(ggu} 4 & ud) — 6u,ugt,.

Nazveme tuto Cremonovu transformaci transformaci 2
prislusnou elementu I1. Specielné jest tedy =, polarita a trans-
formace X_, reciprocita vzhledem k elementu II. V piipadé c)
(g =& =0) splynou vSecky I v korelaci =X,. V pripadé
a) bodim tedem Darboux-Segreovijch (a jen témto) pFisluSeji
ve vdech Iy tytéd roviny. V piipadé b) (g, 3= 0,6, ==0) jsou Xy
kvadratické?), v ptipadd a) (5,8, <+ 0).kubické (mimo =, oviem).

V daldfm budeme studovati X, pro obecné % (=Z=0). Pri
jiné pifleZitosti uvidime, Ze jest vyhodno neomezovati se na
Z,¢ 2, 23y zde poukazuji prosté na to, Ze tak vyhneme se

1) BudiZ devoleno na tomto misté uvésti ndsledujici: V poj. p. prof.
Sobotky ,,Zur Construction von Osculationshyperboloiden an windschiefe
Flachen*, (Sitzb. d. kon bohm. Ges. d. Wis:. 1903) vedla nepresnd syn-
tetick4 infinitesimalni wvaha k vysloveni chybného tvrzenf, Ze by (v moji
terminologii} pki plose zborcens reciprokd rovina vzhledem k elementu
plochy byla toloZna s polarni rovimou vzhiedem k oskulagnimu hyperboloidu.
Toto nespravné tvrzeni bylo bohuzel vzato p. prof. Kioboutkem za ziklad
dal8ich konstrukei ve &lanku ,,0 zborcenych plochéch, kieré maji danou
asymptotickou plochu® {tento Casopis, rod. 49) a, jak lze souditi z franc.
résumé tamtéz, asi i jinde.
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zbytetnému opakovéni. 3% spolu se souliny jich se 3 tvoif
grupu, coZ jjen mimochodem budiz uvedeno. . B

6. Predpoklddejme nejprve obecny piipad @), kdy trans-
formace 3, jest kubickd. Otddf-li se rovina (u,, #,, u,, 0) kolem
piimky p trsu O, dané rovnicemi

2wy + Ayuy + Agu; = u, =0, (15)
opisuje bod, jemuz odpovidé v 3, kubickou kiivkou c: 0 rovnici
” Asle (8,33 + £,29) + 6 (2, + 4,5y — Ayae,) 732, = 0. (16)

*Bod O jest dvojny na cﬁ a tetnami jsou «, 8. Pro tu vétev

na pf., kterd se dotykd f3, plati rozvoj
&k ) 7
%_6(%)4_... \ a7
Pro urtité & maji tedy vSecky ci v kizdé z obou vétvi
styk druhého fadu. P¥i riznych %, A’ naproti tomu jest pomér

kfivosti ar cr, ,c:' roven ;j Kfivka ¢, m4, jak zndmo, ti body

inflexni, lezfcf na p¥imce. Pro soufadnice téchto bodi obdrZjme -
.ze (16): )

g2 & axd =0, Ay, + L, — Aze, = 0.

Prva z téchto rovnic pravi: Body inflexni viech kfFivek c:
leéi na tedndch Darboux-Segreoviych. Drupd znamend: Body
inflexni kiivky c* le3i na p¥imce, prisluiné pFimee p v kore-’
laci 3,. Netfeba vyslovnd uvddéti vét korelativnich.')

~ Obratme se ku piipadu &) (¢, = 0), kdy « md styk aspoti
tretfho fddu s IT a 3y jest kvadratickd. Ota¢i-li se opét rovina
(uy, uyy us, 0) kolem piimky p, dané rovpicemi (15), opisuje
bod, jemu? odpovidd v 2, kuZeloselku c: o rovnici

dokext + 6 (A, + A&y — Ayoey) 2, = 0. - (18)
1} Vysledky tohoto odstavce lze, omezime-li s¢ na transformaci =, -
snadno odvoditi synteticky z véty ddst. 1. Z té totiz vysvita ihned, ze body
teten (3) maji za poldrni rovinu vzhledem k elementu /T svou poldrni ro-
vinu vzhledem ke kvadrice (2). Odtud pak plyne, Ze dvojmacna kubicka
involuce, vytatd na kterékoli a kiivek c}, primkami roviny o, jest perspek-
tivii s involuei 12, ve ktereito okolnosti jsou jiz {pro X,} vysledky pii-
tomného odstavce obsaZeny. ’ .

16*
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Odtud vychdzi okamzité: VSecky cf,, dotykaji se v O
tetny @. Ony, které (pfi rdznych %) piisluSeji pevné pifmece p,
dotykaji se podruhé v bodé na g; spolecnou tecnou zde iest
primka prislusnd primce p v korelaci 2,, Rozvoj (17) plati
i zde, tedy: Pri pevném % maji vSecky 6 styk druhého fadu

v O; pii riznych %, % jest pomér knvosti éar c, c v O
. roven ]]:, Korelativné. . ;

7. Polaritou vzhledem k elementu plochy I7 stanoven‘y
jsou elementy 3. F. téch kiivek plosnych, jichZ tetnou v O neni
asymptotickd tecna a el. 3. f. téch rozv. ploch opsanych 1,
jichz vytvofujici pfimkou v O neni asymptotickd tetna. Reci-
procita vzhl. k elementu 77 stanovi souvislost mezi elem. 2. F.
plogné kiivky, dotykajicf se v O tetny riizné od teen asymp-
totickych, a elem. 2. ¥. rozv. plochy opsané IT podil této kfivky.
Rozfesime nyni obdobné otdzky pro kiivky, dotykajici se v O
na pf. asymptotické teény g. Je-li plocha I7 déna stile rovnici
(7), jsou rovnice takové kiivky C

Tt Py (Z\' | Pa (7] 3pte :
a:‘_Z(:r“)‘_i_ﬁ(wJ_*_"" z 6 (‘”4)+”"(19)

kdezto jako rovnice rozv. pl I, dotykajict se IT podil C, nalez-
neme snadnym pottem

M Pe+£1 CNEAY

. us | ~ (u3)+6(u3)’+'”’ 20
Uy 3p,+2£, A . i
= , (us

kde ¢ nezavisi na p,. p,. Podrzime-li vase diivajsi oZnadeni,')
jest charakteristickd trilinearita elementu C

. 3P, 3p§ 3p, — &, ‘ N
- ~ ! - I - — O 2I
3 n 4 Ps ' @&

a charakteristickd trilinearita elementu I" -

3py+ 26 3(py +81)q+3(7’2 +4&)
& om0 ¢

1) &4st I, odst. 2. ‘

— (C=0. (22)
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V ndsledujicim pro jednodussi vyjadfovani ptedpokléddejme,
ze II, O, «, B8,,C, I jsou redlni. Ddle pfedpoklddejme v uvazo-
vaném prostoru definovinu euklidovskou nebo neeuklidovskou
metriku, takovou, ze O jest v kone¢nu. Pfistoupime nyni k in-
terpretaci rovnic (21), (22). Bud P bod (§, 0, 0, 1), p piimka
nx, + r, =, =0 a = rovina §x, — x; =O0; pak jest patrné,

blizi-lise Pk O, pk B arnk w '

n

=k, lim—>

<t (Bp) ” < (wn)

kde %,, k,, k5 jsou tfi konstanty pouze na soustavé soufadné
zdvislé, rizné od nuly.

. &
hmﬁ:k” =1y,

8. Jest lehko udati vyznam konstanty i Rovnice nejobec-
b
néjsi kvadriky, majici s IT v O styk druhého - fddu, jest totiz
T2 = 2,2y + (L2, + 4%, + 42,) z,. (2
Poldrni rovina « kodu M (y,, 0, O, y,) vzhledem k této
kvadrice jest v
yy + Ay, —y,) 23 =0.
Jest tedy, blizi-li se & k O, .
oM I
lim = (23)
< (ow) T _
Tuto limitu lze vi3ak lehko poéitan. Ptedevsim jest patrno,
ze mé tudiZ hodnotu pro viecky kvadriky (2). Predpoklidajice
nejprve euklidovskou metriku volme .teény kiivoznaénych &ar
v O za o8y z, ¥y a normdlu plochy za osu z pravouhlé soustavy
souradné a za pomocnou plochu volme paraboloid
P e
— =2z,
% + ()

lde — Ql jsou kiivosti hl. normdlnich fezi I7 v 0. Jsou-li
prawuhlé soufadnice M ‘
x -—Et\/(’u Y Zit\/— 059 2=0,

jest rovnice p ° 7
z

V?J

@

es[m

—
e =
L4

V‘:' 0y
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L

. . L . 1 11
Odtud  OM*=1"(o; —ea), t8* L (@ p)=—-—"=,
1 2
a tedy L :
oM 1
lim —=+V—0,0,=+ (24)
tg(m, p) 152 \/_
je-li K totélni khvost II v 0. Srovndnim (23) s (24) oberime
ks, €
——: — 8‘2 — 1. 25
kl V___K ’ ( )

Co se tyle znamenf, ulilime konvence: Zvolice na # pos.
smysl, berme thel (o, ©) za pos. ¢i neg. dle toho, zda pozoro-
vateli na B, f8-li smysl od paty k hlavé positivnim smyslem g,
jevi se rotace od w k u do leva nebo do prava; podobné na .
.Dé4le povaZujme za pos. stranu » tu, na niZ -4 « lezf na levo
od 4 B; je-li II v okoli O mezi 4+« a4 + 8 na pos. strané o,
jest ve (25) pro g e=-1, pro « e=—1; v opatném pi¥ipad®
naopak, vidy viak je & na jedné z «, 8 rovné -}-1, na druhé
——1. Rovnice (25) platf v&ak (i co do znameni &) i v ne-
euklidovském prostoru, coZz lze bez dalsiho pottu takto nahléd-
nouti: Povazujme euklidovsky prostor S,, v ndmz jest I7, za
tdst euklidovského &tyfrozmérného S,. V O vedme kolmici na
8,, ana této vytkndme-bod A4 tak, aby 40 bylo rovno jednotce
délky. Trs, promitajici S, s 4, jest pak neeuklidovsky S%,
geodeticky zobrazeny na S;. PloSe IT a bodu O v 8, odpovidd
v S* plocha IT* a bod O* hl. norm. fezém 77 v O hl. norm.
fezy IT* v O%*, a kfivosti ondch jsou rovmny kiivostem téchto.
Stejné limita na levé strand rovnic (25) se nemé&nf atd. Platf
tedy v eukl. i neeukl. metrice rovn. (25), jakoZ i véta: Bud B
vytvotugici piimka ohgreené kvadriky, ©, M dva body na §,

u jich tecné roviny, K rel. totdlni kiivost') kvadriky v O;

pak jest, blisi-li se M & O, lim f%%"_):i V=K, pii tem

z8 hofejsich konvenci o znamenich platf na vytvofujicich p¥m-
kéch tychz (riznych) soustav totéZ (riizné) znameni.?)

1) {. j. soudin kiivosti obou bl. norm. Fezil.

2) V ,,Poznimce o zborcenych plochéch druhého stupné (Rozpravy
¢es. Ak, r. 8, & 6) zabyva se Ed. Weyr podminkou, kdy existuji kvadrtky,
obsahujici dvé. ptimky, jez se protinajia v bode 0O, jsou-li podél cbou
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9. Dle rovnic (21), (22),.(25) a nadich diiv&jsich vy'sledkﬁ‘)
1111 L ) ‘
jest, je-li o -T( o T') knvos‘t a torse tdry C (éa\ry ‘Vtatu

rozZV. pl. I'): )
, Lo by 1k yhey
0 By 72 o T 3P2+2€ (26)
1 __ gmte 1 _  y—ghts
T VX 1 T’_—EV_K3PQ+251.

Predpoklddejme nejprve & ==0. Z (26) nalezneme, kladouce
0=10""), Ze asymptotické ¢die piislugi hodnota

—_ 4
Py= 9
Jelli tedy gl kiivost, a 11' torse” asymptotické &dry, jest
0 0
L y= — O T,
7, =—V=K, 9—2( )

Tyto rovnice obsahuji oviem poiize ddvno znimé vysledky
pochdzejici od Ennepera, Beltramiho a Bonneta. — Pravili jsme,

ze asymptotické ¢dfe piislu§i hodnota p,=— 2“, srovndme-li
s rovn. (17), obdriime vétu: Kvrivost v O kubickych Fkiivek,
odpovidajicich v transf. I prislusnés elementw II svazking

J , v . . ’ v ' ’ ’ ’ 2k
rovin, rovnd Sse krivosti asymptotické Cary, ndsobené —g

Korelativné. Jest dilezito, poznamenati tento diisledek véty

primek predepsiny rpviny teéng, a dospivd k relaci
3 ¥ ik — X2 = kk' (k — k'),

kde x,, y, jsou vzdilenosti centr. bodu od O, a k, k’ distribyéni parametry
Z vety v textu plyne okamiité relace Weyrova, ovSem naSe véta pravi
vice. Jeji souvislost s vétou Enneperovou o torsi asymptotickych Car dodava
ji jisté zajimavosti.

1) gast I, odst. 7. : >

?) nebo tez z rovnic (21), (¢2), uiijeme-li véty odvozené v &dsti I
odst. 4.
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pravé vyslovené: Sestrojime-li v o jakoukoli k¥ivku kubickou.
majfci v O bod dvojny a v kazdé z obou vstvi styk druhého
¥4du s jednou z &ar asymptotickych, lezf jeji t¥i inflexni body
na tfech tefnach Darboux-Segreovych. Odtud pak nédsleduje:
Zndme-li diferencidlni rovmici projekce asymptotickych d&ar
plochy s pevného bodu na pevnow rovinu, miZeme z ni od-
voditi dif. rov. projekce Darboux-Segreovych Car téze plochy
"z téhoZ bodu na tou? rovinul). ~

Dosadime-li do rovnic- (21);, (22) p,=— %‘,

7 & uZfjeme souvislosti ogkulalni lin. kongruence kiivky s char.
triltnearitami elem. kfivky a elem. jeji plochy teZen®) obdrzime
vysledek: Svazky przmek, jichZ stredy jsow na f (na ) a jichs
roviny prisluseji stredim v korelaci 3,, tvori oskulaéni lin.
kongruenci asymptotické kiivky dotykajici se B («). Syntesi
této véty s predeslou plyne pak : Abychom znali element tretihio
Fddu plochy, je nutné a staés, emdti krivosti a oskulaéni line-
drni kongruence obou asymptotickijch dar. Tato véta je zaji-
mavy pendant ku znidmé vété, Ze elem. ttetfho ¥ddu plochy je
urlen elementy tietiho ¥ddu obou kfivoznaénych ¢ar.

eliminujeme

Je-li ¢, =0, obdriin;e jednodus¥i rovnice

1 1 — 1 X Ve
E_O’ —1—,~_v—3£\/-——l\’ 1—,:——_\/___

.. Je pozombodno Ze pro & =0 pro 2adnou kfivku, doty"ka-
jicf se B, a analytickou v 0, nen¢

1

1) Viz ‘G. Fubini ,,Applicabilita proittiva di dae superficie (Rend.
Palermo, t. 41, 1916, str, 153), kde se prayi: ,Prima di proseguire voglio
mettere in luce un notevole risultato'da noi conseguito, e di cui, per
quanto esso fosse previsto da me’ per via intuitiva, mi sfugge lintima
ragione analitica. Date su tutta la superficie le assintotiche, per determi-
nare in un punto le direzioni di Darboux-Segre basta conoscere le (C,) e (Cy)
che non contengono le derivate di D, D', D’’, ma soltanto elementi di
secondo ordine per le due superficie. Questo teorema merita probabilmente
di. essere -studiato piu profondamente.

2) east 1, odst. 5.
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- llI. Uziti na plochy zborcené.

1. Za soufadnice piimky budeme brati vyrazy pn—
=ayx— 21Y;, jsou-H @; a y; soutadnice dvou jejich bodd. Bud
ddna zborcend plocha IT v okoli pHmky f{=x,—x, =0 tim,
7e soufddnice pfimek vytvofujicich') jsou dané funkce parametru:
z, pHi éemz p¥imka ¢ p¥isludi hodnoté z=—=0; jsou tedy rovnice I7

P, = a8 + b2+ 224 ...,
. Py == 8 + bye2® + €32 4 . .,
Pu=aye bt e 4 (P=DE) ()
14
Py = 9,2 + bgy2® + 23 + . .,
Pyy = @32 + b342° + ¢5,2° + . ..
Vzhledem k identitd p,,p,, & Poshys = PsiPos =0 jest
Qo3 = 0, byy = — (@105, + ay,a94), (1%
a3 = — (@1obss + a35byy + a5,by, 4 by,0,,):

Rovnice T v bodovych soufadnicich obdrzime, dosadime-li do
+ TOVDiC ' h :

Dos®y — PryTy - PraTy = P3a®; — Pryy — P37y, =0 (2)
z (1) a vyloutime z. Je-li obecné& ddna plocha dvéma rovnicemi
‘ I (xy, wzv@a; Ty, ) == g (&4, Xy, T3, Ty, 2) = 0

homogenimi v z;, jest rovnice tetné roviny v bodé z, .

L[o(f, ] = . o
> | 2\L ) L2 =0.
=1 [a (zi, Z) ] = Xi' m O
~ Rovnice tetné roviny plochy 77 v bodé (=',, 0, 0, 2',) je dle toho
(@542", — a3,2,) ¥, — (a,2"y + a,52") &3 = 0. (3)

V ddlsim stile predpoklidéme, ze ¢ nent torsdlni primkou
na IT; pak mozno soustavu souf. zvoliti tak, aby rovnice (3)
byla jednoduse . ‘

'z, — ' @, = 0. - 3"

1) obvykly ndzev ,,pFimka povrchovd“ nebo ,,povrdka“ nepoklédim
za vhodny. ' . .

¥
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Volime-li mimo to jeité parametr , vhodné, bude pak

Uy == gy = by, = ¢;, =0, a,,=0a;, = 1, ey
‘a vzhledem k rovnicim (1*) déle .
Oy =0, byy = — 1, €53 = — by €
Zavedme p¥echodné novou soustavu soufadnou substituci
T =Y Y =%y,
Ly = Yo — UYzs  Yg = Ty — iy, ®)
T3 = — Yy ° Ys = — T3,

.
"Xy = Py — Y, Yy = ux, — 2y

Dosadime i nyni do (2) z (1) a (5), obdrzime, ptihliZejice
k rovn. (4):

(bgat® + €2° + .. ) 4y — Yo + nys + (2 + b5 2 +
' €e2® 4 .. ) (uyy — ) =0, (6)
(4 Dy ys — Bt Fe2® 4+ .. (uyy —ys) = 0.
Z druhé z rovnic (6) vypolteme z:

==L (—)—(% u+03;)u(%3—)3—

Y
(T
31|y, x1+

a dosadime do prvé rovmice (6); vysledek

‘________ Y Ys Ya
- .%. (bsl!" +b121“+b94)( )+y1 v,

2
[2b31 34 2(,31” (bml‘ +1)24) + 50+ cop + 024] (:Zs)
o ) : 1

e

— @b+ ) () L |
31M Wiy )y T ‘

vyjadfuje rovnici plochy I7 v okolf bodu (1, 0, O, x) v sou-
fadnicich y.

2. Ulitime nyn{ o soustavé soufadné daldf — difivéjsimu
neodporujfci — zjednodusujici predpoklad, Ze tovnice hyperbo-
Joidu H, ktery I1 podél ¢ oskuluje, jest

@y — By, = 0.
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Nahlédneme snadno z rovnice (7), Ze bude pak mimo

(4), (&%) jestd A
' by, = byy = byy = 0. (4%%)

Rovnice IT v piimkovych soufadnicich jsou nyni

Py, = Py, + e Py, + ..
Py=—P;,,+0.P, +.., P
Py=c, P, + ... ( k 1},4) (‘)
P24:CQ4P2‘—|—__.' -
a rovnice II v okoli bodu (1, 0, 0, ) v soufadnicich y jest
Mo __ Vs Ya ( Ys
\.3/1—?/1 Y1 — (eap® +cl2“+024)( )+ 9)

Rovnice transformace 2, pifsluiné elementu I7 v okolf
bodu (1, 0, 0, u) jest v soufadnicich y, znamendme-li » pii-
slusné souf. rovinové,?)

—_ 2 2 -
ovy = — Ly; — w9, 6y — Lo} — Vo',

ovs = ¥l 0Y3 == V37, Y =1, =0, (10)
0V = Y3Y4y Ty, = v},
klademe-li pro zkraceni

" L=F (egu® + o + Caa. (10%)

Bud nyni 7 libovolny bod v prostoru; rovina (P¢) dotykd
se IT v uréitém bod8 M pitimky £; i miZeme bodu P piifadfti
rovinu ~, pfislu§nou P v transf. X, pi¥islusné elementutt
v okoli bodu A7: takto definovanou piibuznost mezi prostorei
bodovym & rovinovim nazveme ¢ramsformaci i prislasnou
vytvorujici primce t zborcené plochy I/ a v dalsfm prostd Zi.
Rovnice 3, k nimz dosp&jeme, zavedeme-li do (10) soufadnice
x substitucf (5) a soufadnice w substitucf kontragredientni
a vyloutfme p pomoei. rovnic u, + pu, =1, — pr, =0, jsou
Uy = @y (2,0, — Z52,),
ouy =k (c"ﬂw2 + 92,25 + cuxs) Ty + ® (2,8 — %37,), (11)
ouy = = K (Cyy25 + €975 + Coq%3) T, — @, (1,7, — T37,)s
ou, = — z3 (2, @y — Z37,), ’

1) V. &ast 11, rovn. (14).
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Oy =k (C31%7 — €39yt - Coqtl) ty - vy (W 2y — Ugtey),

oxy = u, (U, Uy — UUy), : (1)
Oy = — wy (U 0y — Ugny),

01, = — h (%] — €5, %, + €0 %3) Uy — oy (u 0y — t3u,).

Z téchto rovnic nejprve vidime, Ze X, jest, prostd polarita
vzhledem ku #.') Je-li soulasné c; =e¢,,=c¢,,=0. splynou
.21 v 2, IT méd pak podil ¢ styk tfettho fd4du s H. Tento
piipad v dél8fm vyluéujeme.

3. Pro k==0 jsou Xy v obou smyslech kubické Cremonovy
transformace. Rovindm obou trsd, vyjddfenych rovnicf

Ce M3 — Mty -+ Cpu? =0, , 12)
jichz sttedy oznatime F,, F,, piisluejf ve viech 3, tyté# body
Vzhl. k vyznamu 3, nebo také dle (9) m4 IT v kazdém z obou
bodd F,, F, styk tettho fddu s H. Asymptotické tetny f,, £,
v F,, F, maji tedy G&tyrbodovy styk s H; jinak Fedeno,
fi a f; jsou tidici pHmky oskulaéni linedrni konaruence K
plochy I7 podél ¢. Abychom nalezli rovnice K, miiZeme tudi

. takto postupovati. Budte u,, u, kofeny kvadratické rovnice

1 l® + Cron + €5, = 0, ' (13)
tedy (1, O, 0. u,) soufadnice F;. Telnd rovina a,— pm,=0
plochy II v F, protne pfimku z,’=— z, = 0, ndleZejici H,

v bodd G, (0, u,, 1, 0) Patrné jest f, =F,G, a tedy jsou
sgui'admce fi:

)

Prg P Do Py pu:pu:pu—-_—'—-[ﬂ20:]:0:54?:,;1
Rovnice komplexu pifmek protinajicich f, jest tedy

#1Ps1 + 1y (Drg — Pag) + Doy = 0. (14)
Podobné jest rovmice komplexu piimek protinajicich £,
#aPgy + My (Prg — Pgs) + Poy = 0. (14"

1) Je-li IT jakdkoli plocha, jest =, ptislusnid elementu 77 &4sti po-
* larity vzhl. t. k zv. Lieové kvadrice plodného bodu (Lie; Christiania
Videnskabs-Selskabet Forhandlinger 1882), t. j. oskulaénimu hyperboloidu
zborcené plochy, kterou tvori asymptotické tetny prvé (n. druhé) soustavy
podél asymptotické kFivky druhé (n. prvé) soustavy. (Wllczmsh nazyvi
Lieovu kvadnku prosté osculating hyperboloid).

-
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Soustava obou rovnic (14), (14*) vyjadiuje K. Jest viak dle 113

Cra 1 1 Cyo
mtpy=—2, —4—=—,

€30 Wy uy Cay

a K je tudiz vyJadfena rovnicemi

€1oPsy — €31 (P13 —5 P3s) =0y
C19Pg4 = *Cag (P13 — P34) =0, (15}
CosPgy — C41Pg4 = 0.

Toto odvozeni neni oviem pfesné, nebot body F,, l'
mohousplynout. D4 se vSak lehko verifikovati, %e (15) vy-
.jadfuji K ve vSech pitipadech. Nazveme s Wilczynskim?) F}, F,
fleknody a f,, f, fleknoddlni tecny plochy II

" 4, Jeli 4ey ¢, —c?,220, jsou oba fleknody £, F, rizné.
MozZno pak soustavu soufadnou ve shodé s difv&j§imi pted-
poklady tak “specialisovati, Ze jest ¥, (1, 0, O, O) a F,
0, 0, 0, 1),*natez bude fi,=x, =2,=0 a f,=w, =x;=0.
Volime-li soufadnice takto, bude ¢, =¢,,—=0 a po vhodné
volbé jednotkového bodu déle c¢,,—1. Rovnice I7 nabudou
~jednoduchého tvaru

Pz—P34+P.,4+ Pyy=—PF}, F..., Py=..., B,=".,
(Pik:&k), ' (16"
14

kdy vynechané ¢leny jsou vySSiho neZ tfettho Fddu. Rovnice
3, znéji potom

ou, =, (x,2, — m3x4), - ox, =—kuu} +u, (u,u2—-_zl3u4),
Uty :kxzw; + 2, (2,20 — 232,), Oy == Uy (Uy Uy — U Uy),
QU =—kZyZy — (3,8, — @y,), 0Tz = — uy (uyy —Usu,),
QU == — &3 (@, Xy — L3,), oxr, =kuju, — vy (u,uy — ugtt,).
‘ an
Jeli v8ak 4c;,c,, — c2, =0, jest F\=F, a-tedy f,=/,

Nyni mozno speclahsovan souradmce tak, aby bylo I',=(1, 0, 0,0)
a tedy f, =, =2, =0, nateZ budu cw_c“_.O a po vhodné
volbé jednotkového bodu ¢ =1.

1) Projective differential geometry of cut ves and ruled surfaces, str. 147.
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Rovnice 1T jsou nynf
Pl2—-—13(+ Py = P§4+"-; P31:Pg4+---v Pu:'--‘y
(PA._””‘), (18)
Pra

kde opdt vynechané tleny jsou vy%stho mnez tfettho Fadu.
Rovnice 3, jsou

ou, =z, (r,x, —x52,), ox, = kulu, 4+ u, (u,u, —uzu,),
Oty = kx3m; + 2, (#,20y — X3%,), 0y = Uy (Uy2y —UgU,),
QUy = — kx} —x, (2, Zy—23%,), x5 =— t, (Uy Uy — th5%,),
QU =— @y (2,my — 25,), o = hte] — g (U Uy — Ugt,).
‘ 19

5. Tetné roving H pkisludf v 3, (£=|=0) jejf prisedfk s ¢.

V disledku toho jest # bisekantou kubické kiivky c:,' pifslu$né
v 2, svazku rovin, jehoZ osou jest obecnd piimka p; a sice

protind ¢ c: v priiseticich ¢ s ob&ma tenymi rovinami piimkou p
ku H. Dotyké-li se p hyperboloidu H, jest oviem ¢ tecnow ¢,. Ro-
ving (pF,) piisludi v >, tdZ rovina jako v X, ; jest tudiz také reci-
prdké, poldra g ptimky p vzhledem ku H bisekantou c a protne
c v priseticich ¢ s teinymi rovmamx 11 ve ﬁeknodech I, F,.
Splynou li F, F,, jest g tecnou cp Z rovnice (13) v &dsti IL,,

odst. 5., plyne dale: kivky cﬁ, c;" pisluiné svazku p, resp.
v 3L, i/, jsou v biaxidini kolineaci o oséch ¢, ¢ a invariantu
k'/k. Bylo by lehké, verifikovati tyto vysledky z rovnic (1 1.
Déle jest patrno: Protina-li p pimku ¢, redukuje se c* , D
kuzelosedkw a protind-li p mimo fo jednu z fleknod4lnich teéen .
na pFimku. K tomu vSak pristupuji dalsi redukce: Protind-li p
ednu z fleknoddlnich teten.. na pf. f,, redukuji se c: opét na
kuseloseCku. Bud [T ddna rovmnicemi (16). Souf. obecné roviny
svazku p jsou za na$i suposice '

- Uz (g ) 2 ug : (u, 4 md), 20)

kde }.‘Jest promé&nné. Dosadime 11 do (17), obdrzime para-
metncké vyjadi'eni kuzelosetky c
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o, = — ku, (u} +2mlu -+ m"l“)—-}— (uy 4 2) [, 0y — ugoe, -+
(v, u; —m) 2],
oxy =u, (w00 —uu, + (u, —u;m)1]. - . (21)
0%y =— (w, 4 mA) [u, 1y — g0, 4 (u, —uzm)i],
or, = ku? (u, +mk)—uz[u, uQ’ U, =+ (u, —ugm) Al
Z téchto rovni¢ vidime, Ze kuZeloselka c protind t v je-

diném bod®, totiz v prisetiku ¢ s tou te¢nou rovmou vedenou
piimkou p ku H, kterd neobsahuje f,. Také reciprokou poldru
q pHmky p vzhledem k H protind kuZelosetka v jediném bodé,
totiz v prisetiku s tetnou rovinou II v F,. Konetné protind

¢, , v jednom bods, jehoz poloha zévisi od % Je-li IT déna
rovnicemi (18) a svazek p opét rovnicemi (20), jest kuzelosetka
cﬁ vyjédiena rovnicemij

ox, = kul(u, 4+ md) + (uy -+ 1) [u,u, — wsu, + (u; — w;m) 1],
0%y = U, [1u,u, — ugoe, 4 (u, — uym) 4],

o, = — (u, + mld) [w,u, — uzu, + (u, — uym) 1],
ox, = —kud — 1w, [u,u, — v u, 4 (u, — ugm) 1.

(22)

V tomto ptipad® protind kuZelosetka c’; piimku ¢ opét
v jejim priisetfku s tou tecnou rovmou ku H pfimkou p, jez
neobsahuje 7, ; ddle obsahuje nyni c prisetik (g¢f,), ¢&ili pol
roviny pf, vzhledem ku H.

6. Jestlide viak primka p ndledi Ulin. kongruenci K,
pristusi ji v 2y primka. Jeli IT dédna opét rovnicemi (16),
jsou soufadnice obecné roviny svazku p

1:4:m:mi;
jsou-li . ‘
(n, 0,—1, 0) (0, m, 0, —1) (¥3)

prisetfky p resp. s f,, f,. Parametrické vyjadreni primky c
obdrzime z (21), kladouce zde u, =1, u,=0, u, =, u,__O
a kratice A:

ox, = 1 (1 —mn — k*m?), ‘
ory = 1 — mn,

o0x3 = — md (1 — mn),

oz, = —n (1 — mn) 4 km.

P

(24)
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Splynou-li viak f,, /, a tedy I jest déna rovnicemi (18),
bude osa p svazku (20) tehdy a jen tehdy ndlezeti K, splynou-li
obé roviny svazku (20) dotykajici se H ¢ili bude-li u, —u,m =0,
tak Ze mizeme predpokladatx uy=m, =0, uy=1, u,=n,
natez souiadnice obecné rovmy svazku p Jsou

: tn -+ ma), 25)
Jako parametrické vyjé,di'eni ptimky & obdrzime pak
ox, = km®n — (n — km?) 4,
oxy = — mn,

ox, = n (n -+ mi),
_ox, = n — km?®.

(26)

Primka (,p naleZi opét, stejné jako p lin. kongruenm K. Jsou-li,
fleknody rizné, jest to z rovnic (24) ihned patrno; o berime
(1 — mn — k*m? 0, — m (1 — mn), 0), 97
Oy, L —mn, 0, — n) (1 -— mn) + km) (2%

jako soufadnice prusecikd c 8 f1, fy. Je-li viak /| = F,, nalez
neme nejprve z (25)

DPig P Paz P31 Py - Pgy P P35y =MW ,m"z'——'n —1:0: m(28)

jako soufadnice piimky p a z (23) podobné pro ¢

DygiPysie..=
=mn(n— km® :m™n?: n®:—wm—Ikm??:0:mn(n—km?). (29)

.

Rovnice K jsou v naSem pifpadé (rovn. (15) a ¢;,=¢,,=0)
Doy =D13 — P3, =0,
tak ze jim hovi jak hodnoty (28), tak i hodnoty (29).7)

7. Jeito z vét diive vyloZenych?) jest patrno, Ze, zndme-li
vedle H také (,: piisludnou jedné zvolené pfimce p neprotina-
jici ¢, .dovedeme ihned udati bod piisluiny kterékoli roviné
v 3, dochazime, k velmi jednoduchému zdvéru, Ze stadi znuti
vedle H polohu obou fieknodi a jeden pdr primek, abychom
znali elementy tretiho Fadu zborcené plochy IT ve viech bodech
vytvoFujici pFimky t. l‘u se viak naskytuje tato okolnost:

t

1) Netreba uvadeti vysledki korelativnich k odst. 5 a 6.
3) Cast 11, odst. 6, pfipad b.)
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rovnice (8) ukazuji, Ze zndme-li pouze ¢ a /7, mdme tf¥i kon-
stanty volné; zvolime-li F, a F, (a tim i A, f,, K), zbyvd
jedind konstanta. Kongruence A obsahuje vSak oo® piimek;
mezi ptimkami p, ¢, musi tedy byti_jistj vztah. Pravim ze
tento vztah zni: Ve zborceném svazku S, stanoveném pfimkami

t, p,"ci, ureme pifmku r tak,.aby

(frpc:) =—1; (30)
" pak mdlezi primka r hyperboloidu H. Jsou-li ptedeviim F,, I,
rizné, nalezneme z (23) a (27) pro priseliky r s f,, f;:
(m*n® 4= I*m® — 1, 2m (1 — mn), 0),
(0, 2m (1 —mn), 0, m*n® 4 k*m* — 1).
Jezto rovnice H jest x,x, — 2,7,, vidime, Ze » lezi na H, jak
tvrzeno. Splyne-li /), s #,, méme nejprve z rovnic (28, (29)
pro soufadnice obecné pfimky zborceného svazku S uréeného
piimkami ¢, p, C;:

\

Pra Pt Pay P Pra t Doy ¢ Vaa
=m[u+ vn(n —Em®]:m® (u + vn?):n (— u 4 va®) (31)
tA—p—v(n—Tm*)*]: 0 m[u+ v (n — km%)],
pfi ¢emZ vzhledem k identité D1oPssF PasPiy + Py s =0 jest
¢ = Ap + »*Av + Auv =0, (32)
kde hodnotu 4 nepotfebujeme znéti. Povazujeme-li Auv za s uf.
bodu, jest ¢ kuZelosetka projektivni se zborcenym svazkem S;
vzhledem ke (30) obdriime obraz pfimky » na @, spojime-li

“obraz pifmky ¢ s pdlem piimky A =0 vzhl. k ¢ pFimkou;
rovnice této spojnice jest

) u— vn* = 0. ‘ - (33
Porovndme-li s (81), vidime, Ze jest pro » p,, =0, t. j. r pro-
tind pHmku x, = z, = 0, néleZejicf H. Aviak r dle toho, jak
byla definovdna, ndlezf A, t. j. dotykd se H v bodé pimky
z,=x,=0. Jest tudiZ celd pfimka » poloZzena na H, jak jsme
chtéli dokdzati. \ o

-
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