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O křivkovém a plošném elementu třetího ráda 
projektivního prostoru.1) 

Dr. Eduard Čech. 

I. O charakteristické trilinearitě elementu prostorové křivky. 

L Uvažujme nejprve rovinnou čáru c, danou v okolí bodu 
O (0,0)1) rovnicí:* 

X% P2 ( Xl \ | Pz ( XX \ A (<[\ 

^ • 

Předpokládejme, že tečna t (x2 = 6) v bodě O má s c pouze 
styk prvého řádu, tedy p2 4= O- Kuželosečky 

3p\x J + kx\ + 2pBx1 x2 — 6p2x2x3 = 0 (2) 

mají v O, jak snadno shledáme, styk třetího řádu s c Polára 
bodu (xl9x2, xB) vzhl. ke (2) má souřadnice 

ur: u2: u3 — (3p\xt +p3x2}:(psxí + ho2 — 3p2 xz): — 3p2xr 

Body na t, a jen ony, mají vzhledem ke všem křivkám (2) 
tutéž poláru 

#2 = «*3 = °; ui : ^a = 3P<>1 : (Pa^i — 3ftf3)- $ ) 
Projektivita (3), mezi řadou bodovou na t a svazkem přímek 
o Sfeředu O štafloví úplně element třetího řádu čáry c. Nazveme 
ji polaritou vithlfdwn k elemeráu c,a) Ka^dá ňedegenerovaná 

*) Toto pojednání obsahuje nejdůležitější výsledky stejnojmenné práce^ 
poctěné jubilejní cenou Král. Společnosti Nauk, které za dneáních poměrů 
tiskových není možno vydati. Prameny několika známých již věci, kterých 
pro souvislost nebylo možno vypustiti, udány jsou v (extu. Konstruktivní 
aplikace, které namnoze samy se nabízejí, nejsou, zde zásadné provedeny, 
ježto obyčejné jest mnoho možností, jednak o tom, co považovati za dané 
a hledané4, jednak v modalitách provedení. Naproti tomu bral jse^lři^díe 
zřetel k tomu, abych > teorii podal tak daleko, aby možnost provedení kon­
strukcí byla patrná. P. red. Čas. projevuji vřelý díltí za laskavou ochotu, jež 
umožnila uteřejnění aspoň v této fprmě. 

- i J Jest to tedy na snadě jsoucí zobecnění Trausonovy devíacní osy 
(A. Trauton, Recherches sur la couřbure des lignes et des surfaces. I. d. 
Lionville, VL, 1841). . - . , < . " , 

/ 15* 



" - » ' : • / - ř - ; - . : . ' • * ' • • 

projektivita mezi Ťadou bod Ar úa ť a svazkem přímek o středu 
O, v níž bodu 0 přísluší přímka tf jest polarita vzhledem" k ele­

mentu křivky^ dotýkající se t v O a nemající zde inflexi. Ko-
relaóvně můžeme definovati polaritu vzhledem k elementu kužele. 

Následujícím způsobem dojdeme k téže příbuznosti: Bud 
O libovolný bod na c blízký k Oyť tečna k c v O'; přiřadíme 
bodu (tť) mi přímku OOf svazku O. Dospějeme takto k jisté 
korespondenci mezi řadou bodů na ta svazkem přímek bodem O, 
v níž bodu O odpovídá přímka t. Ona projektivita mezi řadou 
t a svazkem O, v níž bodu O a dvěma soumezným odpovídají 
tytéž přímky jako v této korespondenci, jest polarita vzhledem 
k elementu c. Důkaz přenechávám čtenáři. 

Jest patrno, že i když uvažovaná větev křivky není prvého 
řádu 1 třídy, možno jí stejně přiřaditi algebraickou korespon­
denci mezi'řadou t a svazkem O, ovšem ne jednoznačnou. 

%. Uvažujme nyní prostorovou křivku O, jdoucí bodem 
O (0, 0^0, i), mající zde za tečnu přímku i a za óskulační ro­
vinu (Ú(%3 = 0). Rovnice O jsou tvaru 

'i—li 1*L¥JLŽL(!!!I\ 
•4 • • f ta /" r " 6 \xt) 

xA 6 \x4)'
r24\xj + ... 

Budeme předpokládati, že ani t ani « nejsou stacionární, tedy 

Promítněme C s libovolného bodu íy13 y2, yB, y4) do co. 
Rovnice průmětu jest 

Odtud vidíme přede vší m,*že průměty se všech bodů tečné 
roviny $$& — x^%:=z & m í lJi *fleriě sebou styk třetího řádu. 
Pro polarita vzhledem fc Jich elementu obdržíme, bereme-li 
| za parama^ bodu (|/0>0,1) na t a y za parametr přímky 
a?á r r Ťj#k -f- x% = 0, rovnici 
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Povšimneme-li se, že v této rovnici také «- vyskytuje se 

lineárně, máme tuto větu: Budíte O, t, OJ' resp. bod, tečna, 
oskulační rovina prostorové křivky C Je-li Q kterákoli rovina 
svasku t} R- kterýkoli bod na t, a r polára R vzhledem k ele­
mentu projekce C do m s libovolného bodu na Q, jest (>, r, R 
trojina parabolické*) trilinearity o singulární trojici O, t, & ; 
tuto trilinearitu budeme nazývati charakteristickou trilinearitau 
elementu C. Jsou-li (4) rovnice C, a bereme-li (zde i v delším) 
| za parametr bodu (|, 0, 0, 1), rj za parametr paniky 
xs = 7]xl + x2 = 0, a £ za parametr roviny ^ — a:3 = 0, 

jest rovnice char, trilinearity 

^ + ̂ S + f—ft=#0. . (b) 

Každá nedegenerovaná parabolická trilinearita meze řadou 
/, svazkem (O, OJ) a svazkem t o singulární trojici O, t, m 
jest char. trilinearitou elfementu křivky regulární v souřadnicích 
bodových, přímkových i rovinových. Korelatívně definujeme jako 
citar, trilinearitu elementu rozvinutelné plochy 

5 . — f&L /iílY-L -^ / 3 \ V 

trilinearitu 

iîi—fîa/ÜLV.4.-* /ít-V 
% ~ 6. \«8; 24\«J 

(7) 
+ • 

-^ + -^+-? + *, = 0. Ҷ8) 
5 -7 , £ 

":Я^AV 1 ) Tento zvláátní případ příbuznosti trilineárm, že v každém ze tří 
útvarů oba* prvky, jimž příslušejí degenerované projektivity mezi druhými 
dvěma útvary, splynou v Jediný (tyto tři prvky tvoří pak t zv. singulární 
trojici) tivažotal aet poprfé Schubert v poj. „Die trilineař^ Beziehung 
zwteehen dreí einstufigen Gebilden" (-Malh. Aun,, sv. 17, 1880). Schubert 
nařývá jej „singulare Trilinearítát*; týž název podržuje na př. London 
„Zur Theorié der trilinearen Verwandschaft dreier einstufigen GeJnlde," 
(Math. Ann., sv. 44, 1894)ř i Sturm ve íVé ^Die Lehre von den geometrí-
schen Yerwandschaffen." Jest vsak patrno, že se jedná o specialisaci 
jiného druhu než ostatní, které /rovněž Schubert t. c. jmenuje singulární 
a jež jsou dány reducibilní řávnici. Proto dal jsem přednost název 
porabolická; také název specielní byl by zcela vhodný. 
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3. Bud dána parabolická trilinearita mezi řadou tt svaz­
kem to singulární trojice O, ty co rovnicí 

f+f+f+°=°- <9) 

Provedme nejobecnější transformaci parametrů £, ?j, £ té 
vlastnosti, aby bodu uy přímce t a rovině a> i po transformaci 
příslušely hodnoty nulové parametrů, tedy transformaci 

I - - T 3 E - '=T$k' .=TT..7' **'°- <10> 
Tím přejde (9) v rovnici 

A±+*±%+.c_±+é* + M + gL + D = 0 

Je-li nyní mimo (9) ještě- dána druhá trilinearita téhož typu 

(9') 
Âf 

t+ 
shledáváme, že výrazy 

* 4-

"T + 

A 
A" 

f+iľ-

в c 
B" c 

:0 . 

nemění se transforшací (10)ł); ; a tedy vý razy 
Г AB' 
h2 — A r B , ř23 — 

Я(ľ . 
".tì'C" *31 

(M? 
~"tf'_4 

vázané id ntitou 

(11) 

*12*23*31 — -.» (-•- / 

jsou (absolutní) simulfani invarianty trilinearit (9), (9ř). Lze 
ostatně snadno udati jejich geometrický význam. Pro in na 
př. obdržíme jej takto: Zvolme ve svazku člibovolně, ale pevně 
dvě roviny p, Q\ Nechť obecně R+ r} Q je trojina trilinearity 
(9) a R\ r, Q* trojina trilinearity (9'). Opisuje4i r svazek 
(O, €o), jest řada R projektivní s řadou ;J8'-,a invariant této 
projektivity 2) jest právě iii.f 

i) J, £, C, D možno současné násobiti týmž faktorem, beze změny 
výnnaum rovn. (&). 

a ) i j . dvojpoměr, který tvoři kterýkoli pár prvků korespondujících 
s párem prvků sî modružných. 
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4. Bucf nyní (i v dalším) V rozvinutelná plocha tečen 
čáry C. Pro souřadnice tečné roviny _T máme 

f P* /2 I | i / 3 I J í _ / 8 _ L _ _ i / 4 4 . 

uг; г.2: І. 3 : w4 __: 

6 

L A*+ -^-<"+..-, -§-

0, _Y+ 2>3* + • 

,24 

*•+•!-.+•• 

9,í + -|-«• + •.• 

kde jsme kladli - l __ f, čili 
#4 

-i _ 9з ,a i _M_______1/з i 

• = - - - - Í + 
ЪPЉ—Pа * {2 • 

2p 

«4__ ?» , 3 J _ Í M _ _ _ Í _ _ _ i / 4 . 
Í T — T < + _I__ :' + - ' 

a vyloačíme-li ť, 

__. — _ ! /__,V_L PÍ* (Ptít — 3p.fr) / M V 
«3 ' 2 _ 3 U / 6?3. l«3/"*";"' 

i_L — Za / J__ V j _ ?i|j____4____i__) / «2 \ 4 , 
«3 e?;.*,. • -34.; \«,i "•"••• 

Dle (8) jest charakteristická trilinearita elementu JT: 

(12) 

& _i_ 3/>_ 1 3<?з , Pg9.-— ЗPзУs _ 
т + _ + ___ +  

0. (13) 
'/ £ ' Í3 

Můžeme tudíž, vysloviti výsledek: Simultaní invarianty 
charakteristické trilinearity elementu prostorové křivky C 
a char. triL elementu její rom. pl. tečen jsou 

*i8 = 3, iqz ~ 3, im = f, «* (14) 

Naopak: každé dvě parabolické trilinearity mezi řadou bodů 
na t syazkem přímek (O, co) a svazkem rovin f, o singulární 
trojici O, /, (o, jichž simultaní invarianty jsou (14), lze pova­
žovati resp. za char. trii. elerfientu prostorové křivky C a její 
rozv, plochy tečen F. 
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5. Jest však zajímavo stopovati dále vzájemné vztahy 
obou trilinearit. Eliminujme z rovnic (6), (13) nejprve ?/; 
obdržíme rovnici 

^ _ ^ + _ _ L - M . : = G ; . 05) 

definující projektivitu mezi řadou bodů t a svazkem rQvin t. 
oo l svazků přímek, jichž středy a roviny si odpovídají v této 
projektivitě, tvoří specielní lineární kongruenci K o řídící 
přímce t. Ukážeme, ze K není nic jiného než oskulační 
lineární kongruence křivky C, t. j . kongruence, obsahující čtyři 
soumezné tečíiy C. Pro souřadnice pa — x] yk — a?t yt tečen C 
obdržíme 

P\% : P%$ : Pz\ : Pu • P24 : P34 — 

h *.*+§•*-+..., 4f-'2+f-l3 + ..-, o 
éili 

i - — v * — a - ' + - - ~ ; ~ " ~ 12 ' —24/ +•••• 

?2i_ • - ^ Í ' + - § - < « + . : . , j - = = f c í + - ř ř - + . . . , v- (16) 
Pu ó ° 2>14 " • . - ' . 

P l i - 2 t + Q ' + - " . . -

Odtud vidíme, že vedle ^ - i 
' 1>U : 

P14 Pii Pl4 

lest potenční řadou vi, počínající teprve čtvrtou mocností. Jsou tedy 
P«3 = 0 , jp„?4 — 2j»,fi)l»ai — 2?3 ( í 3 ^ 1 2 + .P2P34) =-=• Q (17J 

rovnice oskul, lin. kongruence. 
Z toho je patrno především, že tato, jest specielní a má t 

za přímku řídieí. Abychom obdrželi přímky kongruence (17), 
které obsahují bod (|, 0 ; 0, 1) na tr jest klásti v (17) 

P12 :JP23 M^;^i4.VPj4 • P34 = — f ^ 2
: 0 : & a ' (*i — ř» 4) • *.!•*•** 
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čímž postáváme, že hledané přímky leží v rovině 

[(Pa«4 — 2^3%) i — 2 M s ] ^3 + 3 Í J|* f l = 0. 
Je-li C takové, že táž rovina má rovnici £ x2 — x3 = O, jest 
tedy splněna rovnice (15), jak jsme chtěli dokázati. 

6. Eliminujme nyní t z rovnic (6) a (13); výsledek jest 

* + ? P 5 1 _ V = o . (17) 

Nazveme s Wilczynskim1) oshulacním kuíelem prostorové 
křivky C v jejím bodě O oskulační kužel druhého stupně kužele 
promítajícího C s 0} a oshulační kuželosečkou křivky C osku­
lační kuželosečku průseku r s G?. Rovnice průseku r s w ob­
držíme, klademe-li v (16) 

xx : x2 > x3 . #4 ~ p 3 l : p 2 3 • ^ * 2̂ 34? 

a jsou tedy 
^ 1 = * L f + i ^ + . . . ? 

^ s = ^ í . + ^ í » + ' . . , (18) 

í>^3 — 2 + - 6 * + •• • 

Dosadíme-li z těchto rovnic do výrazu 

# ^(Sftíaa^ + í ^ í r , - 898ora0ř4), 
obdržíme potenční řadu v č, počínající až, čtvrtou mocností; má 
tudíž křivka (18) a tedy tajsé oskulační kuželosečka křiky C 
v O styk třetího řádu s kuželosečkou 

%*2?3#i + q^xxx% — 8?3#2aj4 n O . ^ (19) 
Polára bodu (£, O, Ó, 1) na č vzhledem ke (19) má rovnici 

6jřV?3&V + (<lJ ~ 8?'3) ai = 0. 
Je-li táž přímka dána také rovincí t?^ + .r2 = O, jest 

tedy splněna rovnice (17) a tato vyjadřuje tudíž polaritu 
vshtedem h elementu oshulační huželosečhy křivky C. Korelativně 

*) WUczynski, Projective differential geometry, of curves and ruled 
surfaces, 1906, st. 250. 
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vyjađřuje rovnice ' 
Зj>. , Ma , ЏiЯt — Sptqt_л , 9 m т f т + —%—°' (0) 

vzniklá eliminací £ z rovnic (6), (13), polarгtu vMeãem h elementгi 
oshulacního huѓele hřivhy C. Výsledky posledních tří odstavců go-
dávají postačujícî basi pro ř šení úlohy zpěti prvků: 1.) element 
třetího řádu prostorové křivky C, 2.) el. 3. ř. její plochy tečen, 
3.) el. 3. ř. její oskulační kuželosečky, 4.) el. 3. ř. jejího oskul. 
kužele, 5.) oskulaðдí lin. kongruenc , známe dva a ҺІedámé 
zbývající t й ; a to jeden pro řešení početní, nýbrž i konstruktivní, 

Do provedení, které je snadné a dá se ovšem rozmanité 
graficky realisovati (s výhodou ke použíti i n kterých relací 
ţnetrických). poušt ti se nehodláme. Za to upozorn me j št , že 
jsme mimochodem rozřešili i tuto úlohu: Jest dán kužel V a 
polarita vzhl. k elem. V v okolí vytvořující přímky t\ sestro-
jiti jest el menty třetího řádu t ch čar na F, jež procházejíce 
jeho středem dotýkají se zde t, jakož i el. 3 ř. rozv. ploćh 
tečen téchto čar.. 

7. Odvodíme nyní souvislost ohar. trilinearit elementu 
prostorové křivky C a elementu její plochy tečen Г s metric-
kými invarianty-y předpokládajíce, že bod 0 je v konèčnu, 
t není přímkou minimální a ш n ní rovinou mmimální. Uvažujme 
цejprve euklidovskou metriku. Buđte x, y, z souřadnice pravo-

úhlé, 5 obiouk, - křivøst a -=, torse čáry C. Dle formulí 
* T 

Frenetõvých je1) 
s 3 . 

*=*- + — 
•—•ІLJLLІ±\*LJL 

У~~ 2Q^ds\ç)(.6 ~ " / ' 

ej r í r¥^l .ř/+-6oT . ^ í l ř - r / 2 4 (M 
a tedy ,=-=,,- + S ( ? ) T + , 

x3 d I 1 Ase4 

~6QT í > 5?\ í ,-T/24" , " 

(21) 

*) V. n. £r. Hostinský, Diferenciální geometrie, str..35. 
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* Je-li (T vzdálenost bod (|, 0, 0) od O, je-li <p úhel přímky 
z = r]x-{-y=0& přímkou t & y, úhel roviny £ y — .5 = 0 
s rovinou <», jest 

É = A T? = — tg" 9, S = tg ip, (22) 
a rovnice char. trilinearity elem. C jest tudíž dle (6) a (21) 

3? 3 g i ^ — o /9S) 
á tg 7 r t g * + * - a ( W > 

Dále jest dle (13) a (21) rovnice char. trilinearity elem. r 

Q — 3? +^Í!,.Wo. (24) (JH d tg 9 Ttg t^ ' ds\ 

Pozorujme, že (23) přeje ve (24), klademe-li místo 
*ó, tg<r, tg>, P, T, cte 

. ., o -1 • ds 
resp. tg y, ~*g<P, *, jr, T i —y • 

Předcházejíce k neeuklidovské metrice, předpokládejme 
soustavu soustavu souřadnou tak volenu, že rovnice absolutní 
kvadriky jest 

x\ + x\ + x\ + x\ = 0, 
a volme faktor úměrnosti našich homogeních souřadnic tak, aby 
bylo identicky 

} xl + xl + x* + x\ = R% 
kde -^z jest křivost'prostoru.1) Dle formulí Frenetóvých2) jest, 

Jti 

mají-li ^,-, ^ týž význam jako dříve, 

— R* + Q%8* . 
**-* 8W 6 +*-*' 

— s * _i_ d /1\5V 
^ - 2 ( , + ¥ \ 7 j " 6 + * 

đ ( Ь \84 

•> 

6Qľ Чs[ę*T 24 
2 

.ft5=Jř-í|Й + 

*) V. na pr.Coolidge, The elements of non-euclidean geometry, kap. 15. 
a) Tamtéž, rovn. (5 , (9), (1(1), (li). 
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a tedy 
3 

+ • x± 2Q\ X^J • 6 ds\Q ) \ x±} 

xé 6eT\ %t) 24ds\Q9'T)\ x^j. 

(25) 

+ • 
Mají li f, % g, d} tpj q> týž význam jako nahoře, jest nyní 

g = t g £ , tjzzt-tgff, t =,tg ^. (26) 

Jest tudíž rovnice char. trilinearity elementu C 

3° S ~ -» + J = 0. (27) 
í tgqp r t g v ds 

-Btg-g-

a rovnice char* trilinearity elementu r 

:+ ' * • .£ . ; . = <>• (28) J___̂ _ + rÍ./í ,\==o. 
(5 . tg.v Ttgt ^ ds\T ) E^R 

Pro lim R = oo přejdou ovšem rovn. (27), (28) resp. 
v (23). (24). Abychom obdrželi metrické vyjádření polarity 
vzhl. k elementu rovinné křivky, potřebujeme pouze v rovnicích 

(23), (27) Másti ^ = 0. 

Připomenouti jest, že di <?, u» jim .orientované vzdálenosti 
resp. úhly, přesně definované rovn. (22), (26). Jde-li o reální^ 
obor, jest ó bráti positivně na posit části tečny, smysl úhlu <p* 
jest vzíti v souhlase s tím, aby positivní část tečny přešla rotací 

j t t. . 

o + "o. v positivní Část hlavní normály, a smysl úhlu y s tím, 
aby ta část roviny bskulační, jež obsahuje kladkou část hlavní 

normály, přešla rotací o + o v t t t Část T0YinY réktifikační, jež 
• • • • • . ' ^ • • . ' " ' \ . • . • ' 

obsahuje kladnou čá&t binormály. 

Na konec ještě stůjte tyto výsledky, jictó důkaz jest 
okamžitý. Bud P9p, nr resp. P\ p\ nf

7 obecná trojina char. 
trilinearfty elementu C, resp. eleágu JT- V 
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Pak jest 
1.) při pevném ny r^sp. nr: 

OP ,. - ' 0PГ Q 

oЪ 
lZ<шЧQ> ÞL0<ш^ 

2.) při pevném p, resp. pr: 

v O? a * v OP' T 

hm =3T, hm <—-->—r. = i r ; 
OP=O < K ? r ) 0^=0 < ( » > * ) d 

3.) při pevném P, resp. P': 
lim"' 5 ( ° ^ ) ^ - l f . Um < f o X ) _ _ ? 

Bod úběžný na tečně (v případě eukl. metriky) resp. bod 
na t konjugovaný s O vzhledem k absolutní kvadrice (v příp. 
neeukl. metriky) a hlavní normála tvoří spolu s tečnou rovinou 
oskulační koule jednu trojinu charakteristické trilinearity 
elementu C Podobně tvoři bod, o němž se o> dotýká se 
čtyř soumezných oskulačních rovin křivky C, a hlavní normála 
spolu s rektifikační rovinou jednu třojiriu char. trilinearity ele­
mentu r. * 

Uvedené úplně stačí, abychom mohli snadno přejíti od 
char. trilinearit (počtem nebo konstrukcí) k metrickým invari­
antům nebo naopak. 

II. Projektivní geometrie plošného elementu třetího řádu. 
• • . • • • " • " * • -

.1. Nechť prostorová křivka C dotýká se v bodě O plochy 
77, nechť se však nedotýká tečny asymptotické; bud w tečná 
rovina 77, t tečna á -o oskulační rovina C v O ; pak platí f nutná 
avpostačující podmínka, aby styk C s II byl aspoň třetího řádu, 
je$t, aby byl takoyým styk projekce c křivky C do Q a jednoho 
a tedy1) kteréhokoli bodu P roviny co s průsečnou křivkou p 
a 77. Na důkaz volme soustavu souřadnou tak, aby bylo G~ 
(O, O, O, 1), t ==f % -rr xz = 0, m ás x% = 0 , J ? = (O, 1, O, 0), 
tak že jest rovnice 77 ^ 

i) V. část I .bds i 2. 
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kde q>t jest forma stupně Je, a rovnice C 

f=«.(t)*+«.fe)'+ -- f- í -ft)' + -
ííutné a postačující podmínky pro žádaný styk JSQU 

a2 = ř, a3 = ý3 (1, 0). 

Eovnice c jest patrně 

i = ,(i) ,
+. f cO.0)(i)+... ! 

Naše tvrzení jeví se nyní evidenťbím. Důsledek toho jest, 
áe při studiu elementů třetího řádu všech křivek plošných 
v daném bodě jejím lze se beze všeho omeziti na čáry rovinve, 
nehledíme-li na čáry dotýkající se jedné z asymtotických tečen. 

2. Uvažujme nyni annalytickou plochu 27 v okolí bodu O. 
v némž nechť asymptotické tečny jsou růmé. Označme (v dal­
ším stále) w tečnou rovinu i7\ v O, a a a /3 obě~ tečny 
.asymptotické. Soustavu souřadnou volme tak, aby bylo: 
a = xx —x3 = 0, $ -s a?2 r : a ? 3 = : 0. Rovnice 77 jest pak 

kde / ( ^ ! , ^ r 2 ) ^ ^ í + ^ X + ^ i ^ í + #3^2- Existuje 
lineární systém co3 kvadrik Q, majících v O styk druhého 
íádu s 27: 

^ 4 — X3Xi + 0*1*1 ^ V l Hf V s ) XS ="0- (2) 
Pronik Q s iTmá v O trojný bod; tečny jsou 

/• &x> ««) — OMr + ^ 2 ) #1*2 — O- (3) 
Mění-li seA{, A2, tvoří (4) dvojmocnou kubickou involuci 

II. Jest ^rozeznávati tři případy á) aQa5 4= O, 6) a0 4= Q, a3 = O 
nebo aQ == O, a8 ={= O, c) o0 = a3 = O; a sice vymizí aQ (ff3) 
tehdy a jen tehdy má-li 0 (a) styk vyššího než druhého řádu 
# II. V obecněn* případě a) nemá IJ pevných prvků; neutrální 
p£r tvoří «, /3. Všecky trojiny I* jsou apoláirní s trojinou 

a0x\ + a^l\=0, #(4) 
která sama náleží do 7 | ; jednotlivé její prvky jsou trojné 
prvky íl. 
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Trojina tato byla poprvé uvažována (a to právě tímto 
způsobem) Darbouxem r. 1880. ^ Její základní význam pro 
projektivní diferenciální geometrii ploch ukázal Fubini ve svých 
pracích z nejnovější doby.2) Budeme prvky této trojiny 
s Fubinim nazývati tečny Darboux-Segreovy (Darboux jmenoval 
je tangentes á osculation quadrique). V dalším naskytne se 
nám příležitost, podati důležité vlasťnosti těchto tečen, které 
také mohou sloužiti za jich definici. V případě 6) (pro určitost 
předpokládejme a3 = 0, tak že a má styk vyššího řádu s II) 
má 1\ pevný prvek a. Všecky tři trojné prvky I* spinou v a. 
Konečně v případě c) má I\ dva pevné prvky a r | 3 a redukuje 
se na systém oo l. n má pak v O styk aspoň třetího řádu 
s kvadrikou a rovnice (4) jest identitou. Každé trojině J | pří­
sluší jednomocný (v případě c) dvojmocný) svazek kvadrik Q; 
tyto mají podíl a i podíl £ styk. Specielně trojině (é) přísluší 
kvadriky 

Xxx^ — cc3a?4 + (alx1 -f- c/2a?2,+ &&£*)•%$ = 0. (5) 
Tyto mají v O s I7 styk druhého (v případě c) třetího 

řádu) a tečny k proniku U s kteroukoli z nich jsou tečny 
Darboux-Segreovy (trojnásob počítaná a v případě &); mezi 
sebou mají pak styk podél a i podél ft tedy v O styk třetího 
řádu. .Kterýkoli bod (xu x21 0, a?47) v co má tedy vzhledem 
k nim všem tutéž polární rovinu o souřadnicích 
QUt = -r 2 T 0W 2 —Xlf QUB = 5C4 4" «i#i + á*®*' ^4 = 0. (6) 

Tato korelativní transformace mezi polem 00 a tesem O jest 
pro další velmi důležitá: budeme ji nazývati transformací -T0 

(příslušnou elementu II). 
Jest patrno, že soustavu souřadnou lze vždy tak voliti, 

aby jednou z kvadrik svazku, o němž práv& byla řeč, byla 
kvadrika xxxq — #3£c4 =-Ó; tento předpoklad učiníme, tak že 
bude / (xlfx2)=zIfojřJ + V 5 ! ) ; rovnice U bude 

• &. - ^L'*L + *_ (ž ;• + ^ + # . .. ( 7 ) 

. #4 0?4 % ' QX\ V * ' . %f V ^ 
*) V. 1)ar.boux, -̂ ur le contact des courbes et des surfáces (Bull. 

d. Se. math. 2 sér., í. 4). 
2) V práci G. Fubini, Fondamenti di geometria proiettivo-differen* 

ziale (Palermo Rend., t. 43, 1918—19, fasc, 1, pp. 1—46) nalezne čtenář 
seznam dosavadních jeho prací. 
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a rovnice transformace 2^ budou 

ux : te2 : Wg = x2 : xx : — #4, x3 = u4 = 0. (8) 
Možno předpokládati a) ^ r= 1, e2 = 1, 6 ) ^ = 1, £2 = O, 

c) £t — ^ = 0- Ponecháme raději tvar (7), abychom mohli všecky 
tří případy jioučasně vyšetřovati. 

3. Moútard vyslovil větu*), že oskulační kuželosečky 
v O průseků I7 s rovinami, které obsahují pevnou tečnu t 
plochy II v O, tvoří kvadriku, kterou nazveme s Wilczynskim 
Montardovou kvadrikou příslušnou tečně t. Darboux ukázal, že 
ze tří tečen v O ku průseku ti s tonto kvadrikou dvě splynou 
v ť, odtud nalezneme snadno, přihlížejíce k tomu, co bylo 
řečeno o involuci 1\, že Moutardova kvadrika příslušná tečně 
x2 — nxx— O náleží svazku 

6n* (xxx<2 --- x3xj 4- [(2e- — ^n3) nxx — (e1 — 2e.2n
a) x2 -f-

Xzxť\ x3 = 0. (9) 
Je-li P kterýkoli bod na tečně x2 — nx1=z O, tvoří tedy 

poláry P vzhledem k oskulačním kuželosečkám průseků* U 
s rovinami svazku OP, čili, dle dříve námi zavedené terminologie, 
poláry bodu P vzhledem k elementům těchto průseků, svazek 
(o středu 0), jehož * rovinu n můžeme tedy nazvati polární 
rovinou P (a P pólem ri) vzhledem k elemeníw II. Z rovnice (9) 
nalezneme, že, jsou-Ii (#,, Xq, O, x4) souřadnice P a (ux, u^u3} O) 
souřadnice n, jest souvislost mezi P a .r, čili polarita vzhledem 
k elementu 77, dána rovnicemi 

QUX = Qxtxly 
QU2 = &x2

tx21 

QU3 = etxl + e2x\ — 6xxx2xé, 

Z toho, co bylo řečeno v odstavci 1./ vysvítá, že analysa 
elementů třetího řádu všech křivek na U/v okolí O redukuje 
se úplně na studium Cremonovy transformace (10). Totéž však 
platí i pro korelaiivní analysu; ta se především pomocí věty 
k&relativní « větou odst. 1. redukuje na studium elementů 
třetího řádu kuželů opsaných iT; užijeme-li však na takový 
kužel a na křivku, podíl níž se dotýká .17, téže věty, vidíme, 

h — бu-мj-
' n •—->• O í í . Un , • (Ю) 
,3 = є2u\ - єxu^ -- бщUşUş, 

l) V. cit, práci Darbouxovu. 
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že korelativní transformací přejde (10) v polaritu vzhledem 
k elementu transformované plochy.1) 

4. Bud opět P libovolný bod roviny co, a bud Q polární 
rovina P vzhledem k Moutardově kvadrice příslušné tečně 
konjugované s OP, Nazveme y reciprokou rovinu bodu P 
(a P reciprokým bodem roviny Q) vzhledem k elementu 17. 
Z rovnice (9) nalezneme, jsou-li nyní (#-, cc2, 0, a?4) souřadnice 
P a (MX, W„, UBJ 0) souřadnice ,o, jako rovnice reciprocity 
vzhledem k elementu 77 
()Ui=2xixl1 - (?a?1-=:2wíw^ 
(jw2z:2^.r2. or.r2 = 2tejw 2, (11) 
^m3 ~ —- (ČJÍCJ +-̂ 2̂ 2) ~ 2a;, #2#4, ax3 =—- \s2u\-\- exu^ ~..2w, w2̂ 3-

V pojednání „Complementi alla teoria delle tangenti 
coniugate di una superficie" (Lincei Rend.? sv. 17, 1908) 
zavádí C. Segre biracionální transformaci mezi body P pole o? 
a rovinami Q trsu O takto: je-li Q oskulační rovina v O jaké­
koli křivky plošné c} jest P bod vratu na rozvinutelné ploše 
17 opsané podél c. Snadno shledáme, přepí.$eme-li rovnici (9) 
pojednání Segreoya do soustavy souřadnic zde užité; že tato 
transformace jest identická s reciprocitou vzhledem k elementu TI. 
Specielně jest o oskulační rovina křivky, podíl níž se dotýká 
II kužel opsaný s P, a korelativně.-) 

, Poznamenejme výslovně větu, která vzhledem k tomu, jak 
jsme polaritu a reciprocitu definovali,'jest samozřejmá: Je-li Q 
Moutardova kvadrika příslušná tečně l, a ť tečna konjugovaná 
s ty jest polární rovinou kteréhoholi bodu na t vzhledem ke y 

-) Trauson dokázal již r. 1841 (RecheTches sur la courbure des 
lignes et des surfaces (J. de Lionville, sv. 6), že místem deviačních os 
průseků H s rovinami svazku, jehož osou je tečna, jest rovina, a dálef že 
existují tři normální řezy o deviaci rovné nnle Že v textu provedené 
projektivní zobecnění této věty jest velmi na místě, ukazuje souvislost 
obou Cremo ;ových transformací (10) a (11), o níž v dalším bude řeč. 

2) Na stručné a velmi elegantní pojednání Segreovo právě cito­
vané, nebylo pokud mi známo, dosud nikým navázáno. Segre sám zabýval 
se touto věcí pouze příležitostně, jak lze souditi z toho, že nepoukazuje na 
souvislost své transformace s tečnami Darboux-Segreovými, a 6 o těchto 
tečnách v témž pojednání později podrobnč mluví a ač k této souvislosti 
nutně přijdeme jakmile se, poněkud blíže s touto Cremonovou transformací 
nabýváme. 

16, 
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jeho polární rovina vzhledem k elementu II, a polární rovinou 
kteréhokoli bodu na /' vzhledem ke Q jeho reciproká rovina 
vzhledem k eletoentu II. 

5. Srovnání rovnic (8), (10;, (11) vede nás vzhledem 
k tomu, jak jsme soustavu souřadnou volili, téměř bez" počtu 
k větě: Je l i P libovolný bod v co, A rovina příslušná P 
v korelaci 2 0 ? n polární rovina bodu P a o reciproká rovina 

' téhož bodu vzhledem k elementu TI, jest 
(ailnQ) zzz — 3. (12) 

Korelativně. Zároveň vidíme, že, je-li r rovina taková, že 
(colnr) zzz h, (13) 

kde h jest libovolná konstanta, jest souvislost mezi P a x. 
jsou-li (xx, x2, O, xx) souřadnice P a (ux, uv u3, 0) souřadnice 
T, vyjádřena rovnicemi 

QUX z=z6r1x\, axxzzz6uxu\, 
QU,1ZZZ6X\X2, <5Xo — 6u\u2, (14) 

QU^zzzh(elx\ + €$1) — 6xlx2x4, <rxázzz h(E3U\ - j - eiul) — 6uxu0ur 

Nazveme tuto Cremonovu transformací transformací 2Jk 

příslušnou elementu II. Specielně jest tedy ^ polarita a trans­
formace 2^ 3 reciprocita vzhledem k elementu H. V případě c) 
(E4 ZZZ S2 ZZZ 0) splynou všecky 2k v korelaci 20. V případě 
a) bodům tečen Darboux- Segreových (a jen těmto) příslušejí 
ve všech 2* tytéž roviny. V případě b) (ex -^=oxř2zzzO) jsou 2k 

kvadratické1), v případě a) (s^s2 4= o\huhické (mimo U0 ovšem). 
V dalším budeme studovati 2* pro obecné & (.4=0). Při 

jiné příležitosti uvidíme, že jest výhodno neomezovati se na 
I^*2lf .£-3; zde poukazuji prostě na to, že tak vyhneme se 

!) Budiž dovoleno na tomto místé uvésti následující: V poj, p. prof. 
Sobotky „Zur Gonstruction von Osculátionshyperboloiden an windsehiefe 
Fláchen", (Sitzb. d. kon b6hm. Ges. d. Wís ;. 1903) vedla nepřesná syn­
tetická infinitesimální úvaha k vyslovení chybného tvrzení, že by (v mojí 
terminologii) při ploše zborcené reciproká rovina vzhledem k elementu 
plochy byla totožná s polární rovinou vzhledem k oskuiačnímu hyperboloidu. 
Toto nesprávné tvrzení bylo bohužel vzato p. prof. Kloboučkem za základ 
dalších konstrukcí ve článku „O zborcených plochách, které mají danou 
asymptotickou plochu" (tento Časopis, roc. 49) a, jak lze souditi z franc. 
résumé tamtéž, asi i jinde. 
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zbytečnému opakování. 2'k spolu se součiny jich se 2'0 tvoří 
grupu, což jen mimochodem budiž uvedeno. , 4 

6. Předpokládejme nejprve obecný případ á), kdy trans­
formace Zk jest kubhíká. Otáčí-li se rovina (u1} u2, u3t 0) kolem 
přímky p trsu O, dané rovnicemi 

Xxux + X^u% + X%uB = u± = O, (15) 

opisuje bod, jemuž odpovídá v 2k9 kubickou křivkou ch o rovnici 

X3k (zxx\ + e2x\) + 6 (l2x1 + X{x2 — l3x±) xxx2 = 0. (16) 

Bod O jest dvojný na ck a tečnami jsou a, (i. Pro tu větev 
na př., která se dotýká (i, platí rozvoj . 

«4 _ 6 (xj "*"'•' v ^ i n 

Pro určité k mají tedy všecky ck
p v každé z obou větví 

styk druhého řádu. Při různých Jc9 ti naproti tomu jest poměr 

křivostí čar ck
p9 c

kř roven 7. Křivka c má, jak známo, tři body 

inflexní, ležící na přímce. Pro souřadnice těchto bodů obdrž|me 
ze (16): 

£ j*^ l "T~ ^2*^2 """""" ^1» ^ 2 ^ 1 " l l*^f2 ^ 3 ^ 4 "—• v . 

Prvá z těchto rovnic praví: Body inflexní všech křivek ck 

leíi na tečnách Darboux-Segreových. Drufiá znamená: Body 
inflexní křivky c 1eM na přímce, příslušné přímce p v kore­
laci 2!0. Netřeba výslovně uváděti vět korelativních.1) 

Obraťme se ku případu b) (sq = 0), kdy a má styk aspoň 
třetího řádu s IT a 2V jest kvadratická. Otáčí-li se opět rovina 
(u19 u2, uB, 0) kolem přímky p, dané rovnicemi (15), opisuje 
bod, jemuž odpovídá v 2'k, kuželosečku ck o rovnici 

Ag&̂ â  4- 6 (X2xx + Xxx2 — XBx±) x2—0. (18) 

*) Výsledky tohoto odstavce lze, omezíme-li se na transformaci 2:x 

snadno odvoditi synteticky z věty ddst. ! . Z té totiž vysvítá ihned, že body 
tečen (3) mají za polární rovinu vzhledem k elementu ÍT svou polární ro­
vinu vzhledem ke kvadrice (2). Odtud pak plyne, že dvojmqcná kubická 
involuce, vyEatá na kterékoli a křivek c* přímkami roviny «, jest perspek­
tivní s involucí /2, ve kteréžto okolnosti jsou již (pro -T3) výsledky pří­
tomného odstavce obsaženy. ,. 

16* 
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Odtud vychází okamžitě: Všecky ck
p, dotýkají se v O 

tečny a. Ony, které (při různých k) příslušejí pevné přímce p, 
dotýkají se podruhé v bodě na /?; společnou tečnou zde iest 
přímka příslušná přímce p v Jcorelaci 2\r Rozvoj (17) platí 
i zde, tedy: Při pevném k mají všecky čk styk druhého řádu 
v O; při různých k, k' jest poměr křivostí čar ck

f ck
p v O 

roven T> Korelativně. 
kr * 

. 7. Polaritou vzhledem k elementu plochy 17 stanoveny 
jsou elementy 3. ř. těch křivek plošných, jichž tečnou v O není 
asymptotická tečna, a el. 3. ř. těch rozv. ploch opsaných A7, 
jichž vytvořující přímkou v O není asymptotická tečna. Reci­
procita vzhl. k elementu TI stanoví souvislost mezi elem. 2. ř. 
plošné křivky, dotýkající se v O tečny různé od tečen asymp­
totických, a elem. 2. ř. rozv. plochy opsané IT podíl této křivky. 
Rozřešíme nyní obdobné otázky pro Jsřivky, dotýkající se v O 
na př. asymptotické tečny (3. Je-li plocha H dána stále rovnicí 
(7), jsou rovnice takové křivky C 

kdežtp jako rovnice rozv. pl T, dotýkající se n podíl C, nalez­
neme snadným počtem 

ui _• • f t - K / M ' i g (UA3 i 
• «3 . » • - • \ « 3 / - t ) \ « 3 / , '•"' -

u,__ 3pI + ge,/t..\» , 1 2 U J 

« ? - 6 \u*) +-••••• 

kde c nezávisí na p^. /J8. Podržíme-li vaše dřívější označeni,1) 
jest charakteristická trilinearita elementu C 

- g g s + g P Í + ^ - - g x _ g 3 - o - (2i) 

a charakteristická trilinearita elementu r -

3p3 + 2Cl 3(p,+e.)-.., 3 ( p , + c x ) 
: 0 . (ŽЗä) 

*) část I, odst. 2. 
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V následujícím pro jednodušší vyjadřovaní předpokládejme, 
že II, O, «, /?, fCj r jsou reální. Dále předpokládejme v uvažo­
vaném prostoru definovánu euklidovskou nebo neeuklidovskou 
metriku, takovou, že O jest v konečnu. Přistoupíme nyní k in­
terpretaci rovnic (21), (2^). Bud P bod (|, O, 0, 1), p přímka 
i\xx + :r2 = .T3 = 0 a 77 rovina £ra —• a?3 = 0 ; pak jest patrně, 
blíži-li se P k O, p k |J a » k a?, 

lim-^rr/^, lim—!— = £ 2 - lina = A'o, 
OP 1? <(£/>),. < ( « * ) 

kde &-, ř2, fc3 jsou tři konstanty pouze na soustavě souřadné 
závislé, různé od nuly. 

8. Jest lehko udati význam konstanty ~ . Rovnice nejobec-
'h 

nější kvadriky, mající s 17 v O styk druhého řádu, jest totiž 

# 3 -V= xix* + (Kx\ + KX2 + hxd ^ . (2) 
Polární rovina u kódu Af (y i ; 0, O, yA) vzhledem k této 

kvadrice jest 
žlA + (Kvi — yd ^3 = °. 

Jest tedy, blíží-li se M k O, 

lim °/* = j - L . (23) 

Tuto limitu lze však lehko počítati. Především jest patrno, 
že má tudíž hodnotu pro všecky kvadriky (2). Předpokládajíce 
nejprve euklidovskou metriku volme tečny křivoznačných čar 
v O za ošy x9 y a normálu plochy za osu z pravoúhlé soustavy 
souřadné a za pomocnou plochu volme paraboloid 

|de —, — jsou křivosti hl. normálních řezů H v o. Jsou-li 

pra^>úhlé souřadnice TVÍ 

_ *=,řVí» y=.±ť.V--li- .* = <>,•• 
jest rovnice (i ' , 

Vpi #V—P2 ř 
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Odtud 0%* = t*(Ql—QĚ), tg 2 <r(«,u) = ~ ^ - , 

a tedy 

i i m ^ ^ = ± V : r ^ = ± _ L _ , (24) 
tgi.no, p) V—K f , 

je-li K totální křivost II v O. Srovnáním (23) s (24) obdržíme 

' t=v=ř' *'=1- (25) 

Co se týče znamení, učiňme konvence: Zvolíce na /? po$. 
smysl, berme úhel (ca, ^) za pos. či neg. dle toho, zda pozoro­
vateli na /3, |l-li smysl od paty k hlavě positivním smyslem p, 
jeví se rotace od co k; fi do leva nebo do pravá; podobně na a. 
Dále považujme za pos. stranu co tu, na níž -f- cc leží na levo 
od + <#; je-li II v okolí O mezi + <* a +/? na pos. straně wy 

jest ve (25) pro /? e = + l, pro a e — — 1 ; v opačném případě 
naopak, vždy však je e na jedné z a, $ rovné —f-1, na druhé 
= — 1 . Rovnice (25) platí však (i co do znamení e) i v ne­
euklidovském prostoru, což lze bez dalšího počtu takto nahléd­
nouti: Považujme euklidovský prostor Sa} v němž jest I7, za 
část euklidovského čtyřrozměrného S±. V O veďme kolmici na 
$8, a na této vytkněme • bod A tak, aby A O bylo rovno jednotce 
délky. Trs, promítající S3 s A9- jest pak neeuklidovský SJ, 
geodeticky zobrazený na 88. Ploše II a bodu 0 v S 3 odpovídá 
v S* plocha I7* a bod O*, hl. norm. řezům U v O hl. norm. 
řezy II* v O*, a křivosti oněch jsou rovny křivostem těchto. 
Stejně limita na levé straně rovnic (25; se nemění atd. Platí 
tedy v eukl. i neeukl. metrice rovn. (25)^ jakož i věta: Buď fi 
vytvořující přímka ztyrcené kvadriky, O, M dva body na /?, 
co, fi jich tečné roviny, K ret totální křivost1) kvadriky v O; 

pak jest blW-li se M k O, lim - ^ i ^ = ± V / 3 ^ T při čemž* 
• ' - OM f 

za hořejších konvencí o znameních platí na vytvořujících přím­
kách týchž (různých) soustav totéž (různé) znamení.2) f 

1) t. j . součin křivostí obou hl. norm. řezů. 
2) V „Poznámce o zborcených plochách druhého stupně" (Rozpravy 

čes. Ak., r. 8, č. 6) zabývá se Ed. Weyr podmínkou, kdy existují kvadriky,, 
obsahující dvě. přímky, jež se «protínajítv bodě 0, jsou-li podél obou 
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9. Dle rovnic (21), (22),.(25) a našich dřívějších výsledků') 

jest, je-li - , — I - ř, - , I křivost a torse čáry C (čáry vratu 
í* J- Q J- f > 

rozv. pl. T): ' 

!___« _ . _ _ ! _ + _ _ 
Q h ?' *« 3í>2 + -e, ' (26) 

Předpokládejme nejprve f-* 4=0. Z (26) nalezneme, kladouce 
Qz=Qf-)} že asymptotické čáře přísluší hodnota 

ft = - 2 " -

Jeli tedy — křivost, a _, torse*asymptotické čáry, jest 

£=-..y—; »=£(»-£). 
2^~7;4o-3o0

? ? ~ J ° U č>/ 
Tyto rovnice obsahují ovšem potlze dávno známé výsledky 

pocházející od Ennepera, Beltramiho a Bonneta. — Pravili jsme, 

že asymptotické čáře přísluší hodnota p2~— V*; srovnáme-li 

s rovn. (17y, obdržíme větu: Křivost o O kubických křivek, 
odpovídajících v transy. _?* příslušné* elementu TI svazkůtotř 

2k 
rovin, rovná se křivosti asymptotické čary, násobené — „ - . 

Korelativně. Jest důležito, poznamenati tento důsledek věty 

přímek předepsány roviny tečné, a dospívá k relaci 
* ylk — *\k'~kk'(k — kf\ 

kde jr0, XQ jsou vzdálenosti cen|r. bodu od O, a k, kf distribuční parametry 
Z věty v textu pjyne okamžité relace Weyrova, ovšem naSe věta praví 
vice. Její souvislost s větou Enneperovou o torsi asymptotických Čar dodává 
jí jisté zajímavosti. 

i) část L, odst. 7. - » 
2) nebo též z rovnic (21), (£2), užijeme-li věty odvozené v části I. 

odst. 4. 
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právě vyslovené: Sestrojíme-li v w jakoukoli křivku kubickou, 
majíqí v O bod dvojný a v každé z obou větví styk druhého 
řádu s jednou z čar asymptotických, leží její tři inflexní body 
na třectí tečnách Darboux-Segreových. Odtud pak následuje: 
Známe-li diferenciální rovnici projekce asymptotických čar 
plochy s pevného bodu na pevnou rovinu, můžeme z ní od­
voditi dif. rov. projehce Darboux-Segreových čar téže plochy 
z téhož bodu na touž rovinu 1). 

€ 

Dosadíme-li do rovnic (21); (22)^2 = —-- ,̂ eliminujeme 
7] a užijeme souvislosti o^kulační lin. kongruence křivky s char. 
trilinearitami elem. křivky a elem. její plochy tečen2) obdržíme 
výsledek: Svazky přímek, jichž středy jsou na /3 (na a) a jichž 
roviny příslušejí středům v korelaci -T0, tvoři oskulačni lin. 
hongruenci asymptotické hřivhy dotýkající t se fi (a). Syntesí 
této věty s předešlou plyne pak: Abychom znali element třetího 
řádu plochy, je nutné a stačí, znáti křivosti a oskulačni linr-
drní kongruence obou asymptotických čar. Tato věta je zají­
mavý pendant ku známé větě, že elem. třetího řádu plochy je 
určen elementy třetího řádu obou křivoznačných čar. 

Je-li el—0, obdržíme jednodušší rovnice 

% . Je pozoruhodno, že pro e^O pro žádnou křivku, dotýka­
jící se /J, a analytickou v O, není 

г) Mг G. Ғubini „Applicabilità proittiva di cUie supeгfície (Rend. 
Palermo, t. 41, 1916, str. 153), kde se praÿí: „Prima di proseguire voglio 
mettere in luce un notevole risultatoda noi conseguito, e di cui, per 
quanło esso fosse previsto ďa me* per via intuitiva, mi sfugge Vintima 
ragtone analitica. Date su tutta 1a superficie 1e assintoticћe, per determi-
ñare in un punto le direzioni di Darboux-Segre basta conoscere le (Cл) e (C2) 
che non contengono le derivate di D, D', D^, ma sołtanto ełementi di 
secondo ordine per Je due supèrfície. Questo teorema merita prpbabilmente 
di esserestudiato piu profondamentЄc 

2 ) őást I., odst. 5. 
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III. Užití na plochy zborcené. 

1. Za souřadnice přímky budeme bráti výrazy pik = 
— Xiyk — ockyi, jsou-K XÍ a y,- souřadnice dvou jejích bodů. Bud 
dána zborcená plocha 77 v okolí přímky t = x2=xB=0 tím, 
že souřadnice přímek vytvořujících1) jsou dané funkce parametru 
x} při čemž přímka t přísluší hodnotě £ = 0; jsou tedy rovnice I7 

P12 =.al2z + i120
2 + cX2z

z -f 

f ^23 = #23^ + &22** + C22** + 

-P31 = «3i* + hiť' + c31^
3 + 

P 2 4 = a240 + b24*
2 + c2iz

3 -f 
P3 4 = a9Az + b^z* + c340

3 + . . . 

Nzhledem k identitě ^2^34+^23^14+ P3iP24:=0 jest 

Mi)<• ; 

a 2 3 07 023 (#12^3* + ^31^241? / j * \ 

«23 = — O l 2634 + «34612 + «31&24 + 63l«24)'-

Rovnice I7 v bodových souřadnicích obdržíme, dosadíme-li do 
* rovnic 

#>4#1 — P>iX2 + Í>l2*4 = ^34^1 — Pí 4^3 — 031*4 = 0 ( 2 ) 

z (1) a vyloučíme z. Je-li obecně dána plocha dvěma rovnicemi 
/ (x1} x2, xBJ xv z) = g (xXJ x2J xZJ #4, i) = 0 

homogeními v XÍ, jest rovnice tečné roviny v bodě x? 

ŁШĄЛ .»,=o. 
f=l [Э(Лľf, z) Jл-.= ү 

Rovnice tečné roviny plochy 77 v bodě (x\, O, O, # ř
4) je dle toho 

(aux\ — a^xj x2 — (a24a?f- + a12x\) x3 = 0. (3) 
V dalším stále předpokládáme, že" t není torsální přímkou 

na 77; pak možno soustavu souř. zvoliti tak, aby rovnice (3) 
byla jednoduše % 

x\x2 — x\x3 — 0. -.' (3ř) 

*) obvyklý název „přímka povrchová" nebo „površka" nepokládám 
2a vhodný. ' 
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Volínie-li mimo to ještě parametr z vhodně, bude pak 

"si = a2i = K = 3̂4 = O, aX2 = a34c zz 1, (4) 

a vzhledem k rovnicím (1*) dále # 

a2B zz U, O23 zz 1, CJ23 — O12. (4 } 

Zaveďme přechodně novou soustavu souřadnou substitucí 

xxzzyx • yx —xu 

x%= y% Mv y* = : x2 l1^? /g\ 
x3 zz yb, y3 zz: x3J 

- ^ = Wi — y^ y± = ^ i - %*, 

Ďosadíme-li nyní do (2) z (1/ a (5), obdržíme, přihlížejíce 
k rovn. (4): 

(ha*2 + cu*
8 + . . . ) yl — y» + w* + (* + &is * 2 + " ' 

*,8*
3 + •. 0 (w. - y 4 ) = 0, (6> 

(* + . . . ) y, + y3 — ( V * + c3i*
3 + . . •) (w,—y 4 ) = 0. 

Z druhé z rovnic (6) vypočteme 0: 

'=-ř+Hř)-w^+^(ř)-'' 
3 \ žtl / * ! 

a dosadíme do prvé rovnice (6); výsledek 

-|.(i„,.+ irf+,,l)(|f)
,+f|f 

-[26;,ř" + 2í„1«(í„p + 6„) + c„ř»+c1,ř + í ! 4 ] í i y 

- ( 2 ^ + M ( f ) ' f + ... 
vyjadřuje rovnici plochy 17 v okolí bodu (1, O, 0, (i) v sou­
řadnicích y. 

2. Učiňme nyní o soustavě souřadné další — dřívějšímu 
neodporující — zjednodušující předpoklad, že rovnice hyperbo­
loidu H, který U podél t oskuluje, jest 

X\ Xn "" XQX± —-— U« 
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Nahlédneme snadno z rovnice (7), že bude pak mimo 
(4), (4*) ještě 

b31 = b12 = b24 = 0. (4**} 

Rovnice II v přímkových souřadnicích jsou nyní 

P 2 3 = - PI + 0 . P\< + . . ., i r P * \ m 

PSÍ=C3IPU + .., v*-pj w 

* 24 = C24I3i + • * * ~ 

a rovnice II v okolí bodu (1, O, O, 4«) v souřadnicích y jest 

lk.-2±y±_(c^ + c 12a + o i—V+ • - • (9> 
_ y i yi yi t y j 

Rovnice transformace £k příslušné elementu TI v okolí 
bodu (1, O, 0? (i) jest v souřadnicích y, znamenáme-li v pří­
slušné souř. rovinové,1) 

QV2 = — Ly\ — yxy,7 ayx = — Lv\ — ty'8, 
QV3 = y\, oy* = w*, y 2 = l \ = o , (ío) 
^ = y3y4> °ih = *4 
klademe-liv pro zkrácení 

L = h (c3í^ + cl2u + <?s4). (10*) 

Bud nyní P libovolný bod v prostoru; rovina (Pí) dotý|á 
se II v určitém bodě J í přímky í; i můžeme bodu P přiřaditi 
rovinu 77, příslušnou P v transf. 2 y příslušné elementu V 
v okolí bodu M: takto definovanou příbuznost mezí prostorem 
bodovým a rovinovým nazveme transformací 2u příslasnou 
vytvořující přímce t zborcené plochy í/ a v dalším prostě 2t* 
Rovnice 2*, k nimž dospějeme, zavedeme-li do (10) souřadnice 
x substitucí (5) a souřadnice u substitucí kontragredientní 
a vyloučíme w pomocí rovnic ux + ^ 4 z z : ^ 2 - ^ # 3 = 0 , jsou 

QUX =x2 (xxx2 —xaa\), 
QU2 = h (c3íx

2
2 + c12xtIx3 + c24£*) #3 + xt (xxx2 — x3x4), {lly 

QUS = - K (^32^2 T" *q2^2**3 + ^24*^3.) *̂ 2 "~" ^ 4 1*^1^2 #3**4'? 

QU± .31 -— # 3 ( ^ ^ ^ 3 ^ 4 1 ? 

J) V. část II., rovn. (14). 
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4JX1Z= h (CZIU] _— C12U1UA + C2AU\) %lA + V* («iW« —- t*sw4)i 
ra2 = ux (uxu2 — ti3w4), * . 1 1 , 

.45X1 = - w4 K W 2 — W 3^ 4 ) , 
<rr4 = — h (cBíul — c-sti-w4 + c„4w4

2) W l — uB (i^u2 — w3f,4). 

Z těchto rovnic nejprve vidíme, že .Z^ jest, prostě polarita 
vzhledem ku H?) Je-li současně csx =ť» 1 2 = c a 4 = 0. splynou 

, 2 \ v 2 0 ; II má pak podíl ř styk třetího řádu s H. Tento 
případ v dalším vylučujeme. 

3. Pro i =(=0 J s o u žt v obou smyslech kubické Cremonovy 
transformace. Rovinám obou trsů, vyjádřených rovnicí 

^3ini — Čl2?'lW4 + CoAu\ = O, (12) 

jichž středy označíme F„ F2, příslušejí ve všech 2k tytéž body 
Nzhl. k významu \T- nebo také dle (9) má n v každém z obou 
bodů Fu b\ styk třetího řádu s Í L Asymptotické tečny /, , f 
v F„ Fq mají tedy čtyrbodový styk s í í ; jinak řečeno, 
/ i a j2 J s o u řídící přímky oshulacní lineární Tconaruence K 
plochy II podél t. Abychom nalezli rovnice K, můžeme tudíž 
takto postupovati. Buďte M17 ^ kořeny kvadratické rovnice 

^3i^2 + ^ + r 2 4 = O, ' (13) 

tedy (i, O, O, ju,) souřadnice F t . Tečná rovina a?2—- [i{x9~0 
plochy U v Fx protne přímku # / = # 4 = 0, náležející H, 
v bodě 6?! (O, ^ , 1,0). Patrně jest fi==F1G1 a tedy jsou 
souřadnice fA: 

>ia : P23 - Psi : 2>u : fti : P34 = — ."i : O : 1 - O : ^? : /^. 

Eóvnice komplexu přímek protínajících /i jest tedy 

ř»!Pei + -H (Pi% — PBÍ) + P24 = 0. (14) 
Podobně jest rovnice komplexu přímek protínajících f2 

v\P%i + 'lh (Pii ~~ Ps4) + P24 = 0. (14*) 

1)- Je-li /I jakákoli plocha, jest .T0 příslušná elementu 77 částí po­
larity vzlil. t. li ZY. Lieqvé kvadrice plošného bodu (Lie; GUristiania 
Videnskabs-Selskabet Fórhandlinger 1882), t. j . oskulačnímu hyperboloidu 
zborcené plochy, kterou tvoří asymptotické tečny prvé (n. druhé) soustavy 
podél asymptotické křivky druhé (n. prvé) soustavy. (Wilczinski nazývá 
Lieovu kvadriku prostě oscalating hyperboloid). 



245 

Soustava obou rovnic (14), (14*) vyjadřuje K. Jest však dle' 13 > 
' i *» I I C)0 

,,2 .=.-----, •— + — — - — , 
c 3 1 i " ' 1 u . í c 2 4 

a KT je tudíž vyjádřena rovnicemi 
C\lP3\ C31 ( P l 2 ~ Í P 3 4 / — ^? 

W2?724 — ^ 2 4 ( P l 2 — P 3 4 ) = O, ( 1 5 ) 

CQ4iP3l C311)24 - — ^ ' 

Toto odvození není ovšem přesné, neboť body F1,, F2 

mohou splynout. Dá se však lehko verifikovati, že (15) vy­
jadřují K ve všech případech. Nsfeveme s Wilczynskim1) F& F2 

fleknody a / . / 2 fleknodální tečny plochy TI. 
4. Je-li 4c31c24 — c12z|~0, jsou oba fleknody F„ F2 růzrié. 

Možno pak soustavu souřadnou ve shodě s dřívějšími před­
poklady tak specialisovati, že jest FJ (1, O, O, 0) a F2 

(O, 0? O, l)?
#načež bude f-. =x2 = #4 = 0 a / 3 = & , =fica = 0.> 

Yolíme-li souřadnice takto, bude c 3 1 = f 2 4 = 0 a po vhodné 
volbě jednotkového bodu dále e12 = 1. Eovnice TI nabudou 
jednoduchého tvaru 

(-=£)• (164 

kdy vynechané členy jsou vyššího než třetího řádu. Eóvnice 
2t znějí potom 

QUX =x2 {xxx2 — xsxA), - ##. = — Jciii u\ + u2 {ux u2 — w3w4)7 

Qii2=kx2xl-\~xi{xíx2~x5Xi), 0x^ = 1*! {utu2 — w3w4)? 

QU§ ——- --— /CXQXQ tí? Í v^l *̂ o *^3*^4/? GX$ «•»— t t 4 ^ttitfg U$Uijj 

tOW4 = —- # 3 (íCjíPa — # 3 # 4 ) , ^ ^ 4 = ^ M í « 4 — W3 (%«/ 2 <— W3M4). 

•(17) 
Je-li však 4c31c24 — c*2 = O, jest F^^F2 a t e d y / ^ A . 

Nyní možno specialisovati souřadnice tak, aby bylo Fj=(1,0,0,0) 
a tedy /i = a?2 = #4 = O, načež budu c12 = ca4 = 0 a po vhodné 
volbě jednotkového bodu c3i = 1. 

*) Projective differential geometry of cuives and ruled surfaces, str. 147* 
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Rovnice II jsou nyní 

Pl 2 — * 34 + • * V I23 = = I3 4 + • • V *31 ~' I3 4 + • • •» I2 4 - 1 " * * h 

(18) («•=£)• 
kde opét vynechané členy jsou vyššího než třetího řádu. 
Rovnice Ik jsou 

QUX ~x2 (x{xi2 — x3xá), oxx =kufy4 + w2 (utu2 —u^i), 
QU2 = 4a?Sa?3 + ar,. Ca?,íta — x3x±), ax2 = ux (uxti2 —u^u^), 
QU3 Z= — &#* — Xé (xiX2 — X3Xá)i 6XZ = — W4 (Wj Wa — WgW4)> 

Qiti—— x3(xxx2 — x3x^), dxit=ikti\ — ^iz(uxu2 — u3uA). 
(19) 

5. Tečné rovině II přísluší v 2k (*z|zO-) její průsečík s t. 
V důsledku toho jest t bisekantou kubické křivky ck příslušné 
v 2:k svazku rovin, jehož osou jest obecná přímka p; a sLce 
protíná t ck v průsečících t s oběma tečnými rovinami přímkou p 
ku II. Dotýká-li sejp hyperboloidu H, jest ovšem t tečnou c. Ro^ 
vině (pFx) přísluší v 2* táž rovina jako v 2 0 ; jest tudíž také reci-
prdká polára # přímky p vzhledem ku H bisekantou cp a protne 
cp v průsečících q s tečnými rovinami II ve fleknodech Fx, F2. 
Splynou-li Fí7 Fqi jest q tečnou ck. Z rovnice (13) v části II., 
odst. 5., plyne dále: křivky ck, cp příslušné svazku p, resp. 
v mk) .2*', jsou v biaxiální kolineaci o osách t, q a invariantu 
Jc'/k. Bylo by lehké, verifikovati tyto výsledky z rovnic (11). 
Dále jest patrno: Protíná-li p přímku t, redukuje se ck na 
kuželosečku a protíná-li p mimo to jednu z fleknodálních tečen. 
na přímku. K tomu však přistupují další redukce: Protíná-li p 
ednu z fleknodálních tečen, na př. fi} redukuji se ck opět na 
kuželosečku. Bud II dána rovnicemi (16). Souř. obecné roviny 
svazku p jsou za naší suposice 

«i • « + *) : V (*4 + mX\ (20) 

kde A jest proměnné. Dosadíme li do (17),. obdržíme para­
metrické vyjádření kuželosečky ck: 
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<5xx = — kux (u\ -f- 2mAuA -|~ mVt2) + (w2 + A) [wxw2 — w3«4 + 
(WxWg— W),i], 

« a = M1[M1wa— w3w4 + (wi — tt3m)A]. - ^ (21) 
ax3 = — (w4 + ml) \ui Uo — w3w4 + f w, —- u3m) l], . ' 

axA = hu\ (uA -f-mA) — u3 \uxu2 — usuA -j- (ux —w3m). A], 

Z těchto rovnic vidíme, že kuželosečka 6 protíná t v je­
diném bodě, totiž v průsečíku t s tou tečnou rovinou vedenou 
přímkou p ku H, která neobsahuje fv Také reciprokou poláru 
q přímky p vzhledem k H protíná kuželosečka v jediném bodě, 
totiž v průsečíku s tečnou rovinou II v F%. Konečně protíná 
CP fi y Jednoro^ bodě, jehož poloha závisí od h. Je-li n dána 
rovnicemi (18) a svazek p opět rovnicemi (20), jest kuželosečka 
c vyjádřena rovnicemi 

axx = hu\(uA + ml) + (u2 + *) [**i**2 ~ uzu± + (ui — u$m) ^1 
ax2 = Wj [M,W2 — w3?/4 -f- (wi — w3m) i ] , 
(Tr3 = — (uA -V mi) [w, u2 — u3u4 -f- (flj — M3tw) A], ^ 
<;;r4 = —.hus

x — u3 [uxu2 — u3uA + (ux — u3m) A], 

V tomto případě protíná kuželosečka vk přímku t opět 
v jejím průsečíku s tou tečnou rovinou ku H přímkou p7 jež 
neobsahuje f\ ; dále obsahuje nyní cL

p průsečík (a/*,), čili pól 
roviny pfA vzhledem ku H. 

6. Jestliže všah přímka p náleH lin. hongruenci A\ 
přísluší jí v 2k přímka. Je-li I7 dána opět rovnicemi (16). 
jsou souřadnice obecné roviny svazku p 

1 : A : n : ml] 
jsou-li. 

(«, O, - 1 , 0) (O, m, O, — 1 ) C23) 

průsečíky p resp. a / , , / 2 . Parametrické vyjádření přímky cp 

obdržíme z (21), kladouce zde w r = l . w2 = 0 # z / 3 = n , w4 = 0, 
a krátíce A: 

(jo?! = A (1 — mn — h%m2)> 

(24) 
(7̂ 2 = 1 — mw 
ax3 = — жЯ (1 — mn), 

(УXA = — n (1 — røn) -ţ- ibw. 
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Splynou-li však f19 f2 a tedy II jest dána rovnicemi (18), 
bude osa p svazku (20) tehdy a jen tehdy náležeti K9 splynou-li 
obé roviny svazku (20) dotýkající se H čili bude-li ut —u d m = 0T 

tak že můžeme předpokládati ux=m9 w2 = 0, % = 1, uA=n9 

načež souřadnice obecné roviny svazku p jsou 

m : l : 1 : (w + mX\ (25) 

Jako parametrické vyjádření přímfey ík obdržíme pak 

ax1 = kmrn — (n — km3) X, 
ax2 = — mn9 

oxz = n (n + mi), ' 
o-a;4 = n — km3. 

Přímka ck náleží opět, stejně jako p lin. kongruenci K. Jsou-li, 
fleknody různé, jest to z rovnic (24) ihned patrno; obdržíme 

(1 — mn — k^m1, 09 — m (1 — mn), 0)9 

(0, 1 — mn, 0, — n) (1 — mn) + km) ^ ^ 

jako souřadnice průsečíků ck
p s /„ /v Je-li však Fx ~ F2, nalez 

neme nejprve z (25) 

-Pn : Pii :Psi '>»u : JP24 : Ps* = »» : w * 2 : — n : — 1 : 0 : m (28) 

jako souřadnice přímky p a z (23) podobně pro ck 

Pl2 :P23 : • •• 

= mn(n — km3):mqri2: n3: — (w — km3)2:0:mn(n — km3). (29) 

Rovnice KT jsou v našem případě (rovn. (15) a c12 = c 2 4 = 0 ) 
J P i 4 = P i a — i * 8 4 = ° i / 

tak že jim hoví jak hodnoty (28), tak i hodnoty (29).*) 
7. Ježto z vět dříve vyložených2) jest patrno, že, známe-li 

vedle H také ck příslušnou jedné zvolené přímce p neprotína-
jící t, dovedeme ihned udati bod příslušný kterékoli rovině 
v" 2*, docházíme^ k velmi jednoduchému závěru^ že stačí znáti 
vedle M polohu obou fleknodů a jeden pár pfímek} abychom 
znali elementy třetího řádu zborcené plochy n ve všech bodech 
vytvořující přímky t. Tu se však naskytuje tato okolnost: 

!) Netřeba uváděti výsledků korelativnich k odst. 5 a 6. 
2) Část II, odst. 6, případ b.) 
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rovnice (8) ukazují, že známe-li pouze t a H, máme tři kon­
stanty volné; zvolíme-li Fx a F2 (a tím i / 1 ? / 2 , K), zbývá 
jediná konstanta. Kongruence K obsahuje však oo- přímek; 
mezi přímkami p, c* musí tedy býti Jistý vztah. Pravím že 
tento vztah zní: Ve zborceném svazku S, stanoveném přímkami 
i, pyc , určeme přímku r tak,, aby 

(/rpcj) = - l ; (30) 

pak náleží přímka r hyperboloidu 27. Jsou-li především F7,, F2 

různé, nalezneme z (23) a (27) pro průsečíky r s /,, f%: 

(m»w« 4 k*m* — 1, 2m (1 — tnn), 0), 
(0, 2m (1 — mn), 0, m V + fc2mu—- 1). 

Ježto rovnice í? jest a?-.^— r 3 r 4 , vidíme, že r leží na H, jak 
tvrzeno. Splyne-li Fx s F2, máme nejprve z rovnic (28 >, (29) 
pro souřadnice obecné přímky zborceného svazku S určeného 
přímkami t, p, Cp: 

PÍ 2 : P23 ' Psi : PÍ 4 : P24 : /y34 

zr m [̂  -f- vn (n — kms)\ : ni1 (pí -f- vn2) : n (— /* -f- im2) (31) 
: [X — ft — v (n — km3)12] : 0 : m [fi -{- vn (n — km3)], 

při čemž vzhledem k identitě p^P.u^P^Pu ~\-P3iPn= 0 jest 

cp = i ^ + w2i*> + Ay,v — 0, (32) 
kde hodnotu A nepotřebujeme znáti. Považujeme*li kfiv za s »uř. 
bodu, jest qp kuželosečka projektivní se zborceným svazkem S; 
vzhledem ke (30) obdržíme obraz přímky r na <p, ,spojíme-li 
obraz přímky t s pólem přímky k = 0 vzhl. k 9? přímkou; 
rovnice této spojnice jest 

u —*wtt = 0. (33) 

Porovnáme-li s '(31), vidíme, že jeát pro r ^ = 0 , t. j . r pro­
tíná přímku xx = x3 rr 0, náležející .2/. Avšak r dle toho, jak 
byla d^finotána, jnáleží A, t. j . dotýká se R v bodě přímky 
.ra=#4:=r0. Jest tudíž celá přímka r položena na H, jak jsme 
chtěli dokázati. 
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