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Piiloha k Gasopisu pro pastovani mathematiky a fysiky.

Dulezitost paraboly.

Pro z4ky stfednich skol sestavil
Dr. Fr. Hejzlar,

¢. k. zemsky 8k, inspektor v Praze.

Obsfrnéj$i analytickd geometrie v roviné jednd o kfivkich
dvojtho druhu: 1. o kuZelosekdch ¢ili o kiivkidch stupné dru-
hého a 2. o kiivkdch stupné vyssiho.

Bez nékterych z nich nemlZe se ani mathematika ani
fysika nikterak obejiti bud proto, Ze se obéma prospé&Sné k pii-
kladim hodf a TeSeni mnohych problémi usnadiiuji, aneb za
tou pri¢inou, Ze uddvaji zcela urcité znacény pocet zdkond, jimiZ
se tkazy ptirodni ¥idi.

Budiz zde zatim ddleZitost paraboly zvlasté ve fysice
zplisobem elementdrnim zevrubnéji vyliCena.

I. Rovnice kifivky. KuZelosetkou slove geometrické misto
bodu, jehoZ vzd4lenosti od jisté pevné pifmky — pFéimkou *idict
zvané — a od jistého bodu pevného — oknisko feCeného —
jsou v stdlém poméru

min Gli 1:—~ neb 1:s.
m

Je-li ohnisko F (obr. 1.) polem soufadnic poldrnych, pifmka
C d M —Z

Obr. 1.
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BX na Ffdicf CB kolmo stojicf osou, tihel ¢ odchylkou bodu M
kuZelosetce ZZ ptislusného, FM —+ privodiem a CM —d
vzd4lenost{ bodu M od ptimky Fidici, bude

d=20-+h -+ rcoso, 1)
kde 6 = BA a h = AF; Ze viak

dir=1:¢ dli dzg_

a podobné
d‘:h:l:aéilid:%,

obdrzime dosadivie tyto hodnoty za d i 0 do vyrazu (1)

. r=01~+¢&h-+tercose
aneb zavedeme-li oznacenf (14 &) h=p,
r=p-}eéercosg. ()

Uzijme nynf{ soufadnic pravodhlyjch zvolivie:si pifmku
BX za osu a-ovou a prisetny bod A za pocatek; i lze pak
psati
z—h=rcos @,

¢imZ rovnice (2) nabude tvaru

r=p-+é&x—h).
Zérovein vysvitd z obrazce, Ze také

r=V(@—hr*+4y,
ktersZ rovnice s predeflou byvii spojena d4 obecnou rovmici
kuZelosecek*)
@—h*+y'=[p+e(@—h) 3
Zde dluzno rozeznévati pffpady tii:

*) 2p slovou parametr kuZelosedek; je-li ve vyrazu (2)

b
= bude » = p.



1. Polozime-li ¢ =1, zjedndme si parabolu,
2. » <1, » s ellipsu a
3. » e>1, » » hyperbolu,

Majice zifenf toliko k parabole dosadime do obecné rovnice
(8) e=1 a obdriime

@— Ry y?=[p+z—h".
Odtud plyne, uvéZfme-li u sebe, Ze nyn{ p = 2k, konecné
rovnice paraboly
y? = 2px. 4)

II. Ddlezitost kiivky. &) Za doby Platonovy zandSela se
geometrie predeviim dvéma pamétihodnymi problémy: a) Jak
Ize dany uhel na tti rovné dily rozdéliti; &) jak se kostka zdvoj-
nésobi t. j. jak se z dané strany kostkové vyhledd strana jiné
kostky, kteréz krychlovy obsah rovmd se dvojndsobnému kry-
chlovému obsahu prvni kostky. *) Druhou ulohu — problém
délsky **) rozieSil Menaechmos, vrstevnfk Platontiv, prisekem
dvou parabol.

Resfce analyticky méjme y i # za strany dvojnisobné a
dané kostky***); i musf dle tlohy

Yo =2 ®)
Tuto rovnici lze pokladati za soucin dvou rovnic:
2 =2
=, (6)

jimiZz vyznaceny jsou dvé paraboly (obr. 2.) s osami k sobé
kolmymi a s parametry

*) Plato (nar. r. 429 v Athéndch, zemf r. 348 pi. K.) podal rozfefeni
obou t&chto uloh dle ndvodu, jenZ od ného samého byv objeven
syntheticky nazvin jest, a¢ by vlastné analyticky slouti mél. Mimo to
slusf podotknouti, Ze Plato ) pojem mist geometrickjch ustanovil,
b) knZelosecky objevil a pfedmétem baddnf udinil (pfed nim zabyvali
se jen 8 dvéma misty geometrickymi: s pfimkou a kruznicf) a c)
prvaf byl, jeuZ uréovdni krychlového obsahu uéil.

**) Jméno toto vzalo plivod sviij z povésti, Ze pry Apollo délsky Zddal
kdys zdvojndsobenf svého kostkového oltdfe.

*#x) Viz Vieth ,Die Lehren der vollstindigen, reinen Mathematik®, z kte-
réhoz dfla i pifpad B) vyhat jest.
4%
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PQ=2
pg=1.
Pokud se priseéného bodu M tyCe, miizeme obé rovnice
(6) na pf. ndsobenim slouciti nabyvajice rovnice (5) ¢ili
MT? = 2AT®.
Jest na jevé, Ze MT udévd stranu dvojndsobné, udédvé-li
AT stranu pavodni kostky.

4 M
P
P<_ 9
A T X
Q\
Obr. 2.

B) Parabola vynikd ddle tou znamenitou od Archimeda *)
objevenou vlastnostf, Ze se jeji plocha wplné uréiti d4.**) Po-
névadZ se stanoviska historického zajimavo i dilezito jest védéti,
jak dimyslné onen velduch starého véku i v tomto piipadé
pracoval, budiZz tu jeho diikaz uvedené vlastnosti aspon struéné
naznacen.

*) Nar. r. 287 v Syrakusdch, zemf. tamze r. 212 pf. K. Jako mathematik
‘ziskal si neocenitelnou zdsluhu tfm, co v tomto ¢asopise roé. IIL
str. 50. pozn. 1. jiZ napsdno bylo. '

*¥) Rvadraturou “¢ili stanovenim plochy, ktersd mezi kifivkou, osou z-ovou
a dvéma pofadnicemi v osnové pravouhljch soufadnic se rozprostirs,
obfrali se jiZ v starém véku muZové slavni (zvldSté slusi jmenovati
Dinostrata, 74ka Platonova, & Archimeda); parabola pak byla proni
k¥ivka, jiZ kvadratura se dplné podafila. Tuto vlastnost majf jen
nékteré kiivky rovinné do sebe; plocha kruhu (zr?) na pf. nebo
ellipsy (~ab) d4 se toliko pfiblizné uréiti, ponévadZ pomér = obvodu
kruhového ku priméru m4 pouze pfibliznou hodnotu é&selnou.
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1. Mé-li bod M (obr. 3.) soufadnice z=— AP, y = MP,
jest plocha trojihelnika AMP — }ay.

Obr. 3.

Rozpolme MP v bodé Q, vedme QN || PA a spojme pifm-
kami bod N s body A i M; poradnice NR—=1y a iisetka
AR ustanovi se se zfetelem ku (4) z relace

(1y)*=2p. AR, totiZ AR =}
Odtud patrno, #n plocha

AANR = oy
a plocha
—1
RNMP = (NR 4 MB) 5 = 32— 3% — Sy,
prode ’
AAMN = ANR - RNMP — AMP = ¢ 2y = o= oy

2, Jestlize MP na c¢tyfi rovné dily rozdélfme, vzniknou
tymz jako prvé sestrojenim dva nové trojihelnfky vepsané a to:
AANU i ANMYV, jichZz ploské obsahy vyhledati dluZno.



b4

PonévadZ
US=1iy, VT=3y,,
zjedndme si z rovnic
Gy)?'=2p.AS, (}y)*=2p AT
usecky
AS = »I]-Ew ) AT = T

z CehoZ zase plyne

7

SR = AR — AS = #«
RT = AT — AR = =

TP = AP — AT = [ .

Nynf snadno jest uréiti soucet ploch obou novych troj-
uhelnikd, nebot

ANU + NMV = AUS -+ SUNR -+ RNVT -+ TVMP

— (AMP 4 AMN)
éili

ANUARMY =g—po +5 5% T3 5% +5 p%
go _ 4 1
T e T YTy v

3. Rozdélivie MP na osm rovnych dil, obdrifme dty¥i
vepsané trojihelniky, jich# plochy dohromady — Q—-lz—s xy a

myslime-li si, Ze se timto zplsobem aZ do nekonecéna pokra-
¢ovalo, splynou strany trojihelntkdi s parabolou jejiz plocha
AMP obloukem AM a soufadnicemi AP i MP omezeni posléze
vyjddfena bude nekoneénou sestupnou Fadou

AMP = oy (’1JF71£+11?+715+ : )
nebo, secteme-li dle vzorce
a
1—¢q’
) Dréha (trajektorie, prihodnice), kterou téleso ve vzdu-

choprdzdném prostoru bud vodorovné nebo élkmo vrzené vykona
jest parabola.

[ Jmnt

AMP — jxy % = —g—xy.
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1. BudiZ zacCdtetny bod pohybu pocdtkem soutadnic
pravothlych, ¢ rychlost, kterou télo ve sméru vodorovném vrZeno
jest, y pak drdha v témZ sméru a z drdha svisno vykonand
— obé ve stejné dobé ¢ — 1i jest, jakoZ zndmo,

y=ct
x = }gt>
Chtice uréiti relaci mezi  a y pro kaZdou dobu, vylou-
¢ime z téchto dvou rovnic ¢ a nabudeme
2 — 2c?
g
coZ jest vrcholovd rovnice paraboly, jejfZ parametr 2p =

2. Télo vrZené rychlost! ¢ S8ikmym smérem Z (obr. 4.),
ktery s vodorovnou p¥fmkou AB thel « svird, urazilo by v dobé

Z,

2

7z
&/
c
M
T
(>
A P D B
Obr. 4.

¢t dréhu AE —ct, kdyby soucasné silou téfnou o EM — }g¢?
doli staZeno nebylo. Soufadnice bodu M budou tudiZ

= AP = ct.cose
y = MP = EP — EM —ct. sine — § gt*.
Vymytime-li ¢ najdeme.*)

y=atgu— g @

*) Viz Dastichdv ,Krok“ svaz. IL. &ldnek od Dra F. J. Studnitky se-
psany str. 204. (,Grafické zndzornéni zdkond vrhu v prdzdném prostoru).
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_ g n .
kde tge = A a Se%oosta =B jsou veliéiny stdlé davajice

rovnici parabole p¥isluSnou
y = Ax — Ba?,
kterou lze proméniti v rovnici vrcholovou takto:
Z pravoihlé osnovy, jejii pocitkem jest vrchol drahy C,

24in 2,
osou z-ovou vyska CD = __c_%_u_ a y-ovou dilka vrhu
2 o
AB=° -sin2e , Vychdzi na jevo, Ze
¢ . sin 2«
2—=AD—yp=——--p —
n 2 2g2
c?. sin’e
y=CD—§= —‘——2—“9‘— —§

znaéf-li n = MT a & = CT soufadnice bodu M v nové osnové.
Tyto hodnoty udélf rovnici (7) tvaru

c’sin’e E— ¢*.sin2 toe — —9 c?.sin2e )2
29 =\ Y ScosTa\ 29 "

- neb pomoef vzorce sin2e — 2 sine cose

c’sin’a p ¢%sine cose sine
29 g cosa
g ¢?.sine cose 2
2c*cos’a g )
Vykondme-li, co naznaceno, zjednime si
¢’sin’e §.- c*sin’e sine c’sin’e n sine
29 77 g " Cose 29 M Cosa
g 2
2e%0s%x
z toho opét
— g 2
E - 26200320,! M
¢ili
2 2
2 — 2c%cos?e £

g
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t. j. téleso Sikmo vrZené vykond drdhu parabolickou o para-
metru *) -

2¢?. cos’a

—Yy

0) Nauka o vytoku kapalin uéf nds témuZ zékonu. Ka-
palina z nddoby poboénfm otvorem vytékajici opisuje také pa-
rabolu. Pisobif zde, neptihlfZfme-li ku odporu vzduchu, jako
na télo vrZené sily dvé: jedna z nich jest okamZitd — tlak ka-
paliny nad otvorem — druhd pak stdld — tiZe.

Dle theoremu Zorricelli-ova r. 1643 vysloveného, 1ze rychlost
vytoku vyjadriti vyrazem

v=1\2¢ %,

2p =

v némz A znaéf vySku tlacfctho sloupce.

Je-li poéitek pravodhlych soufadnic na konei otvoru a osa
x-0v4 smér svisny, uréf se pofadnice jakéhokoliv bodu proudem
opsané drdahy stejninou

y=uvt= tVég—iz—
a tsecka x = 3gt%

Vyloudivie z obou rovnic ¢as ¢ nabudeme
y?*=4h.x,
rovnice to paraboly, kteréZ parametr
2p = 4h.

&) Obratme nynf pozorovén{ své k jinému neméné zajima-
vému tkazu jevicimu se, kdyZ se vélcovitdi nddoba s vodou
kolem svisné osy své otdéf.

1. D¥fve vSak nutno piedeslati ndsledujfcf kratkou dvahu:
OpfSe-li télo a (obr. b.), které se kolem pevného bodu o stejno-
mérné a rychlost! v na obvodé kruhu (polomér —r) pohybuje
za Cas ¢ oblouk B, jehoZ thel stfedovy jest @, moZno psati

*) Odporem vzduchu se i vodorovnd-i svisnd rychlost zmenSuje, ona
viak znanéji neZ tato. Za tou piiCinou pfevlddd sloZka svisnd
v druhé polovitce CB a trajektorie nenf vice parabolou, nybri
ktivkou zvanou dallistickou, jejiZz prvni ¢dst AC deldf jest neZ druhi.
Viz Kunzek's ,Studien aus der hoherea Physik¥, pag. 289.
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: B=rg
a mimo to
B =,
z CehoZ plyne
B _9
v= . — 1"
Pomér %’— slove rychlost +hlovd a znaéf se pismenem w,
prodes ‘
vTTr.0o
XA
pc
d
a 5 e
Obr. 5.

Kdyby sfly dostfedivé nebylo, pohybovalo by se téleso a
smérem tecné ax a vykonalo by za kratickou dobu z dréhu

ab=rvt=rw.r,

kterd se ale za p¥iCinou stile pisobici sily dosttedivé, jejiz
zrychlenost budiz /; v obloucek ac proméniti musf.*)
Patrno,‘ Ze

ad = Lfr*, (8)

de? = ad (2r — ad)
nebo, vynechdme-li ad?
de? = ad . 2r

z Aace pak

a posléze

*) Obloudek ac lze za pfimku povaZovati, ponévadZ = jest doba velmi
krétkd.
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de? __ ab® __ re’t? ro’?

U= =g =" * 35 O
Spojenim vyraziv (8) a (9) zjedndme si
2,2
%ft“ — 7'&)2’t
¢ili .
f=r.o%, (10)

Mé4-li ¢ hmotnost m =1, urcuje vzorec (10) pi{mo ve-
likost sily dosttedivé. Jezto se sfla odstfedivd rovnd dostfedivé,
jest spolu f velikost odsttedivosti. *)

2. V dotéeué nddobé vilcovité (obr. 6.) bude kapalina
otdCenfm kolem osy bx uprostfed klesati, po stranich pak vy-

Obr. 6.

stupovati a povrch pfijme na se tvar, jenZ se v prifezu co pa-
rabola jevi. Na kapalnou d&éstecku a, kteréZ hmotnost m.—1,
plsobi sfla odstfedivd f a tiZe g; tangenta by svird s osou tdhel
«, Vznikne-li co do pohybu vzhiru i dol& rovnovdha, musf smér
az, vyslednice na povrchu stiti kolmo a z té priciny

4r n?

72 z doby obé&Zné ¢ vyvinutého.

*) Zhusta poditd se dle vzorce f—
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f g = cose : sine

éili ’
g
tge — 7.
=7
PonévadZ zde
f: y)w’
jest smérnice na$f tangenty
— _ 9
tge — ————ylmz .

Tento tvar md vSak jen smérnice tangenty k parabole ve-

dené;*) proceZ lef Castecka a na parabole o parametru**)
2p = Z-g; .

£) Ze tangenta kteréhokoliv bodu paraboly s privodidem
a osou (tudiZ také s pfimkou vedenou dotyénym bodem rovno-
béZné s osou) rovné thly &inf, jest véta vibec zndm4.

Proto paprsky zvuku nebo svétla i tepla s osou rovno-
béZné ku sténé parabolické postupujici po odrazu v ohnisku se
‘'sbthajf a naopak paprsky z ohniska vySedS{ smérem rovnobéi-
nym k ose se odriZeji. Odtud zase jest, Ze paprsky povstalé
v ohnisku jedné setkati se musi v ohnisku druhé nddoby
parabolické, jestlize obé spoleénou osu majf.

Na téchto pravddch zaklddd se uZivin{ zrcadel parabo-
lickych ku zapalovinf pfedmétd zdpalnych, k osvétlovan{ na
svétlarnach (majécich), pfi drobnohledech a dalekohledech (da-
lekohled Foucaultiiv), tolikéz pfi rozliénych svitilndch (svitilné
kouzelné, clonicf atd.). Klenba parabolickd odrdZf vlny zvu-
kové, mluvi-li se v ohnisku ‘jejim, p¥fmo k posluchaciim.

*) Rovnice této tangenty zni: y — g, ::-5— (x— ) & smérnice
1
»
tgot =— — ,
) 4 Y.

*¥) Viz Dr, Alb. Mousson ,Die Physik auf Grundlage der Erfahrung.®
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