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Poznamka k stejnoihlym rovindm ¢étyfrozmérného
_prostoru.
Libude Kuderovd, Nymburk.

Dvé& roviny e, 2¢ v étyfrozmérném prostoru S,, jejichz obé
extrémni odchylky jsou si rovny, nazyvdme rovinami stejno-
thlymi.t) Kazdou piimkou étyfrozmérného operaéniho prostoru S,,
jehoZ Gb&Znym prostorem je trojrozmérny elipticky prostor £, lze
vésti pouze dvé?) roviny stejnothlé k pevné zvolené roviné o Gbé&z-
nicich @, @'. Tedy tbéinikem b (na E;) piimky, kterou roviny
proklddame, 1ze vésti pouze dvé GbéZnice 1@, 2@ stejnothlych rovin
k ptvodni dané.

V nasledujicim ukadZeme, Ze GbéZnice zminénych pfimkou
proloZenych stejnothlych rovin étyfrozmérného prostoru S, jsou
ve vzijemném vztahu s Cliffordovym13) rovnobézkami eliptického
trojrozmérného prostoru , §1enym1 bodem k piimce).

I. Zakladem E, jest rea,lny polarny prostor imaginirni plochy
druhého fadu. V obrazku zvolena imagindrni plocha kulova, jejiz
piedstavitelkou jest redlnd koule o stfedu s, dotykajici se pﬁdo-
rysny m.

Uloha: Bodem k vedme ob& mo#né Cliffordovy rovnobézky
k volené piimce Y.

Z bodu k vedeme piicku K (elipticky kolmici) k ¥ a jeji abso-
lutni polate Y’. Kolmice K proting piimky ¥, Y’ v bodech e, le
a jeji absolutni polara K’ v bodech ¢, *c. Od bodu ¢ na K’ naneseme
pak ,.elipticky‘‘ na obé& strany délku ke do ¢m nebo do cn. Spojenim
bodu k s koncovymi body m resp. n obdrzime ]1z obé Cliffordovy
rovnobézky M, N z bodu k k Y, Y".

Avsak pienésti v eliptickém prostoru délku ek z K na K’ od c%)
znamend, nalézti na K’ takovy bod m, aby -

(&t&iek) = (&3¢ iom). o
Pri &, Y& K
i tom g 1g, Jsou absolutni elementy na K.
Rovnice (1) v8ak predpoklada projektivnost fad
K (Eiy 15‘, e, k: . -) ﬂK’ (E'iy 15,‘7 c,m,.. -)7

1) Josef Klima: ,,K urdeni hlu dvou rovin v prostoru Sty¥Frozmérném
a nékteré ulohy s tim souvisfei.* Casopis M. F., 62 (1933), str. 132—139.

2) H. de Vries: ,,Die Lehre von der Zentra]prolektlon im vierdimen-
sionalen Raume*’, str. 70.

3) Bonola-Liebmann: - ,,Die nichteuklidische Geometne , str. 199.

4) Véclav Hlavaty: ,,ﬁvod do neeuklidovské geometrie*‘, str. 97.
Pfenos délek v hyperbolické rovind. — Zde tlohu provédime v ehptxckém
prostoru )
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v nich¥ zndme &, 1&;, e, k, &', 1€, c. Hleddme m nésledujicim
zpisobem:

Projektivnf fady na K a K’ (jichZz skuteéné délky ziskdme
sklopenim do °K a °K’) udinime perspektivnimi v roviné tak, aby
stfed perspektivity byl v jednom y neb druhém p’ stiedu, z nichz
se promita®) absolutni involuce, urdujici dvojinu absolutnich ele-
menth &;, & na K, do absolutni involuce, uréujici zikladni ele-
menty &';, 1&; na K’. P¥i tom e = ¢ necht je samodruznym bodem
obou perspektivnich fad. Hledané sttedy y, " budou tedy na spoj-
nici pfidruZenych bodi e, lc.

Absolutni involuce na K (&, 1&;), obsahuje bodové pary ele,
fYf, hih; involuce na K’ (&', 1&';) pary clc, rlr, IY. Body jednotlivych
péri si odpovidaji tak, Ze na p¥. volenému f na K (v roviné rovno-
b&Zné s narysnou stiedem koule s) p¥isludi priseéik 1f jeho anti-
polérné roviny ¢* (kolmé k v) s K (eX, = K',).

_ Obé& absolutni involuce na sklopenych °K a °K’, uréené diive
zmindnymi bodovymi pary (pfi demZ involuce bodové ze sklope-
ného °K’ jest prenesena do K’y tak, Ze % = c,), promitneme pa-
prskovymi involucemi ze stfedu s na kruznici £, jim jdouci, Stred
absolutni involuce na °K je %, na K’y 8. Par délici harmonicky

el °K (1 . . -
{ na { g & nalezief tedy absolutni involuci o dvojnych bodech
O¢, Ol¢. vod g | %%’ P y =
{ a stfedu { S jes {b by ak jsou v pruseéicich {'y'E
= (oa'b,, %aby) oba stiedy (na %el¢c)), z nichZ se promit4 jedna invo-
luce ve druhou a tedy i (°&;, ©&;, %, %) do (&g, 1&'sg, Co» { ;n").
‘ 0
Bod m, perspektivné pridruZeny bodu % ziskdme promitnu-

tfm % ze sttedu y. Pfemistime-li ob& perspektivn{ &tvefiny (°&;, 91&;,
%, %) a (&g, &4, Co, My) ZPEt na K a K’ v prostoru, dostaneme:

(Er&iek) = (&'i2&'iom).
Tato rovnice, dffvéjsi (1), viak definuje elipticky rovnost
ek = cm.

Promitneme-li % z druhého stiedu »’ perspektlwty, dosta-
neme na K’y bod n, té vlastnosti, %e zase elipticky

ek = nc
Usedky { :::,mo preneseme z preklopeni do priméti a spojenfm

8) Eduard Weyr: ,,Projektivné geometrie zé.kla.dnich utvarﬁ prvntiho
Fadu*, str. 135.

»
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{II‘C:';T dostaneme ob& Cliffordovy rovnobéiky { JJ{TI k Y,Y' Abso-

lutn{ polsry M’, N’, vychézejfce z 'k absolutng ptidruZeného ke k
na K, prochézeji body m a n sdruZenymi v absolutni involuci &
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na K’ viéi m, n. Body m,, n, na K, jsou vlastné pruméty bodu %%
ze stfedi y a ¥’ na K'.

Pro kontrolu rovnobéZnosti (hyperboloidické polohy) rovno-
bézek Y, Y’ {JJ{{’IJ\% jsou vedeny v obrazku: piicka {g z bodu { Z
v, 7,

z,t,q

II. Uvazujme nyni perspektivu &tyirozmérného prostoru!
Jsou-li v 8, dvé roviny. ¢ a l¢ stejnothlé,®) maji jejich Gbéinice
@, 1Q i normalrovinové Gbé&Znice @’, 1@’ hyperboloidickou polohu.
Pak jsou si rovny oba dvojpomeéry (aa'bb’) a (a*a*'b*b*’), které
tvoii priseéiky zminénych &tyi Gbéznic s ob&éma v obecném pii-
padé moinymi jejich absolutné sdrufenymi transversdlami @2,

" na {Jlg jeZ protina Y, Y» { ZJ:,I,I postupné v bodech {

@v.’) Ubd’nice @, Q' pevné roviny protinaji t';ransversély {8:
Q°

. aa’ .
v péarech { axax’ absolutn{ involuce na { Qv

Stejnothlé roviny povedeme v prostoru S, piimkou, jejiz
abéinik necht je zvoleny bod b na @¢. Tim jdou jiZz ob& mo#né
béinice 1@, 2Q) rovin stejnouhlych k pevné roviné o ubéznicich
@, Q'. Absolutnf polary (Normalebenenfliichtlinien) 1¢’, 2Q’ proch4-
zeji bodem &', absolutné sdruZenym k b na Q.

Na druhé piiéce @v hleddme takovy par absolutné sdruzenych
bod b*b*’ (je moZny jesté druhy par b> xbx x’), aby (aa'bb’) =
= (aXa*'bxbx’).

Pak spojnice ,

‘ {bb>< =1Q b'ox' =1
bbxx =20 b'bxx' =
1
jsou jiz abéZnicemi stejnoﬁhlych rovin { .. a maji hyperboloidickou
polohu s @, @'.

a) V dile Vr1esové jsou pary bxb*’' — bx xbpx x’ hledény zpi-
sobem, ktery, jak ukdZeme v odstavei B), je vlastné sestrojovanim
C]iffordovych rovnobé&Znikd v eliptické geometrii (¢ili je eliptickym
pienosem délky abz.Q? do a*b* neb v druhou stranu a>b* * na Q).

Ke kazdému bodu p na Qv je sestrojen jednak jemu p¥idru-
Zeny p’ v a,bsolutni involuci a za druhé bod p* pfidruZeny tak, aby

(@xa*'ppX) = (aa'bd’).
Body p... a p*... tvoH na @v dvé projektivni ¥ady bodové
s dvojnymi body a*,a*’. Jsou tedy prostfednictvim bodu p .

¢) H. de Vries: ,,Die Lehre von deér Zentralpro;ektlon im vierdimen-
sionalen Raume‘‘, str. 66.

7) Kadefavek-Klima-Kounovsky: ,,Deskriptivni geometrie*‘, II. dil;
str. 946. . ; . _
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projektivni i Fady:,
R 7 L

Volime-li na @¥ takovy bod p = b*, aby jemu odpovidajici p’
v absolutni involuci i p* v fad®é o dvojnych bodech a*,a*’ sply-
valy v jediném b*’, pak tento je dvojnym bodem fad p’.

N1 el

Dvojina b*bx’ je parem absolutni involuce na Q¥ a vyhovuje

zaroveil podmince

(@*ax'b*b*") = (aa'bb’). (2)

Existuje je§té druhy par b**bx*’ podobnych vlastnosti
jako b*bx’.

B) Abychom ukézali, Ze jsme ke konstrukei projektivnich
étvetin (2) mohli pouziti eliptického pienosu délek, uvedeme je do
perspektivni polohy tak, Ze udinime a = a* samodruznym bodem
obou nyni perspektivnich fad. Stiedy perspektivity 4, 1’ jsou pak
na spojnici odpovidajicich bodd a', a*’. Par bb’ absolutni involuce
na ¢ se ma promitnouti zase do paru b*bx’ absolutni involuce
na @¥, vyhovujiciho zaroveni podmince (2). Je proto nutno stiedy
perspektivity A, ' na.a’a*’ voliti v jednom neb druhém st¥edu,
z nichz se promit4 absolutni involuce na @¢ (dvojné body 7, t';) do
absolutni involuce na @¥ (x;, ;). Jsou pak perspektivni (i, 7's,
a,a’,b,b') a (x, x's, a*, a*’, b, b*"). Po rozmisténi tedy

(rit'sab) = (sin,/a*b>),

¢imz definovéana elipticky rovnost délek ab a a*xbx. Prom1tame-11
z druhého stiedu A’, dostaneme ab = b* xaXx.

Ptenesli jsme tedy vlastné ehptlcky délku ab z Q¢ do axb*
nebo b**a* na @v pravé tak, jako jsme pii sestrojovani Cliffor-
dovych rovnobézek k Y, Y’ bodem k (v oddile I.) pfenaseli délku ke
z K do ¢m neb v druhou stranu n¢ na K'. Dostdvame tudiz:

,Ub&%ny trojrozmérny prostor euklidovského &tyi-
rozmérného prostoru S, je elipticky prostor E,; Uvazu-
jeme-li v tomto prostoru E; obé Cliffordovy rovnobé&iky
M, N vedené bodem k k dané pfimce Y, pak tyto jsou
Gbéznicemi dvou moZnych stejnodhlych rovin dtyfroz-
mérného prostoru S, proloZenych pfimkou (o abéziniku k)
k roving, jejiz tbé&znice je pfimka ¥.¢
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