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0 vlastnostech nekonecné rady

@ (x, a) = P —

n=17—0a

Napsal
M. Lerch,

docent pri &eské vysoké skole technické v Praze.

Bud = komplexni proménnéd absolutné mensf nez 1, a pak

bud veli¢ina riznd od 1, 2, 3, ... ., jinak libovolnd. Jednd se
o propagaci funkce
@ oxrn
1 p,0)= X

n=1 M—Q

definované touto fadou pro | = | 1. Patrné mdme

w—-a
l—2x

Dz~ (x,a)] = Zxr—o—1l =

’

a tedy integraci:
% do
w‘“(p(w,a):f T—= +C

Je-li a ve své realné cédsti algebraicky menSi neZ 1, bude
mozno voliti za dolnf mez integra¢nf hodnotu = =0, tak Ze na-

lezneme -
% z—a dz
9’(“’,(1)-‘—‘93"_[ q =

0
majice hlavné na zfeteli realné hodnoty x. Substitucf z = _iw_
obdrZime odtud

@) (@ a):w/w ta—-1dt - .

t—x

1
Konvergence tohoto integralu stile jeSté vyzaduje, aby a
bylo v realné ¢asti mensfm nez 1; veliina « predpoklddéna
5
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v mezich (0...1). Integrdl vSak existuje pro vSecky = vyji-
maje kladné realné hodnoty pievySujicf 1, t. j. mimo ez
1...o)

" Jestlize jsme se takto zbavili jedné obtiZe, obdrZevse pro funkei
¢ vyraz platny pro vSecka komplexni  mimo fez (1.... o),
byli jsme obtiZeni opét na druhé strané podminkou real. a {1,
kterd pti fadé (1) nenf nutnou.

Abychom se i této obtfZzi vyhnuli, nahradime vyraz (2)
jinym integrdlem, k némuZ dospéjeme pomoci véty Cauchyovy.

Vedme v roviné komplexnf proménné ¢ jednoduchou cédru
uzavienou C,, kterd nemd s ¥ezem (1... o) jinych bod& spo-
leénych mimo ¢ =1 a uvnitt které leZ{ body 0, .

Déle sestrojme kruh Cr o stfedu O a poloméru R dosti
velikého, tak aby C, byla uvnitt Cg. Céry C,, Cg pak omezujf
v roviné (¢) vénec, jejZ rozkrojme podél (1...R), rozezniva-
jice Tezu tohoto biehy levy a pravy. Vznikly takto v roviné
() obor I' jest souvislym a mé4 tu vlastnost, Ze funkce ¢ je
v ném jednoznaénd a zcela uréitd, ustdlime-li jeji hodnotu na
nékterém misté uvnitt I'. My volfme ¢* — e%s?, pii CemZ pii-
rozeny logarithmus je podél levého biehu fezu (1...R) real-
nym, na pravém biehu ale -jeho pomyslnd ¢dst = 2.

Opisuje-li bod ¢ obvod oboru I' ve sméru kladném, pro-
bih4 nejprvé délku (1 ...R) na levém bfehu, pak kruh Cg, po
té pravy bfeh ve sméru opacném (R...1) a po té ¢aru C, ve

holomorfni,

sméru zdporném. Jelikoz na I' jest funkce tt
bude integrdl jeji vzaty podél obvodu I’ rovnati se nulle:

f t:id; =0.

(I)

Integral ten sestivd ale z &astf

R ga—1 ¢ 1 2 ani {1 d¢ . to—1 dt
t—ax ’ t—az O’ t —x
1 Cr R

0

a piredpokldddme-li a realné a menséi nef 1, bude
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lim =0;
R=w
CR

obdrzime tedy z poslednf rovnice prechodem k limit& pro

R= w:
Jami ta-idt _ poteldt
)f t—ax ft-—-m ?
1
a odtud wvidci (2):
x to—1dt
®) 9 @0 =——s [

Cy

Integrdl v pravo jest jednoznaénou analytickou funkef pro-
ménné a, a sice stile koneCnou; pro realnd a { 1 shoduje se
pravé strana s levou a tedy poskytuje propagaci této funkce
viiéi a. Zéroven vidime, Ze pravd strana poskytne funkci ¢ (x, a)
téZ pro vlecka « obsaZend uvnitt ¢ary C,. Odtud lze ale obdr-
7eti vyraz platny pro vSecka «x. Je totiz

S tfw =2mi

0

a néasledkem toho

2 mr x® x o1 — o1
(4)(}1((13,(1): 1 — e2am + 1 — 2ami f dt;

t—x

C1

jelikoZ integrovand funkce je nyni konecnd pro ¢ — x, nemén{
se hodnota integralu i kdyZ cesta C, pfestoupf misto =, t. j. vjraz
(4) definuje funket @ (x, a) pro vecky hodnoty w, a.

Je-li @ kladnym v ¢dsti realné, bude lze voliti za C ¢aru
sloZenou z tiseku (1...¢), kruhu | ¢ | = ¢, a tGseku (¢...1)
a bude lze ptejiti k limité pro & = 0. Tim obdrzime

tidt g 1 ga1 gy
ft-—ac = —l)f t—w
: |

01

- ptedpoklddajice, Ze « neleZf na tseku (0...1). Bude tedy
dle (4):
‘ B
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2 ni o 1 go—1 gt
) 9@D=T"gam % ) =g
0
ponévadZ integrdl
z1 dt
JS==
G

miz{ dle véty Cauchyovy, jakmile « le# zevné C,.

Srovndme-li poslednf tvar funkce @ s tvarem (2), shledi-
vdme, Ze pro hodnoty a o realné ¢4sti v mezich (0...1) platf
Znidmy vzorec

®) )

teldt 2 pe?
f t—ax 1 — o2ami
"0
kde oviem « nenf realné a kladné, aby integrél viitbec existoval.
Pri tom dluZno pfipomenouti, Zze xs—1 znaéf hodnotu —alc- erlogz

kde pomyslnd ¢édst logarithmu je v mezich (0. .. 2x).
JelikoZ integrdl v pravo (4a) lze uvésti na tvar

1 [, t-edt __ 1
?‘/‘ 1 .—_"(P( ,1—“) )
1 w-——-t

z

méme vztah
1 2 mi xo
(6) q>(w,a)——wq)(7,1—-a):m,

ktery pro « = e2umi v pifpadé realného w z mezery (0...1)
obdrz{ tvar znémého rozvoje

w e2numi 2oumi

P =2

h——o N—0 1_e2am'

Ze tu dluzno voliti w v mezefe (0... 1), plyne odtud, Ze
xs — e9® | kde logx = 2umi m4 miti pomyslnou ¢dst v mezich
... 2=), coZ nastane pfi 0 {u (1.
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