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CASOPIS PRO PESTO\MNI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

O jedné soustav® kongruencf, souvisejfci
s Wilsonovou vé&tou.
E. Bunicky, Praha.
- (Doslo dne 3. tinora 1940.)

§ 1. Budeme dastéji vySetiovati zdkladni symetrické funkce
81, 8g, « « +y 8m—1 Cisel

o L2..,m—1, )
kdez m ]e jisté cele kladné ¢islo, t. j. souéet 8 élsel 1), souéty
83, 83, « « ., Sm—2 - VBech soudint ¢&fsel (l) po dvou, po tiech, .

po m — 2 a konedn& soudin (m —1)! = 8p—1. Symbol Sy zna,éi
v nésledujicim vidy zdkladni symetrickou funkeci fady &isel
tvaru (1) (pfi ¢emzZ index » jest roven nékterému &lenu fady (1)),
definovanou é&islem », jez musi byti déno v kaZdém jednotlivém
piipadd. Tvar fady (1), jeZz obsahuje viechna pfirozens &fsla mensi
nez m, naznaduje, Ze m ma byti vétdi nez 1. Pies to, uZivime-li
vyrazi 8,, jest vhodno, zdurazniti vyslovn® nerovnost m > 1,
zvl4&té vzhledem k tomu, %e se v kombinatorickych vzorcich pfi-
pisuje symbolu (m —1)! = 8p—y pro m = 1 hodnota ol =1.
Je zndmo, Ze kongruence

(p—1!+1=0 (modp) ()

vyjadiuje — podle Wilsonovy véty — nutnou a postadujici{ pod-

- minku, aby &slo p, celé a v&t3f nez 1, bylo prvodfslem (v demZ jest

zahrnuto i sudé prvodislo 2). MizZeme tedy Fci, Ze kongruence (2)
charakterisuje viechna prvoidfsla. Z kongruence

(z—1)(z—2)...(z—(p—1) — (@1 —1) =0 (mod p),

platné identicky, kdy% p je prvoiislo, je dile patrno, Ze kazdé
liché. prvodislo p splﬁu;e vedle kongruence (2) Jeété také soustavu
kongruenoi

8, =0 (modp), & =0 (modp),... o =0 (modp), (3)
kde VYTazy 8,45 .. ., 8p—g jSOU vytvoi‘ehy pro Fadu Sisel 1,2, . . ¢
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,p— 1. Tato souste.va 86 reduku]e na jedinou kongruenci
tehdy a jen tehdy, je-li p = 3.

DokaZme nyn{ tuto vétu: soustava kongruenci (3) charakterisuje
vdechna lichd prvoéisla, to jest: tato soustava vyjadiuje podminku
nutnou a postaéujici k tomu, aby celé éislo p, vétsi nez 1, bylo lichym
prvobislem. Prednd kaidé liché prvodislo p vyhovuje soustavé
kongruenci (3). BudiZ za druhé p celé &islo vétsi nez 1, spli'lujici
soustavu (3). Podle prvni kongruence této soustavy je podil
s :p=1p (p—l) p=1%(p—1) &slo celé, takze p je hche
Vysetfujme nyni kongruenci

(z—1)(z—2)...(e—(p—1) =0 (modp),  (4)
kterou lze psiti ve tvaru
2Pl — g aP—2 4 g 273 — | 4 (— 1) spa?r—F—1 .+

+ (=12 ez + (— 1P~ (p—1)! =0 (mod p),
nebo, piihlfZzime-li k soustavé kongruenci (3) a k okolnosti, Ze p
je liché; v ekvivalentnim tvaru -
2?1 4 (p—1)! =0 (mod p). (4"
Kongruence (4), a tedy i ekvivalentni kongruence (4'), ma zfejmé
koten z =1, z &ehoz plyne (p—1)! 4+ 1 =0 (mod p). Liché
éislo p je tedy prvodislem, éimz véta dokazina. :

§ 2. Zjistime za chvili, Ze jest moZno, nahraditi soustavu (3)
soustavou kongruencf, kterd jest pouze &ast{ soustavy (3), a ktera
pies to charakterisuje vSechna lichd prvoéisla. Napfed viak do-
kizeme tuto vétul): KaZdé ¢islo celé M, vétdi neZ 1, splituje vztah

285641 =0 (mod M), - (5)

kdeZ k je celé nezdporné étslo a 2k + 1 je kterékoliv liché kladné éislo,
je% nent vét¥l net M — 1; prs tom znaét ser+y zdkladni symetrickou
funkci éEisel
» L2,..,M—1, ' (6)
definovanou indexem 2k + 1.
Piedpoklddejme napfed, Ze jest 1 < 2k 4+ 1 < M — 1, ¢&ili,
coZ znadf totéz, 0 < k < } (M — 2). V tomto pifpadé znad¥f sgi41
soudet vlech soudini po 2k + 1 z é&isel (6). Budiz '

KOy o oo Ogk41 (M

souém 2k + 1 raznych &sel «;, ay, . . ., @241, Vybranych libovolns
mezi &sly (6). Vyraz

(M — o) (M —oy) ... (M —azes1) (1)

: 1) Tato véta byla dokdzédna autorem v &lanku ,,Zame¥anije po po-
vodu’ teoremy Wilsona‘‘, Utenyja Zapmky, Praha 1925.
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je také jednim z téchto soudini, a systém ySech vyraza (7'), pii-
sludnych ke vSem souéinim (7), je ziejmé totoZny se systémem
viech soudint (7). Nasledkem toho jest

Sek+1 = 23‘1{"2 ceeogrp1 = 2 (M — 0‘1) (M— &) .. . (M — xgp+41),

kdeZ souéty X se vztahuji ke viem (%]3_ 1) kombinacim é&isel (6)
po 2k + 1. Odtud plyne

Sor+1 = 20;1062 e Kop 1 = 2 (M—-—— le) (M—- “2) (M— (x2k+1) =
= (— 1)2k+1 Z'rxlc\'z oo KOkl = — S2p+1 (mod M),

¢im% kongruence (5) dokazana. Podobné se dokaZe kongruence (5)
v obou krajnich piipadech, kdy jest budto 2k 4+ 1 =1, t. j.
k=0 nebo 1 <2k +1=M—1, t. j. 0<k=4(M—2).
V prvnim piipadé staéi nahraditi X ooy . . . xgpy1 2 2 (M — o) .

(M— &)« « . (M — xgp41) vyrazy X « resp. X (M — «), kdez se
sbith pies véechna &isla fady (6). V druhém krajnim piipadé na-
hradime souéty :

20610(2 ceu X2E4+1 A 2 (M — (xl) (M — 062) e (M e a2k+1) resp.

soudiny oy ... oopr1 = 00 . - . p—1 & (M — o)) (M — x,) . . .
. (M—ocng) = (M— 0&1) (M—— 0(2) . e (M——-(XM_.l),
kdez fada &isel oy, &y, . . ., xzr—1 splyva s Fadou (6).

Pozndmka. Piedpoklad 1 < 2k + 1< M —1 ¢ili 0 <k <
< } (M — 2) je splnitelny pouze pro M > 2 a pfedpoklad 1 < 2k +
+1=M—1 ¢l 0<k=13%(M—2) je splnitelny pouze pro
M sudé a vétsi nez 2.
Je-li M liché, miZeme nahraditi kongruenci (5) ekvivalentni
kongruenci
ssk+1 =0  (mod M). (5')

Tim dostdvime vétu: Kasdé celé liché &islo M vétsi me# 1 spliiuje
kongruence (5'), kde index 2k + 1 probihd vdechny liché hodnoty
1,3,5,..., M —2 a kde symetrické fumkce sgr4+1 jsou vylvoreny -
pro fadu étsel 1,2, ..., M — 1. Této pomocné véty uzijeme k di-
kazu nisledujici véty.
Véta 1. a) Budte s,,s,,...,8—1 zdkladni symetrické funkce
p—1 éisel
1,2,----:1’—‘1- (8)
VySetiujme systém kongruenct o '
8 =0,8=08=0...,.33=0 (modp), (3’)

kde p. je celé Eislo vétsi nmez 1 a kde indexy 2,4, ..., 2l probihaji
véechny sudé hodnoty, leZict v uzavieném mterva,lu (2 21), kde 21
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je nejvéthi sudé éhslo splivujict nerovnost
20<p—1L 9)

Pro p = 2 a pro p = 3 redukujeme systém (3') na prvni kongruence
8, = 0 (mod p). Jest dokdzati, Ze- systém (3') ddvd nutnow @ po-
staujict podminku pro to, aby éislo p, vétsi nei 1, bylo lichym
prvoéislem; jinak Fefeno, systém kongruenci (3') charakterisuje
vdechna lichd prvocisla.

b) Vyhovuje-li celé éislo p, vét§i nez 1, systému (3'), je p liché,
a systém (3'), je-li p > 3, splyvd se systémiem kongruencti

8 =0,8:=0,8=0,...,8_-3=0 (mod p). (3*)

Doka?me tvrzeni a); ‘soudasng obdriime béhem dikazu
tvrzeni b). Podminky (3’) jsou nutné, aby p bylo liché prvoiislo.
Vskutku, je-li p liché prvoéislo vétdi nez 3, vyhovuje kongruen-
cim-(3) a v tomto p¥ipad® nejvétsi sudé &fslo 2!, vyhovujici ne-
rovnosti (9), je p — 3; tedy systém (3') splyva se systémem (3*).
Déle prvodislo p > 3 vyhovuje jisté systému (3*), jehoZ viechny
kongruence pati{ k systému (3). Ale systémy (3*), (3’) jsou totoZné.
Tedy kazdé liché prvoéislo vétdf nez 3 vyhovuje systému (3').
Liché prvodislo p =3 vyhovuje kongruenci s, =142=0
(mod p = 3), na kterou se redukuje v tomto piipadé systém (3)
a tedy, podle naif tmluvy, uéinéné ve znéni véty I, &islo p =3
vyhovuje systému kongruenci (3'). Tedy viechna lichéd prvoéisla p
vyhovuji systému (3’).

Budiz za druhé p celé &slo vEtsi neZ 1, vyhovujici systému (3').
Podle prvni z t&chto kongruenci je &islo p liché a tedy vétsf nez 2.
Je-li liché ¢&fslo p v&tsf neZz 3, potom nejvétsi sudé éislo 2/ hovicf
nerovnosti (9) je p — 3 a tedy systém (3’) nabyva pro takové p
tvaru (3*); tim je tvrzenf b) dokidzidno. Vratme se k tvrzeni a).
Celé &fslo p > 1, vyhovujief systému (3'), je, jak jsme vid&li,
liché; je tedy budto p >3 nebo p=3. Jeli p> 3, potom
systém (3’), kterému p podle pfedpokladu vyhovuje, mé tvar (3*),
- jak jsme seznali. Podle poslednf pomocné véty vyhovuje liché
éfslo p také viem kongruencim 8, =0, 85=10,...,8—2 =0
. (mod p), které dohromady se systémem (3*) davaji pravé cely
systém (3). Tedy vysSetfované &slo p, vyhovujicf systému (3')
a vétdf nez 3, vyhovuje také viem kongruencim systému (3)
a tedy je &slo p liché prvoéislo. Zbyva pifpad p = 3. %islo p=3
.-vyhovuje systému (3'), ktery se v tomto piipad$ redukuje na
jedinou" kongruenci s, = 0 (mod p = 3) a vedle toho je p =3
liché prvodislo. Tedy platf ve vSech piipadech: jestlize celé &fslo
p > 1 vyhovuje systému (3'), je p liché prvodislo.?)

1) Formélnd lze systém-(3’) napsati pro ka¥dé celé &islo p > 1. Ale

pro sudé prvodfslo 2 a pro slofené &sla neni tento systém splnén; je pravs
spln¥n pouze pro lichd prvo¥isla. e . o
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§ 3 Je mozZno si poloZiti otédzku, zda nenf mozno vynechati ze
systému (3') nékteré kongruence ta.k aby zbyvajici systém stile .
je§td charakterisoval vSechna licha prvoélsla Nerozfedfme Gplnd
tuto otdzku, budeme viak vyletfovati nekteré zvlistni pripa,dy
Napfed dokéZeme nékteré pomocné véty. Budte s, (¢ =1, 2,...,n)
zékladni symetrické funkce n &fsel

1,2,...,mn, . (10)

kde n je jakékoliv celé &islo vets nes 1. Polozme nadto s, = a(p, n),
abychom jasngji vyznalili zavislost funkef s, na obou para-
metrech g, n. Funkce o(p, #) vyhovuj{ ziejmé vztahim

ok+1ln+1)=ak+1, n)+(n+1)a(k n)
(k—l,u,...,n—'l),
které lze psiti ve tvaru®) . ’
Aok +1,n) = (n+ 1) o(k,n) (k=1,2,...,n—1), (11) -
kde znameni diferenéni A se vztahuje na proménnou n, jeZ mé
obdrZeti pfiristek 1. Oznadme znakem (n + 1)1! faktoridl
+1l)nn—1)...n+1—((—1)=m+1)nn—1)...
.m—142), '
kde ! je libovolné celé kladné &islo. Pro tento faktoridl plati
(n+ 1) (n+ 1F =1(n+ 114 (n + 1F+1L - (12)

Ze znamé formule

ol,n)=%t(n+1)n=1%(n4 1211 (13)
a ze vztahu (12) miZeme poéitati postupné vyrazy ¢(2, ), a(3, n),...
.., o(k,n) (k < n), uifvajice rovnice (11). Tak jest
Ao(2,m) = (n + 1) o(1,n) =} (n + 1) (n 4 1211 =
=312 M®+ 121+ (v 4 1)30)
ili’ 40(2,n) = (n 4+ 1211 4 } (n + 1)811,
Stitdme-li ob® strany, dostaneme
o(2,n)=4(n+ 1811+ (n+ 1)412 +oc,
kde ¢ je konstanta; pro n =2 obdriime (poznamene]me, ie
(n + 1}11 vymizf pro n.=0,1,2,...,1—2)
- e2,2)=2= §9u+lmu+c 2! + ¢,
odkud ¢c=0 a
3) MaZeme potladiti podminku n > 1 a pﬁpustm pro n viechna celd
kladné ¥fsla, klademe-li o(0, n) = 1 pro kaZdé n. Tato vmluva dovoluje
peéti rovnici (11) pro k=0 ve tvaru do(l,n) =n + 1, i kdyk n=1.

Setteme-li obd strany & poufijeme rovnice ofl, 1) = 1, obdriinm mé.my
vzoreoc (13). ) '
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o(2, m) = 4 (n + 1P 4 § (o + 1y =220 ?4(3" 2 ag

Podobng obdriime postupné _
o(3,m) = (n+ 1) 0(2,m) = (n + 1) [§{n + 1% + §(n + 1)41] =
= (n 4 1) 4 }(n + 1)1 4 §(n + 1)1 4 §(n + 1)511 =
= (n+ 1) + §(n + DA+ J(n + 1P,
o3, m) =1 (n + DU 4§ (n+ 1P 4 5 (n + 10 4.
Polozime-li n = 3, obdriime
0(3,3) =31 =34+ c=38!+¢, c=0,

odkudz
o@n) =%+ 14t 1PN 4 g4 1) =
= g n? (n 4 1)% (02— 3n +2). (15)
Dokézeme, Ze se funkce o(k,n) (k=1,2,...,n) di& vyjadFiti
mnohotlenem v n stupné 2k tvaru
' 2k—1

ok, n) = axgs1 (0 +1fF+I + Z i (0 4 1
. + a/k ok (,n + 1\2k|1

kde arg =%+ 1, £+ 2,...,2k—1, 2k) jsou raciondlni kon-
stanty. Prvni a posledn{ z téchto koeficienti jsou dany rovnicemi

(16)

1
Akt +1 = Fr1 (17)
1

W2 = FE (17)

ostatni koeficienty jsou, pro & > 1, dziny rekurentnim vzorcem

(V - l) Ag,y—1 + ar,p—2
v (18)
k>1; v=k+3,k+4,...,2k 2 +1).

Abychom' tyto vzoi’ée‘dokézali, poznamenejme pfedevsim, Ze
vzorce (16), (17), (17’) jsou podle rovnic (14), (15) spravné pro
k =2 a k = 3. Zistavaji spravnymi téz pro k = 1: nebot v tomto
pi'ipadé podle (13) plati a,,, = % = l—_l_—l = 5 ll' Pro lc =1

a k= 2 stadf vzorce (17),.(17’) k ureni koeficientt a,, v, Pro
k— 3 potfebujeme vedle vzorcit (17), (17') jektd agy; prisluéné.
rovnice .(18) se redukuje na ass—«}(ala,,‘-i—a,,), "kterato je’
spravné, nebot a5 = }, a, = F, as3 = . Predpoklidejme tedy,

Ak 419 =
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Ze vzorce (16), (17), (17 )plati pro jistou hodnotu k, kde 3<k<n,
a dokazme, Ze tyto formule plat{ i tehdy, piﬁeme-h k + 1 misto k
a Ze koeficienty az41, (v =k + 3,k + 4,..., 2k + 1) vyhovuji
vztahim (18). K tomu cili dosadme do rovnice (11) misto o(k, n)
pravou stranu rovnice (16). Obdriime postupné uZivajice vzta-
hu (12),

2k

do(k + 1,n) = (n + l)lgﬂak,a (n 4+ 1M =

= %k ak,a(l(" + 1M 4 (n 4 1)A411),
do(k ) = (k4 1) anes (o 1
e Z (Qqu + @r,e—1) (0 + l)ell + aro (0 + 1)2k+1]1
Séitame-l; na obou stranich, obdrzime '

ok + 1,n)

=% ::__ 5 AkE+1 (n + 1)p+21 4 -
ok
+ Mf?:} (n 4 L)e+1 4 ak2k - l)2k+2[1 e

o=k+2

kde ¢ je konstanta. Polozfme-li n = k +4, uiijeme-li vzorce (17)
a vynechiame &leny, které se rovnaji nule pro n = & + 1, obdrzime

1
ok +LE+ )=+ D=E 0, ko) o=
= (k + 1)! + ¢, takée ¢ = 0. Da,le mime podle vzorei (17), (17 )
k-+ la 1 ar,2k . 1
E2 o 1= P19’ k2 2k+L (K 1)

Polozime-li tedy ¢ + 1 = », vychdzi
' 2k+1

1 (V'—'l)akw—l'F akr—2
ok 4+ 1,n) = (n 4 1)E+201 4
k + 2 . s v

MiuzZeme tedy psati a(k + 1, n) ve tvaru
2k+1- LT -
U(k + 1,n) = Gryp+2 (n + 121 4 2 Gt1p(n + 101 4
: y=kt3 o (19)
" ‘ o Gpyrgrse (0 + 1)2+20, 0 ‘

" kde \koefi‘cienty a1 (A=Fk+2,k+ 3,y 2k,+ 2) vyhovuji ’\

-
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rovnicim

1 1 .
ar+1,k+2 = m, ar+1,2k+2 = m’ .
— ’ (19)
B e | 1P PO

v

Z toho je patrno, Ze vzorce (16), (17), (17°), (18) plati obecné&.
Nebot podle (19), (19’) obdriime obecny tvar funkce o(k 4- 1, n)
. a vyrazy pro prvni a posledni koeficient na prave strané, na-
hradime-li ve vzorcich (16), (17), (17') (je pro nasi hodnotu %
povaZujeme za spravne) dislo k &islem £ 4 1; mimo to, podle
posledni rovnice (19°), vyhovuji koeficienty ai41, (v =%k + 3,
k+4,..., 2k + 1) rekurentnim relacim (18).

Poznamenejme, Ze pravéa strana vzorce (16) je délitelna mnoho-
¢lenem (n + 1)¥+11, Z toho plyne

(n + 1)F+1y_4(n)
O

a(k, n) =

nebo .

ol = EENRO—D o=kt Dyiatr)

i

kde ¢k_1(n) je polynom stupné ¥ — 1 v proménné = s celymi sou-
¢initeli, kteif ma]i pro danou hodnotu % hodnoty tGplné urdené
rovnicemi (17), (17’ ) (18) a kde ;. je celé kladné &islo, které podle
vzorci (16), (17°) je nésobkem ¢&isla 2.4...2k = 2% k!, Jeito
celistvé éislo & je nejméné rovno jedné, lze psa.tl rovnici (20) pro
véechny piipustné hodnoty 1, 2, ..., n &isla k£ ve tvaru

(20)

O‘(k, n) (n —+ 1) ;’; 772k—2(n) . (20*) )
&
kde 7s1—3(n) je mnohotlen ‘stupné 2k — 2 v proménné n, s ce-
listvymi koeficienty, uréenymi pro kazdou hodnotu é&fsla k.
§4. V¥ta IL a) Zddnd kongruence tvaru
=0 (modp), . (21)

kde k je dané celé kladné éislo a kde sy znall zdkladni symetrickou
funkes Eisel

| 1,2,...p—1, (8
- memdZe charakterisovati v¥echna prvoéisla p, hovict merovnosts
Cp>k+ L ' (22)

- b) Budi% m celé éislo véti nes 1, hbovolné’ dané. Zddny syste'm '
kongmem:i ’
8, =0 (mod p) (v=12,...,m), (23)
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kde ki ks ..., kn jo m ttzngoh celjch kadnych &sel a kde s,
znaét zdkladnt symetrické funkce éisel (8'), nemiZe charakterisovati
vdechna prvocisla p,-hovici nerovnosti - :

p > maximum (k,, &y, . . ., km) + 1. o (22)

Poznimka. Podle definice funkce s = o(k, p — 1) je
kL p—1L Ale rovnost k=p—1 je v &asti a) véty II ne-
mozna, nebot pro prvoéxslo p a pro k= p—1 by platil misto
kongruence (21), je mé tvar 8 = sp—3 =0 (mod p), vztah
Sp—1=—1 (mod p). Je tedy nutno omeziti ¢islo p podminkou
k < p—1,t.j. nerovnosti (22). Podobné je p v &isti b) omezeno
analoglckou nerovnost{ (22).

Ditkaz. Abychom dokéazali tvrzeni a), stad, naJdeme-h slo-
Zené &islo p, které vyhovu]e kongruenci (21) a nerovnosti (22).
PoloZfme-li*) ve vzorci (20*) n = p— 1 a oznalime 7z_2(p — 1)
znakem f(p), kde f(p).je ste]ne jako 7er—a(p — 1) mnohoélen v p
s celistvymi souéiniteli, miZeme psati kongruenci-(21) ve tvaru

M_a;”_f@ =0 (mod p), &ili (p— 1) f(p) =0 (mod d).
Tato kongruence ma kofen p =1 (mod é;). PoloZime-li tedy .
p=(1+ 8)°, kde p je libovolné celé &islo v&t&f neZz 1, bude
p =1 (mod &). Takto sestrojené éislo p ]e slozené Za druhé,
jezto & je nasobkem. soudinu 2.4... 2k, = (1 4 &) >
>&+1>k+1. Tedy p=(1+ 6;)0 je éislo sloZené, vy-
hovujici kongruenci (21) a nerovnosti (22).

b) Abychom dokazali tvrzeni b), sestrojme sloZené éfslo p,
které vyhovu]e systému (23) a nerovnosti (22'). Podle rovnice (20%)
lze pséati systém (23) ve tvaru - .

8k, = a(k,, p—1)= m_—_/_-&_l_)f;_(p) =0 (modp) (23
v=1,2,...m), '
sili jednoduseji o
(p—1) folp) = O (mod &) (v=1,2,...,m), (23%)

kde f,(p) jsou jisté mnohotleny v p s celistvymi soudiniteli a kde
‘tisla 0, zdvisf pouze na danych é&fslech k, (v=1,2,..., m).
Oznatme znakem & nejmensf spoledny nisobek &isel é&,,. . ., &,
Cisla p, vyhovujfci kongruenci p =1 (mod 4), vyhovuji zfejmé
systému  (23*) éili ekvivalentnimu systému (23’) Speciéilné Ize

4) PoloZime- in=p—1a ufijeme vzorce (20*) z afu 3.,

miZeme podrfeti pi’edpo ad n > 1, Vskutku, jeito 3fslo k Je ce kladné,
T je (‘.{slo p vzhledem k (22) ne]ménﬁ rovno 3, tak¥e p—1=n> 1.
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zvoliti p = (1 + )2, kde p je celé ¢islo v&tdi nez 1, jinak libo-
volné. Takové &islo p je slozené &islo, vyhovujici systému (23').
Jezto & je ndsobkem &isla 2.4 ... 2k, je A
p=Q01Q4)0>8+1>8 +1>k+1 (r=1,2,...,m).

Tedy sloZené &islo p = (1 + 6)¢, vyhovujici systému (23") a tedy
i ekvivalentnimu systému (23), spliiuje nerovnosti p >k, + 1
(»=1,2,...,m) a tedy i nerovnost (22').
Poznimka. Misto volby p = (1 + &z)° resp. p = (1 + d)°
mohli jsme voliti obecnéji na pf. p = ﬁ(l + ti6z) (resp. p=
i=1
= n 1+ tté)) kde ¢ je libovolné celé &islo vétsi‘nez 1 a &isla &
=1
jsou libovolna celd kladna &fsla.:
§5. Véta III. a) Kongruence tvaru
S—x =0 (mod p), (24)

kde k je dané cel€ éislo vét¥i nez 1 a kde sp—; je zdkladni symetrickd
- funkce &isel (8') 8 indexem p — k, nemuZe charakterisovati vechna
prvoéisla p, vyhovujici nerovnosti

p>k. (25)
b) Budit m celé éislo vét%i nei 1. Zddny systém kongruenci
Sp—t, =0 (modp) (»=12,...,m) (26)

kde k, jsou navzdjem riznd celd ¢isla, véti nez 1, a kde sp—;, znaéi
zdkladni symetrickou funkcs éisel (8'), definovanou indexem p — k,,
nemuze charakterisovati vSechna prvoéisla p, vyhovujici nerovnosti

, p > maximum (&, &, . . ., km). (25')
Poznfimka. Celé &fslo % (resp. kaZzdé z &isel k,) nemuZe byti
rovno 1, nebot’ pro prvodiselné p jest s, = — 1 (mod p). Déle

musf &islo p byti vétsf neZ k (resp. nez kaidé k,),” jeZto podle
definice symbolu s,—; mé index p — k byti kladny.

Diikaz. a) Abychom dokazali tvrzeni a), staéf sestrojiti sloZené
&slo p, vyhovujici kongruenci (24) a nerovnosti (25). K tomu
cili poloime p = 2¥+2, Pro takovou hodnotu p fada &fsel (8') mé
tvar

1,2,3,. 2"+2—l=p—1 (8"

Jeito podle pfedpokla,du je k celé a vétsi neZ 1, je k = 2, odkud
2"+‘-k> 14 (k+ 1)+§k(k+ l)——k>2+k—|—}k(k—-l)>

' k+2
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Tedy je .

P+l _ k> k2 27)
atedy p—k=2F2—k>2k+1 k> k42 >4,
p—k>4. (28)

Symetrickd funkce s,y CGisel (8") je soudet soudind téchto &isel
po p —k. Rada 2,4,..., 2¥+2— 2 obsahuje viechny sudé &leny
fady (8"). Nésledkem toho podet viech sudych élend Fady (8”)
je roven (28+2 —2) : 2 = 2¥+1 — 1, Z toho plyne, Ze kazdy soudin
p—k =p—1— (k— 1) &sel fady (8") obsahuje nejméng 2%+ —
—1— (k—1) = 2¥+1 — [k sudych ¢initeli; tedy kaidy takovy
soudin je délitelny islem 22¥*'—* g tedy, podle (27), tim spiSe
délitelny &islem p = 2¥+2, Tedy také soulet s,—; viech téchto
soudinu je délitelny &islem p = 2%¥+2, Tedy p = 2¥+2 je ¢&islo slo-
Zené, které vyhovuje kongruenci (24) a vzhledem k nerovnosti (28)
také nerovnosti (25).

b) Abychom dokézali tvrzeni b), sestrojme jako svrchu slo-
Zené ¢islo p, vyhovu]ml systému kongruenci (26) a nerovnosti (25).
Predpoklade]me Ze je

k, = maximum (k,, ks, . . ., kn), (29)

éehoz Ize vidy dosdhnouti piedislovanim &éisel ,. Polozme p = 2k+2,
Podle dikazu tvrzeni a) vyhovuje toto ¢islo p kongruenci sz, = 0
(mod p) a nerovnosti o
p > k. (30)

Mimo to, jak bylo dokdzino v dikazu tvrzeni a), kazdy souéin
p—k tisel fady
1,2,3,...,2u+2 1 =p—1 (8*)

je délitelny &islem p = 2%+2, Vzhledem k nerovnostem k, > k,
(v=23,..,m) je p—k>p—k (¥=2,3,...,m). Tedy
kazdy soudin p — k, &isel fady (8*) je délitelny jistym soudinem
p — k, takovych é&isel a tento soudin je délitelny, jak jsme zjistili,
Sislem p = 20+2, Tedy kaidy soudin p—=k, (v =1,2,..., m)
disel Ffady (8%) je déhtelny tislem p a tedy i vsechny souéty
Sp—t, (v =1,2,...,m) jsou délitelny &islem p, ¢ili tyto souéty
splnu]i kongruence (26). Tedy sloZené &islo p = 2k:+2 vyhovuje
systému kongruenci (26) a vzhledem ke vztahﬁm (29), (30) téz
nerovnosti (25').

Poznéimka. Ve vétach IIa, IIb jsou &isla k, resp. &y, ks, . . ., km
-celd kladné; tedy v kazdém z téchto tvrzeni dava nerovnost (22)
resp. (22') p > 2 Ve vétach IITa, ITIb &fsla £, resp. ky, ks, . . ., km
jsou celd &fsla v&tif nex 1. Nerovnost (25) resp..(25') da,vé. opét
p > 2. Ve viech tvrzenich IIa, IIb IITa, IIIb jde tedy jen o lichd
prvodisla p
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Uber ein System von Kongruenzen, welches mit dem Wilsonschen
Satz zusammenhingt.

(Auszug.aus dem vorstehenden Artikel.)

Kleine ‘lateinische Buchstaben bedeuten natiirliche Zahlen,

p ist stets > 1; o(k, n) ist die k-te elementarsymmetrische Funk-

tion der GroSen 1,2,...,n (1< k< n).Im § 3 der tschechischen
Orlgmalarbelt wird gezelgt daB sich a(k, n) in der Gestalt

of k, n) = (n+1) ;Lknzk—z(n) | (1)

schreiben 1aBt, wo 7st—2(n) ein Polynom in » mit ganzen, nur
von k abhingigen Koeffizienten ist; auch d; hangt nur von k ab
(vgl. dort die Formeln (16), (17), (17'), (18), (20), (20%).

1. Genau dann ist p eine Primzahl, wenn
(p—1!+1=0 (mod p) ' (2)
(Wilsonscher Satz; alle folgenden Kongruenzen sind .auch mod P
" zu verstehen.) -
2. Hier sei p > 2; ist p Primzahl, so ist identisch -

—D(@—2)...(z—(p—1) =a?"1—1, (3)

also ;
ol,p—1)=o02,p—1)=...=0(p—2,p—1)=0. (4)
Gilt - umgekehrt (4), so ist ip (p—— 1) = 0, p ungerade und die

Kongruenz (3) ist mit
a1 4 (p— 1) = 27—1 — 1 (5)

identisch. Da (3) die Wurzel 1 hat, so folgt aus (5) mit x = 1 die
Kongruenz (2), also ist p eine ungerade Primzahl. Unter den
p > 2 sind also die Primzahlen durch (4) charakterisiert.

3. Zu dieser Charakterisierung ungerader Primzahlen geniigt
bereits folgendes System:
o(l,p—1)=0, o2, p—1)=0 @A<p—1). (6)
Denn die erste Kongruenz charakterisiert ungerade Zahlen p; ist
aber p ungerade, so ist
o2k—1,p—1)=Xa...00-1=2(P—0&)...(p— xg—1)
=—0(2k—1, p—1), also 20(2k—1,p—1) =0,.
o(2k — 1, p— 1) = 0; daraus und aus (6) folgt also (4).
R Smd m und k..., kn gegeben, so geniigt weder das’
System : . ‘ -
T ok p—1)=0 (v=1,...,m) (7)



noch das System

op—k,p—1)=0 (r=1,...,m) S (8)
zur Charakterisierung aller hinreichend groen Primzahlen p, d. h.
es gibt beliebig groBe zusammengesetzte p, welche dem System (7)
bzw. (8) geniigen (fiir das System (8) kommen nach dem Wilson-
schen Satz nur %, > 1 in Betracht). Beweis: benutzt man (1), so
sieht man, daB die zusammengesetzte Zahl p = (1 4 dy, ... ds, )"
(r > 1) den Kongruenzen (7) geniigt. Ist zweitens p = 27 (r > 1),
so beachte man, daB die Reihe 1,2,...,2"—1 genaun 2—1 —1
gerade Glieder enthilt; also ist o(p — %,, p — 1) durch 22—1—(—1
teilbar; fiir hinreichend groBes r ist aber 26 —1—(k,— 1) > 1;
daher gelten die Kongruenzen (8) fiir p = 27, wenn r hinreichend
groB ist.
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