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Piloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 rovnicich tkonovych.
Napsal

Ant. Sykora,

professor v Rakovniku.

Rizné funkce maji rizné vlastnosti. Na piiklad funkei
J (x) = log x pifsludl vlastnosti

I (xy) =1 (@) + 1),
fly)=r@—re),
S (@) = nf (©);
funkei g (x) = a® vlastnosti

1@ +y) =x@x®)

e 1C),
1 (x y)—x(y)’
1 (nx) = [z ()]*.

Cyklické (goniometrické) funkce
@ (x) = sin z, ¥ (x) =cos x
maji vlastnosti
e @F B E@P=1,
gety)=e@ @) XY@ 9 ©®),
vty =v @)Yy F9@90)
a t. d. a funkce

Fgp— e* —2
@ @) =" W ="F,

2 k]
13
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zvané hyperbolicky sinus* a ,hyperbolicky cosinus®, jei zna-
menavaji se @ (x) = sin hz, ¥ (x) = cos hx, *) vlastnosti
[(F(@)] —[P@)] =1,

D@ty =D @ Ty - @) D),
Tx+y)=Tw) Tly)+ D(x) D(y),

jez z vymérid jejich vyplyvaji, klademe-li do vyrazt
D+ y= % (esty — g—a—¥) = —12— (e*e¥ — e—7e™?),

qf(x _l_ :l/) = ‘;- (e*tv + e~ —Y) = _i)__ (e%e¥ + e_‘,e__y:)

Za
E=T@) L), =Ty -+

e =P (x) —D(x), e ?'=W(y —D(@.

Jsou-li funkce zndmy, jsou i jejich vlastnosti bud jiz
zndmy, anebo lze je z vyrazu funkce odvoditi.

Naopak stivd se &asto, Ze znime nékterou charakteris-
tickou vlastnost funkce, a jde pak o to, abychom nagli tvar
jeji. Lze se na pi. ptdti, kterd funkce mé vlastnost vyjadrenou
rovnici .
9 @+y =9 @)+,
" nebo rovnicf

9z+y) =9 @@

a podobné. — Takovou rovnici, vyjadfujici nékterou charakte-
ristickou vlastnost funkce, nazyvime rovmici wkonovow neboli
Sunkciondlni; a YteSiti ji znaci najiti funkci o pozadované vlast-
nosti &ili funkei, jez dané rovnici vyhovuje. \

) *) ,Funkce hyperbolické* objevil Riccati a zavedl je do mathema-
tiky spisem ,Opuscula ad res physicas et mathematicas pertinentia“. (Bo-
noniae 1757.) .
Znamenajice tyto funkce, jak uvedeno, miZeme vytéené jich vlast-
nosti pséti takto:
. : cos h%x — sin h¥x =1,
sin h (z 4 y) = sin hz cos hy + cos hx sin hy,
cosh (z + y) = cos hz cos hy -+ sin bz sin hy.
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Obytejné lze z takové ikonové rovnice odvoditi rovnici
differencidlnou, jejiz integraci se hledané funkce dopfdime. Ale
mnohé ukonové rovnice lze FeSiti zcela elementdrné, jakoZz v nd-
sledujicim nékolika piiklady ukdZeme. Pt tom omezime se
na realné funkce redlného argumentu.

Priklad 1.
Jest vyBettiti tvar funkce ¢ (2) vyhovujici ikonové rovnici
D) 9@ty =@+ 9@

RozieSeni. Klademe-li v rovnici této y -4 2z misto y,

nabudeme s
pE+y+=9@) ey +2)
a dle téze rovuice (I)
Py+2 =9y v,
" tedy
P@+y+2)=9@)+9@ +9@.

Pokratujfce jak naznageno ddle, shleddme, Ze jest obecné

e, + &t ... 2) =@ (2) F@3)+ ... @),
a je-li :
x

| =Xy = =X, =X,

(A) @ (nx) = ne (z).

Tato rovnice byla dosud odvozena pro positivné celistvé
hodnoty =; nebof &islo #, jez uddvd, kolik ¢&lend soutet
Z, + &, - ...+ 2. m4, jest positivné éislo celistvé; lze vSak
dokdzati, Ze plati i p¥i jakémkoli redlném n.

JelikoZ 2 miZe miti hodnotu jakoukoli, pidme misto ného % z,

kdez i, n znaci positivng &fsla celistvd, a vzniklou tfm rovnici

rp(ma:):mp (% x)

*) Rovnice (I), (VII), (IX) a (X) fesil po prvé Cauchy. (Cours d’ana-
lyse d’école royale polytechnique.)
13*
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¢ili
m

me (%) =ng (—n— a:)

obratme; tim nabudeme, délice jeste obé strany n,
m m

9 (—n_ 3’) :”;‘P(x),
z tehoZ patrno, Ze rovnice (A) plati i pii lomeném n. A po-
névadz irraciondlné &fslo p lze vyjddfiti zlomkem % jakkoli ze-

vrubné, platf{ rovnice (A) o jakémkoli positivném n.

Ze tato rovnice plat{ i pii°m =0, vypljvi ze zdkladni
rovnice (I), klademe-li v ni ¥y =0; tim nabudeme ¢ (0) =0
¢ili 9 (0.2)=0.9 (x). :

Konetné, kladouce v (I) pr misto z, a — px misto ¥,
a hledice k tomu, Zze ¢ (0) = 0, médme

P(—pr)=—9(px) = —p .9 ().

Rovnice (A) platf tedy, at md = jakoukoli redlnou hod-
notu y;

9 (xy) = y@ (¥)
anebo

g (zY) =29 (Y).
Pfi y = 1 piejde tato rovnice ve
P (x) = zg (1)
&ili, znamendme-li stilou hodnotu ¢ (1) pismenem a, ve
' ¥ (x) = ax,
¢fmz nalezena funkce, vyhovujici rovnici (I).

\

Priklad 2.
Najdi funkci vyhovujici tkonové rovnici
(I Pty =9 —y) + 29 ).

RozteSeni. Pfi y—0 poddva tato rovnice
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¢ (0)=0;
a pii y =,
¢ (22) = 2¢ (2).

Klademe-li ddle za z po fadé 27, 3z, ... a za y vidy =z,
nabudeme i
¢ (3z) = 39 (2),
@ (4z) = 4¢ (),

z CehoZ soudime, Zze obecné
4) ¢ (nz) = no (2).

Ze tomu vskutku tak, presvédiime se, ddme-li za z do
rovnice (II) nz, a 'y = «; tu bude

pn+1.2) =¢p(n—1.2)4 2¢ (2),

a ptedpokldddme-li, Ze rovnice (A) md platnost pro vSechny
hodnoty » od 1 az do -uréité hodnoty =, tedy Ze téz

pn—1.2)=(mn—1)¢ @),
nabudeme
9o ri.0)=m+10p0);

t. j. plati-li rovnice (A) pro kteroukoli hodnotu #, plati i pro
ndsledujici; jezto v8ak plati pro » —4, plati i pro »n =25, ddle
pro »==6, 7, ... a vibec pro v8echny hodnoty x.

Klademe-li do rovnice (A) mfsto # hodnotu % x, bude
¢ (mz) =ng (> ) |
¢ili
me (r) =ng ‘77”7 x)
a naopak
¢ (2 2) == 9 @)

z GehoZ patrno, Ze rovnice (A) plati i pfi lomeném n, jakoZ
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i pfi jakémkoli irraciondlném m», poné&vadz plati pfi hodnotdch
lomenych, jez bliz{ se libovoln& irraciondlnému &islu — pied-
pokldddme-li arci, Ze hledand funkce jest spojitd.

Kladouce do rovnice (II) z =0, y — nx, dostaneme

@ (—nx) = — @ (nr)
¢ili
@ (— nx) = — ny (2);

plat{ tedy rovnice (A), necht md » jakoukoli redlnou hodnotu;
proteZ vyplyvd pro funkci @ (2) jako v piikladé 1. tvar

¢ () = ax.

Priklad 3.
Abychom rozfesili rovnici
(I10) (@ +y)+9@—y) =29 @),
poloZine nejprvé y — z; tim nabudeme
g (22) + ¢ (0) =29 (2),
ane.bo, znamenajice stdlou hodnotu ¢ (0) pismenem A,
@ (2x) = 2¢ (r) — A.
Kladouce ddle 2z misto z a = misto y, dostaneme
¢ (3x) = 29 (2x) — ¢ (2) = 39 (x) — 2A.

Podobné jest
@ (42) = 49 () — 3A,

a t. d. a obecné pro jakékoli positivné celistvé n
(A) @ (nx) =ng(x)— (n—1)A,

o CemZ se presvédiiti lze jako v ptikladé predeslém. Ze rov-
nice tato platf i pfti lomenych hodnotich =, presvédé{me se,

kladouce do nf —Zir misto z; tim nabudeme

@ (mx) = mp(a1 x)—— (n-—1)4,
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a ponévadz
@ (mx) = me (x) — (m— 1) A,

mo (x)—-—mA:nqz(%—l x)—nA,
a odtud
B (™ )= gy — (% —1)a,

n
¢fmz tvrzen{ naSe dokazédno. A ponévadZ se irraciondlnému
¢islu p fadou zlomkd '7':—, Ride”

1 Ty
vzorec (A) i o éfslech irraciondlnych. Koneéné vyplyvd z rov-
pice (III), klademe-li v nf 2 =0,

P(—y =2A - g(y)

, ... jakkoli pribliziti lze, plati

¢ili pi y = nax
@ (— nx) = 2A — @ (nx),
anebo, zavedeme-li za @ (nx) jeho hodnotu,
o(—nx)=—n.@(x) —(—n—1)A

Vzorec (A) platf tedy pki jakékoli redlné hodnoté n; za-
vedeme-li v ném y misto n a zaménivie pak z a y, mnzeme
jej psati v podobé

Py —A =29y — Az

¢ili
zy) - A
P =2 =g —
z tehoz pfi ¥y = 1 plyne
p@)—A _
=9 —A

'a poznamendme-li stdlou hodnotu @ (1) — A pismenem B, mime
z
anebo '
¢ (x) = A 4 Buz.

Tato jest podoba funkce definované rovnicf (III).
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Pifklad 4.
Funkei @ (z) vyhovujfcl rovnici

Iv) P@E+y)to@@—y) =29 @+ 9 )

najdeme takto:
PoloZice nejprvé y — 0, shleddme, Ze

¢ (0) =0.
Pii y = jest
' K (2z) =49 (x).
Kladouce pak po fadé 2x, 3z, ... misto =, a y—ua,
nabudeme
9 (3z) = 99 (2),
¢ (42) = 169 (2),
a obecné

@ (nx) = n'p (x),
o tem? se lze pFesvédditi podobné jako v piikladech predeslych ;
pravé tak shleddme, Ze rovnice tato plat{ i pfi lomeném a ir-

raciondlném n. .
Pii 2 = 0 podév4 rovnice (IV)

P(—9=9()
a je-li y = nz,
P (—nx) = @ (nx) = n’*p (x)
¢ili _
@ (—nr) = (-—- n)‘z(p (x)
a tedy pFi kazdém redlném y

9 (zy) = y*9 (x)
aneb téz
P (2Y) = 2% (y).
Je-li y =1, plyne z posledni rovnice

9 (#) = 2% (1)
tili
@ () = Ax?,



189

oznacéfme-li stdlou hodnotu ¢ (1) pfsmenem A; tato jest tedy
funkce vyhovujfcf dané rovnici (IV).

Priklad 5.
Rovnice

%) p@+y—p@—y=4Yo@ ¢ @)

poddva tyi vysledek, jako predes§ld.

Pii y = O vyplyvd z ni, Ze ¢ (0) =0.

Klademe-li déle z, 2z, 3z, ... misto = a misto y vzdy z,
nabudeme po fadé

9 (22) = 49 (),

9 (3r) = 99 (z),
a obecné

@ (nr) = n’p (x).

Podobné jako v pifkladech pfedchdzejicich dokdZeme, Ze
rovnice tato plati pfi jakychkoli redlnych hodnotdéch n, a jest
tedy

P (xy) =y’ (x),
anebo téz
9 (zy) = z°9 ().
Je-li y =1, jest
@ (x) = Az?/

kdez zase A za stdlou hodnotu ¢ (1) jest poloZeno.

Ptiklad 6.
Rovnice ’ v
(VI) ? (@) + 9 (y) =9 Vot + 97
ddvd ’
@ +oW+ow@) =9+ + 9@
¢ili
o)+ 9@ + 9@ =9 V' + '+ 29
a pokratujfce takto ddle, dostaneme obecnd

w(?lH-w(%H----+¢(xn):¢(Vx;‘+w?§+---+x3.),
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a je-li
Xy =Xy =... = T = X, ny () = @ (xYn)
anebo, kladouce »n? misto #,
@ (nx) = »’@ (x).
O rovnici této lze dokdzati jako v piikladech ptedeSlych,
Ze platf pri jakychkoli redlnych hodnotich =, protez méme
zase
@ (r) = AxZ
Piiklad 7.
Prdvé tak dostaneme pro obecné&j$f rovnici

(VID v@+ oy =9V +y),

) ng (7) = @ (zYn)
¢ili
@ (hx) = no (2),

a pro jakékoliv redlné hednoty y

9 (xy) =y9 (&) =279 (),
procez
@(x) = Ax".

Priklad 8.
Najiti jest funkei ¢ (x) vyhovujicf rovnici
(VIII) 9(z+9) =9 @9
Rozie§eni. Kladouce y 4 2z misto y, dostaneme
gE+ty+a=9@9ly+2,
ale dle téZe rovnice |

oW+ =9 e(),
prodez

9E+y+2) =9 9.
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Podobné d4le postupujice nabudeme obecné
@&, +xp + . Tn) =@ (B) P (L) P (),
a je-li
T, =Xy = =Xy =X,
(4) ¢ (nz) = g (2)]".

"Lze dokdzati, Ze rovnice tato, jeZ byla dosud odvozena
jen pro positivné celistvé hodnoty », plati pfi jakémkoli redlném ».
PiSice totiz nejprvé —?:— z misto z, kkdez m, n znaci celistvd po-

sitivnd c¢fsla, mame

g ma) = [«M%xﬂ

a naopak

m

m

(= 2)=[g me)]" = [ @17,

1
n

jeZto -
¢ (mz) = (@ (x)]".
A ponévadz irraciondlné &islo lze vyjddiiti jakkoli presné
zlomkem raciondlnym, plati rovnice
¥ (px) = [9 (@)}
pii jakékoliv positivné hodnoté p.
Kladouce do rovnice (VIII) y = 0, nabudeme

9 0) =1,

apiiy=—=

._____l_ — ( ~1
9 (—x) =@ = (o ()]

¢ili, nahradice x hodnotou nz, !
¢ (—nx) = [¢ (2)]7* = [9 (B)]7",
protez pro viechny redlné hodnoty y

9 (zy) = [9 ()}
aneb téz

9 (xy) = [9 (%))
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Posléze pak pki y — 1, znamenajice zirovein stilou hod-
notu ¢ (1) pismenem a, mime

o () = a*.
Priklad 9.
Z ukonové rovnice
(IX) 9 (zy) =9 (z) + 9 (¥)
odvodime
P (xy2) = ¢ (%) + 9 (%) + 9 (2
a obecné

P @2y Z) =@ (@) + 9 @)+ ...+ P (@);
tato rovnice dd pii L
zlzxzz...:x”:x
(A) g (@) =ng (2).

Klademe-li zde = y", bude

m

« L eym=mnp ")
aneb, jezto dle (A)

P (y") =m9 (),
me (y) = np (4",
z kterézto rovnice vyplyvd

PU") = 9 ).

Rovnice (A) plati tedy pfi jakychkoli positivnich hodno-
tach »; %e platf i pfi » =0 a pfi negativnich hodnotich n,
piesvédéfme se takto. Nejprvé podavd rovnice (IX) pfi y =1

_ ¢(1) =0,
coz shoduje se s rovnici (A), je-li n=0, a pii y = % vyplyvéd

z rovnice (IX) -

o(z)=—9@
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aneb, nahradime-li  hodnotou y*,

q)(%)z-qv(y”),

t. j. ,
Y™ =—n.9(y).

Jest tedy pii jakychkoli redlnych hodnotdch n
9 (") = ng (9).

Pi§eme-li nyni a misto y, povaZujice tuto veli¢inu za stdlou,
a polozfme y* = a" = z, nabudeme pro » hodnoty

__logx
“loga’

kdez logarithmy mohou byti vzaty z jakékoli soustavy, a nage
rovnice prejde ve -

_logz '
9 (@)= 09 (@),
Oznatime-li posléze stdlou hodnotu % >pismenem A,
bude
, @ (2) = A log x.
Piiklad 10. .
Rovnice
X) 9 (ry) =9 () 9 (¥)

vede ptimo k rovnici

9 (zys) = 9 (2) ¢ (%) 9 (2)
a ddle k rovnici

] ‘p(x:xz'--Tn):9’(*zx)¢(x2)---‘p(zn)s
jez pri

o Ty S L= =X =X
prechdzi ve
(A) ¢ (z") = [ (@)]"

Ze vovnice tato platf i pfi lomeném n, vysvitne, klademe-li
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zde 2" misto «, pii éemz jako vidy m a = positivnd celistvd
¢isla znamenaji; tu nabudeme
_ ¢ (2") = [ (@)
éili

(o @] =g (@)
a odtud .

¢ @")=[p@)]".

Abychom ukdzali, Ze rovnice (A) platf i tehdy, je-li n=0
nebo negativné, vloZme do rovnice (X) za y nejprvé 1; tim
dostaneme

p(l)y=1
9 ) =9 @)]";

po druhé polozme y — %, ¢fmz nabudeme

a kladouce tu z” misto «,

I |
@)~ (g @]’

1
(=7
t. j. ,
¢ @™ =[g @™

Rovnice (A) platf tedy pro jakékoli redlné hodnoty .

PfSice v nf a misto z a kladouce pak a» — z, ¢ (¢) = b, mdme
n :1_0_g_x protez |

loga’

log

@ (€) = blog=,

Jsou-li logarithmy vzaty v soustavé o zdkladu b, jest

bl°g® — g, & poznamendme-li stdlou velitinu pismenem om,

log a
nabudeme koneéné .



9 (z) = 2™

jakozto funkei vyhovujici dané rovnici.

Pozndmka. Nékteré z téchto tdloh lze FeSiti téZ tim, Ze
pfevedeme je na jiné (ptedchézejict).

Ulobu 10. lze na pt. prevésti na 9.; logarithmujice totiz
rovaici (X) nabudeme

log ¢ (2y) = log ¢ (%) + log ¢ (¥).
Funkce log ¢ () = ¢ (x) vyhovuje tedy rovnici
IX) ¥ (xy) = ¥ (2) + ¥ (¥),
jejiz rozteseni jest dle ulohy 9.
¥ (x) = A log =,
t. j.
logg (x) = Alogx
¢ili
P (2) =z,

totiz libovolnd mocnina .

Pravé tak lze rovnici (VIII) pievésti na (I). Logarithmu-
jice ji ziskdme ’

loz g (z-+y) =log ¢ (2) +log ¢ (¥);
funkce log ¢ () = f (#), vyhovuje rovnici (I)
fle+ty)=r@ +f©),
jejiz rozreSeni jest ‘
flr)y=azx, t.j. logg(z)=azx
anebo '
@ (2) = b** = (b")* = A~

znaél-li b zdklad logarithmi zde uZitych, a klademe-li b = A.
Rovnice

(IX)- Py) =9 @)+ 9y

ddvd pii x = blog=, y — plogv

® (blogz-{—logy) =@ (blogz) + Vs (blog y)
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¢ili, znamendme-li log x — &, logy = 1,
et =9 @)+ ()

anebo

D C FEHN=FO @),

je-li

' e (%) = f(&).

Ale rovnice tato feSena poddva
J@& =at &l @) =af
aneb
@ (blo8*) = @ (z) = alog .

Z toho patrno, Ze ftefeni rovnic (VIID), (IX) a (X) lze
vyvésti z FeSenf rovnice (I).
UkéZzeme nynf k temu a jak lze rovnic takovych uziti.

Pii{klad.
Rada exponencidind.

Stanovme soucet nekoneéné Fady
4
x

x? z® ,
lvet+y5+ie3tro s it

konvergujic{ pti vSech hodnotich x v mezich (— oo +— - o0).
Znamendme-lj soudet této f'ady o (z), bude

w(y)—1+y+1 2+1 2 5+ , L

a zndsobice obé tyto Fady vespolek, dostaneme
A $2 xa 44
‘P‘x)‘P(y):1+x+ﬂ—}——3~!~+1_!~+...
x> x3
+y+ ay +§!,/ —}——l.{_...

Y 2y 2
+ﬂ+ 2] +2'2'+... _

"kdez pro kritkost 1.2.3...%n = n! poloZeno.
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Snadno se nyni presvédéime, ze ‘soutet -élendt drubého
sloupce na pravé strané této rovmnice jest (x 4 y); soulet tlent
. _(x +9y)?
tietitho sloupce — 5T

3
:(—:‘:—;—,—ﬂ, a t. d. a obecné soutet (n - 1)nfho sloupce

soutet c¢lend Ctvrtého sloupce

:M, tak Ze tedy
n:

2 3 4
p@PW=1+@+y+ TEY L EEO @

anebo, jelikoZ iada na pravé strané této rovmnice rovaod se
9 (z+9), |
@) e =9 @ +y).

Funkce ¢ (x) znaéfci soucet predioZené tady, vyhovuje
tedy dkonové rovnici (VIII) piedesiého odstavce. Tam jsme
shledali, Ze jeji obecné rozieSeni jest

¢ () = a,
i jde jen jeSté o to, abychom uréili hodnotu a, jez v dané
fadeé se nevyskytuje. Za tim G¢elem poloZme v rovnici
. ; 22 z? 4

r — 1, ¢imz nabudeme
a—1+1+l‘ l_+_1_+..i
- gitaitao T

Proménime-li zlomky této fady v desetinné — pii Cemi,
jak patrno, knZdy ndsledujicf z ptedchozfho snadno odvoditi
lze — a setteme, nabudeme irraciondlného &isla

2-718281828459 . ...

CGislo toto béke se za zdklad t. zv. pirozenych logarithmd
a znamendvd se pismenem e;*) zavedouce je do hofej§f rovnice

*) Znamendnf toto pochdzi od Eulera (1737); tyz dokdzal také po
prvé, ze Cislo to jest irraciondlné; Hermite pak dokdzal, Ze i-vSecky moc-

14



198

misto @, dostaneme konelné za soulet predloZzené tady ne-
konecné

xz xa x‘l
1+$+2—!'+g—!+;ﬁ+-~:e’~

Funkce e slove exponencidlnou a predloZend fada, jez se ji rovnd,
fadou exponencidlnou. — Rozvoj funkce e* v fadu objevil Newton.
Podobnym zpidsobem ukdzal Abel, Ze binomickd rada

1+ nx + "(;‘ )t ..
udayd hodnotu mocniny (1 + z)* ve vSech pFipadech, pokud
konverguje.

0 vyvoji cisel, éislovek, éislic.
Uvazuje

FrantiSek Fabinger,

professor na Smichové.

(Pokraéovam )

- Kdyz vsak v dobé pozdgjsi lidé potrebovah ¢isel vétsich
a k naznatenf jich byli by museli uziti vét§iho pottu carek,
¢imz ¢islo napsané ztrdcelo na preblednosti, &inili prestivky
'v oznaCovan{ Cfsel éfslicemi pravé tak jak u vyslovovén{ cisel
tislovkami. A prdvé zvyk potitati na prstech svedl mimovolné
,pisare“ ku vytvofenf zvléitnich znald pro 4, 5, 6, 10. Citaje
na prsty do 4, (palec necital) oznaéil ¢islo to pietrZenim édrky,
znaku pro jednu jednotku, &imZ charakterisoval pocet Ctyr jed-
notek oproti jedné; pii tom zajisté nemél na mysli obraz ruky.
Jiny podtaF uZil pfi podftdnf vSech péti prstd, tedy i palce a
za toto &islo uzil zvldstnfho znaku, jako jest v éislicich demo-

niny jeho_ jsou irraciondlné, ba Ze i kaZdd celistvd funkce jeho
‘ Ape™ 4 A ™1 Am,

- kdez A, A, y + ...y Am raciondlnd é&isla znamenap, Jest, 1rracmn§.lné ¢isla
takova slovou tramcendentni. : . .
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