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Prispévek k theorii cyklickych projektivnosti.

Pise B. Bydzovsky.

1. Cyklicksa projektivnost »n-ho st. sefazuje vSechny
elementy daného tutvaru ve skupiny, obsahujici obecn& = ele-
mentd, které budeme nazyvati cykly. Jezto projektivnost je
urtena tfemi dvojicemi sdruZenych elementi, je jasno, Ze pro
n =3 neni cyklus skupina elementi zcela libovolnd, nfbrz
.uréitym zpisobem specialisovand. V pdsledujicim je feSena tloha,
nalézti podminky, jimZ musf vyhovovati skupina
n elementd, aby tvofila cyklus v cyklické kolli-
neaci n-ho st.

2. Tvoti-li » elementd cyklus v -cyklické projektivnosti
n-ho st., existuje pravé = involuci, jimiz se tento cyklus repro-
dukuje. Dikaz toho podal ponejprve Liiroth') uvazuje cyklickou
projektivnost v kfivé fadé na kuzelosetce.

Ptipomeneme nejprve dikaz Liirothdv. Opird se o tuto
vétu: je-li na kuZelosetce ddina bodovd projektivnost

XYZU . .. AX'YZ'U ...
lezi body (XY', X'Y); (XZ', X'Z); (YZ', Y'Z) atd. na téze
pfimce, t. zv. ose projektivnosti.?) BudiZz ddna projektivnost
cyklickd v n-tém stupni a Fada bodi
Ao’ An Aw e An-2; Ans

jeden jeji cyklus; tyto body jsou psiny tak, Ze projektivnosti
kazdy piejde v nasledujicf, bod .4,—, v 4,. MiZeme obecnéji
fei: uzijeme-li dané projektivnosti 4-krdte, p¥ejde bod A4, v bod
Anyr; jestlize h 4 & ptesidhne n—1, znamend to, %e jsme pfe-

1) Math. Ann. Sv. 11., str. 84 V. také Sturm, »Die Lehre von den
geometrischen Verwandschaften< sv. 1., str. 189.
2) V. Weyr: »Projektivnd geometrie atd.< str. 110.
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krotili element 4, , a zatindme znovu elementem A4, &ili: pFi-
pustime indexy libovolné velké, ale s podminkou, Ze dva elementy
jen tehdy jsou rdzné, nejsou-li jich indexy kongruentni dle mo-
dulu #. Je tedy 4,= 4,, 4n.1 =4, a t. d. Podobné: uzi-
jeme-li inversni projektivnosti, ptejde kazdy element v pred-
chdzejici; obecnd : uZijeme-li ji %-krite, prejde element A4; v ele-
ment Ay Vyjde-li i—Fk zdporné, znac¢i to, Ze jsme pfi zpétném
postupu piekrotili element A, a Ze pokratujeme od A4,_,. Index
utinime kladnym piiddnim ndsobku # ; je tedy na pf. 4_, = 4n—1.
atd. Uzijme projektivnosti jednou; fada bodd

Ay A,y Ay . . o Au—sy An_y prejde v Fadu
Au AQ? A37 c An—b Ao‘

Uzitim - citované véty nabudeme vysledku, Ze spojnice
AyAn—1 a A An_, protinaji se na ose projektivnosti v bodé S,_;.
Z téhoz divodu A4, Ap—,, A,An—, se protinaji na ose projektiv-
nosti, a ovéem v témze bodé S._, ; podobné 4,4, ; a 4,4,
atd., obecné : spojnice Axdn— (k+1), Ax+1An— o) s protinaji v bodé
S.—1 pro kazdé k. Jinymi slovy: spojnice vSech dvojic bodovych,
jichz indexy ddvaji soutet n—1, prochdzeji tymz bodem S;—.,
To vSak znamend, Ze tyto dvojice tvoii dvojice involuce induko-
vané na kuZzelosefce bodem S,_,; tim je nalezena jedna involuce,
kterou se reprodukuje cyklus » elementi.

Zcela stejné shleddvdme, Ze A, An_s 8 A, An 3, 4,405 2
A,A._, atd., viibec spojnice bodd, jich# indexy dévaji soutet n — 2,
prochdzeji tymz bodem S.—s, ¢fmZ nabyvdme druhé involuce, jeZ
dany cyklus reprodukuje. JeZto miZeme 4, spojovati se viemi
body od 4.—; do 4,, obdrZime celkem » involuci, jimiZ se cyklus
reprodukuje; stfedy téchto involuci lezi na ose projektivnosti.
V urtité involuci jsou sdruZeny takové dvojice bodové, jichz
indexy ddvaji tyZ soulet. Je patrno, Ze tento soudet rovnd se
nékteré z » hodnot

01,2, 3,..,—2,n—1 mod ~.

Na pf. spojnice 4,4, (t. ]. tetna k 4,) a 4, 4., prochdzejf
bodem S,. Je totiz » — 1 4 1 == 0 mod » atd.

Potud Liirothiiv dikaz. Je zfejmo, Ze plati pro kazdy tvar
prvého Fidu. :
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3. Pro dal§i dvahy je tteba doplniti tento dikaz urlenim
samodruznych elementd nalezenych » involuci. K tomu cfli roze-
zndvejme dva piipady: = liché, » sudé.

I. n liché. Oznalme .J; involuci piisluinou k soultu indexi
rovnému 4. V této involuci jsou sdruZeny elementy
AO, AL; Al) Ak__\.', A2, Ak—2; . e Ap Ap_p.

Je otdzka, miZze-li nékterd tato dvojice se sklddati z tychz
dvou elementl; jinymi slovy, existuje-li index %, pro ktery

Ah = Ak__;..
I musf bud
h=%k—h
nebo h=k—h-+n
t. j. bud 2h =1
nebo 20 = k + n.
Prvy pifpad je mozny, je-li % sudé; pak
h - i
2

a druhy piipad je nemoZny, jezto k -4 n je liché.
Druby piipad je moZny, je-li & liché, jezto pak k 4+ » je
sudé a
k+mn
g

Je tedy patrno, Ze lze pro kazdé / nalézti pravé jeden
index %, pro ktery

h =

Ah = A;_;.

Element 4, je ov8em samodruzny v ptislusné involuei;
kdyz % probihd v3echny hodnoty od O do n—1, nabyvd % také
n riznych hodnot, totiz:

n4+1  n+2
g b
i midme vysledek:

Pro n» liché je kazdy element cyklu samodruZznym ele-
mentem v jedné z » involucf ./x; a sice je 4Ax samodruzny v in-
voluci Jy, kde index 24 ovSem zase béfeme modulo n. Naopak

n-—1

O, ’ T?

v 2o, n—1

19*
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je jeden samodruzny element kazdé involuce J; obsaZen v cyklu,
drubhy je mimo néj.

Nézornéji lze vysloviti tento vysledek takto:

Cyklus n elementu, prislusny n-drné cyklické projektiv-
nostt pro n liché vyznacuje se tou vlastnosti, Ze vytkneme-li
libovolny jeho element, lze zbyvajici seskupiti ve dvojice, jes
vSechny oddéluji tento element harmonicky od téhol pevného
elementu, lefictho mimo cyklus.

To lze ovéem uliniti » zpisoby.

4. — II n sudé. V involuci J; je samodruzny element 4,,
pro ktery plati

An = Ay _n.
I musi zase bud 7 =17~L—*#
t.j. 2h =%
nebo h=Fk—h+n

t.j. 2h =k + n.
Prvy piipad je moZny pro % sudé; ale pak je moZny také
druhy. Pro k liché neni mozny Zédny z nich. KdyZz % nabyvi

vSech sudych hodnot — celkem v pottu % -
0,2,4,...,n—2,
nabyvd % viech » hodnot, totiz %krate po dvou:
n n—+4+2 n—2 2n—2
g L I g, g
Nabyli jsme vysledku:
Pro » sudé je kazdy element cyklu samodruZnym ele-
mentem v jedné z x involuci Ji; a sice je 4, samodruZny v in-
voluci J,:. Naopak jen takovd involuce Ji, pro niZz k je sudé,

m4 samodruzné elementy v cyklu, a to oba; samodruzné elementy
involuce ./, pro % liché lezi mimo cyklus.

0

Nazornégji 1ze vysloviti tento vysledek takto:

Cyklus n elementi prislusny n-drné cyklické projektiv-
nosti pro n sudé vyznacuje se tou vlastnosti, Ze lze jej sefaditi
ve dvojice takové, Ze jedna z mich oddéluje harmonicky vechny
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ostatni; to lze ulinits ,’2’, zpiisoby. Pravé tolika zpuasoby lze

cyklus rozvrhmouti ve dvojice harmonicky sdruiené dle téée
pevné dwojice ledici mimo cyklus.

Pozorujeme, Ze pro » liché existuje jediny druh involuci,
kdezto pro = sudé existuji dva druhy. Involuei, majici samo-
druzné elementy v cyklu, nazveme involucf prvého druhu;
involuci, majici samodruzné elementy mimo cyklus, involuci
druhého druhu

II.

5. V ptedchozich vétich jsou vyjddieny nutné podminky
pro to, aby skupina elementd tvoiila cyklus. Obréitime se nyni
ke zkoumdni dostatujicich podminek.?)

BudiZz dédna skupina » elementii, kterd se reprodukuje n»
involuecemi J; toho druhu, .jaké jsme poznali v piedchozim.
Tazeme se, zdali v tom piipadé skupina tvoff cyklus. Oznacéime
libovolny z danych elementd 4, a dalif postupné A4,, A4,, ..., 4.,—;
tak, jak po sobé ndsleduji v jednom pfirozeném cyklickém po-
fadu %), daném v utvaru.

I. » liché. Z danych involuci vybereme dvé: jednu zcela
libovolnou, tu oznatime ./, ¢imz je feeno, Ze jeji samodruzny
element oznacime 4,. Ona pievadi 4, v 4,—, 4> Vv 4,5, Obecné
Anv 4,y Jako drubou involuci zvolime J,, tedy jiZ zcela uréitou.

Tato prevddi 4, v 4, _g—) a2 md samodruzny element A,..
2

Utvofme projektivnost « =J,-/; a uZijme ji na element 4,:

Ao () oo Ao (T 4,

1) Touto ulohou se Luiroth nezabyval. Rovnéz Sturm, ktery v uvedené
jiz knize vénuje mnoho mista studiu cyklickych kollineaci, neklade si tuto
ulohu obecné. Ukazuje v3ak, Ze pro n =4 staéi jedna, pro n =5 urtité dve
involuce, pro n = 6 uréité tii »barmoniénosti« pro to, aby skupina elementii
tvotila prislusny cyklus. Z téchio prikladd mohlo by se usuzovati, Ze pocet
involuei, tvofici dostate¢né podminky, méni se s rostoucim n; Ze tomu tak
neni, vysvitne z vykladu v textu. '

2) V. Enriques: »Vorlesungen wuber projektive Geometrie< str. 17.
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(tim rozumime: A4, pfejde involuci J, v 4,, involuef J, v A);
opakujme totéZz pro A, :

Ay (Jo) oo i Ana oo () L 4,
a tak pokralujme:
Ao i (Jy) e Ang oo (J) .o Ay
obecné
Aneo i (L) eov Ann- oo (J) o on iy,
neboft n — (n — b — 1) =h + 1.

Tak tedy projektivnost « pfevadi kazdy element skupiny
v sousednf, ¢ili vyméiuje tyto elementy cyklicky. Je tedy «
projektivnost, majici cyklus 4, 4, ... 4,_.; aviak projektivnost,
majici jeden cyklus » elementdi, je n-arné cyklicka. ') Tvofi tedy
dand skupina cyklus v n-drné cyklické projektivnosti.

6. Vidime tedy, ze existence » involuci zpiedu uvedenych
také stadf k tomu, aby skupina » elementd tvofila cyklus. A
vice nez to: jiZ existence dvou z téchto involuci statf. Oviem
ze zvolenych dvou involuci jen jedna, totiz J,, je zcela libo-
volnd. J, zdvisela jiZz na volbé& J,.

Polozme si tedy tlohu obecnéjsi: je ddna skupina = ele-
mentl, jeZ se reprodukuje dvéma libovolnymi involucemi; méd
se rozhodnouti, jak dalece existence téchto involuci staéf k tomu,
aby skupina tvotila cyklus.

Jezto »n je liché, musi kazdd z danych involuci miti jeden
samodruzny element v dané skuping; drubhy mimo ni. Samo-
druzny element jedné té involuce oznaime 4, a involuci samu .J,.
Ostatni elementy pak oznalime dle zisady nahofe vyslovené;
budiz pak drub4d involuce oJ;, t. j. takovd, Ze jeji samodruZny
element je 4, je-li & sudé, nebo Anis, je-li £ liché. . Tato in-

2 2

voluce pfevadi 4,, t. j. samodruZny element prvé involuce,
v Ai, t. j. v element o ;' mist vzdalen&j$i. Utvoime projektivnost

a=1J,Jx
uzijme ji na A, a postupujme pak jako v ptedchozim piipadé:

1) V. Sturm, L. c. L str. 187.
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Ay oo (L)oo Ay oo (Ji) oo Ai
A;,...(Jo)...A,_._;-_...(Jk)...Azk
Agk RPN (-]0) cee An_gk coe (Jk) cee Aa}c
atd.
Ze involuce J; pievede A,_, v Ay, je patrno z toho, 7e

soutet indext
w—k+2k=n-+k=%kmod n

Je patrno, Ze plati obecné
At oo (L) oo Anie o o« (Ji) -+« A(mayie
Jsou pak mozné tfi piipady:

a) k a » jsou &isla nesoudélnd. Pak, jak je zndmo z ele-
mentdrni theorie ¢isel, fada

0, &, 2k, 3k, ..., (n — 1)k
je modulo » totoZna (aZ na pofad) s fadou
0,12 ..,n—1.
To znamen4: projekti;rnost « obsahuje cyklus
Aoy Ayy ooy Auyy 445

je to tedy n-drné cyklickd projektivnost, a dana skupina tvoif
cyklus v této projektivnosti.

Je ziejmo, ze to plati také pro £ = 1.

b) k je délitel ¢isla », takZe n —=m . k. Pak tedy opétovné
uziti projektivnosti « vede k cyklu

Aoy dry Aoty -+ oy A = A,
t. j. « je projektivnost stupné m-ho a
Ay, Ary Aoty . . oy Ay
jeden cyklus. Je patrno, jezto
Av. o (Jy) oo i dune oo (1) o oo Angy
ze « obsahuje také cykly

A;, A]c+1, A2k+y, Y
Ao, Aieyo, Asiyos . ..
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t. j. celd skupina se rozpadd v % cykld po m elementech pii-
slu§nych cyklické projektivnosti stupné m-ho. Jezto .J,, Ji jsou
involuce, je JiJ, projektivnost inversni k .J, Jx, ') jejim uzitim
do8li bychom tedy k témuz vysledku.

¢) k je soudélné s », tak zZe

n=mn'".m
EF=F%.m
a »/, L' tisla nesoudélnd. Pak
wk=1"~%.n".m=~n
a »n' je, jak zndmo, nejmensi &islo, jimz % ndsobeno ddvd nd-
sobek n. Pii tom »' << »n. Opétovné uziti projektivnosti e vede
k cyklu
AO) A}c, Agk, vy A(n'_1)k,
jak snadno zjistime uvahou obdobnou ptedchozi. Je tedy « cy-
klickd projektivnost st. »'<< % a dand skupina se rozpadd v m
cykli po »' elementech.

7. Dogli jsme tim k vysledku:

Jestlize skupina n elementd (pro n liché) se reprodukuje
dvéma involucemi, z nich jedna prevddi samodruiwy element
druhé (a to tem, jenZ lesi wve skupiné) v element o k mist
veddlenéjsi (v daném cyklickém uspordaddnt), tvori tato skupina
cyklus v n-drné cyklické projektivnosts tehdy a jen tehdy, kdyZ
Cisla k& a » nemaji — mimo 1 — spoleiné miry. Pak ovSem
existuje dalgich (» — 2) involuci, jimiz se skupina reprodukuje.
Spoleénou miru 1 proto vyslovné vyluCujeme, ponévadz ve vétu
je zahrnut také piipad i — 1. '

Mimo jiné odtud plyne: je-li n prvoéislo, stadi vidy exi-
stence kterychkoli dvou involuct, skupinu reprodukugjicich, k tomu,
aby tato skupina tvorila cyklus.

8. Piiklady tuto vétu nejlépe objasni:

a) n = 3. Ti elementy vidy tvoii cyklus, jeito pied-
stavuji t¥i dvojice pravé nutné k urceni projektivnosti. Involuce
Jr zde oviem také existuji; kazdd z nich je prdvé urcena jednim
elementem jako samodruznym a dvojici druhych dvou.

1) Jsou-li #, y dvé libovolné projektivnosti a » = @y jich resultanta,
je o—1 = y—18—". Jsou-li B, y involuce, je p—' =4, y—1 =y, tedy o—1 =y3"
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b) » = 5. Budiz piisludna skupina
A A, 4,4, 4,.

Necht se reprodukuje involuci J,, ve které jsou sdruZeny
A,ad, A ad,, A,a 4, a involuei J,, v niz jsou sdruzeny
Ay, Ay Ay, Ay Ay, 4y

Utvofme « = JJ, a uZijme této projektivnosti na A, a
postupné dile:

Ay () Ay (). A,
Ay (T Ay () A,
Ay o (T . Ay (T ... A,
Ay (1) A (). .. 4,
Ay (1) A, (]). .. 4,

t. j. obdrzeli jsme cyklus:
Ao: A37 Al? A4} A‘l? 'AU‘
¢) » = 15. Skupina
Aoy Ay Ay oo 4y

«) Dény involuce ./, a J;.

Utvoiime e = JJ;; jejim uZitim obdrzime cyklus 4,, 4;,
AlO’ A

{:’) Ddny involuce J, a J,,; utvoiime « = JJ,,; jejim
uzitim obdrzime cyklus 4,, 4,,, 4, 4,. Zde je totiz 10 = 2.5,
15 =38.5H, tedy »' = 3 (v. piipad ¢)).

7) Dény involuce J, a -/,. Utvofime « = .J J,
A‘,...(nc)...A7...(m)...A,;...(a)...Aﬁ
AG...(a)...A (@)oo A .

(@) o). Au (@) ... 4
() Ay (). o 4y (). A
Ag...(a)...Al.. () ... Ag .. (@)... 4,
t. j. mdme cyklus tplny:
'AO' ‘A'7) Al4? AB! AIJSY A:';! Al2) A47 All) 'A3? AI 0 A2) AQ? Al} AS? AO'
9. — IL n sudé. Vedeni analogii s pfipadem I. fe§¥me hned
obecnou tlohu: skupina se reprodukuje dvéma involucemi; mé
se rozhodnouti, jak dalece existence téchto involucf stalf k tomu,
aby skupina tvofila cyklus. Zde je tieba rozezndvati tii pfipady.
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a) Ob& dané involuce jsou prvého drubu. Jednu lze ozna-
titi J,. Jeji samodruzné elementy jsou tedy 4,, A; druhd budiz
2

Ji, kde oviem % je ¢islo sudé. Uzitim projektivnosti
a=JJi
obdrzime, jako v pfipadé 1., fadu elementi
A,y Aiy Aok, - ..
Av3ak % a n maji nejméné 2 za spoleinou miru, tak Ze,

ne-li diive, jisté po —;— ndsobném opétovéni projektivnosti e«

vritime se k 4,. V nejpifznivéjsim piipadé tedy rozpadne se
skupina ve dva cykly. K tomu, aby skupina tvofila jediny
cyklus v projektivnosti »-drné cyklické, existence dvou involuef
prvého druhu tedy nestaci.

6) Obé& dané involuce jsou druhého druhu. Oznaéme
jednu J, (coz znamend, Zze prevadi 4, v 4, '), drubd budiz Ji,
pii ¢emz £ je &islo liché. Uzijeme projektivnosti @ = .J,.Jx: ob-
drzime cyklus

Am Ak_l, AQ(k_. IR Ah(k-—l), oo

Tento cyklus obsahuje v nejpiiznivéjsim piipadé—g— ele-

mentd, jezto & — 1 je &islo sudé. Tedy ani existence dvou in-
voluci druhého druhu nestaéi k tomu, aby skupina tvofila cyklus
v n-4rné cyklické projektivnosti.

¢) Jedna involuce je prvého, druhd druhého druhu. Prvou
oznatme J,, drubhd budiz J;, kde % je ¢&islo liché. UZitim pro-
jektivnosti « = J./; vznikne cyklus

Ay, Ay A,y ...

ktery obsahuje vSech n elementid, jestlize ¥ a » nemaji —
mimo 1 — spole¢né miry, coZ je mozné, jeito » je sudé a %
liché. . :

1) Mald uvaha postaéi k pozndni, Ze v dané skupiné existuji dvé
dvojice, utvofené ze sousednich elementt skupiny (totiZ téch, jez jsou nej-
blize k obéma samodruinym elementim, lezicim ovSem mimo skupinu).
Jednu tu dvojici oznatime Ay4; (pak drubd je Andn,).

T 3
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10. Nabyli jsme vysledku:

Jestlie skupina n elementdt (pro n sudé) se reprodukuje
dvéma involucemi, z nichZ jedna md samodruiné elementy ve
skupiné, druhd nikoliv, a tato pFevddi samodruiny element
prvé v element o k mist vzddlenéjsi (v daném cyklickém uspo-
Faddnit), tvori tato skupina cyklus v n-drné cyklické projektiv-
nosts tehdy a jen tehdy, kdys éisla k a m nemaji — mimo 1 —
spoleéné miry. Pak oviem existuje daldich (v — 2) involuci, jez
skupinu reprodukuji.

Mimo jiné z toho plyne: je-li n = 2m a m prvoiislo,
stati vidy existence dvou involuci, neni-li ndhodou k¥ = m.

11. Sledujme tuto vétu na piikladech:

a) n = 4, ptislusnd skupina

A,4,4,4,. .

A priori existuji tfi involuce drubhého druhu, totiZ involuce
o dvojicich 4, 4,; 4,, A, a dalgf dvé obdobné, jezto dvéma
dvojicemi je involuce prdavé uréena. I je tieba existence jiz jen
jedné involuce prvého druhu '), na pf. J,, jez md samodruzné ele-
menty A,, 4,. Predpoklddejme tedy, Ze A,, 4, oddéluji harmo-

nicky 4,, 4,. Vezméme vedle toho involuci druhého druhu .J,
a utvofme ¢ = .JJ,. ObdrZime ihned cyklus

AO’ A17 AQ, Aé'
Véta o nutnosti dvou involuci je tu zachovdna, jenom Ze
existence jedné z nich netvoii Zddnou omezujici podminku pro
polohu &tyt elementi.

b) n = 6. Uzijeme involuce prvého druhu J, a jedné druhého
druhu, tfeba J,. Obdrzime cyklus 4,, 4;, 44, 4,, 4,, 4,, 4,.

III.

12. Predchozi vyklady tykaly se ttvarG prvého fddu. Na
Gtvary druhého fddu pfenesou se piedchozi vy-
sledky bezprostfednsé. Mé4me-li na mysli body roviny,
plati véta ?), Ze skupina bodd, tvofici cyklus v cyklické kolli-

1) Srv. s pozn.I na str. 285. o pfikladu Sturmove.
2) V. Luaroth, 1. c.
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neaci, lezi na kuZelosetce '), pro tu kollineaci invariantni. Jsou
tedy dostatetné podminky pro to, aby » bod@ tvofilo eyklus
v n-drné cyklické kollineaci rovinné, tyto:

a) tyto body musi leZeti na kuZelosetce. a

h) na této kuzelosetce (t. j. utvaru prvého fFddu) hovéti
podminkdm v piedchozim nalezenym.

13. Pro » — 4 jsou vyplnény vizdy; to tim, Ze 4 dvojicemi
je kollineace pravé urtena. Zaklddd se to pak na tom: jsou-li
A, A,, 4,, A, dané body. lze vzdy jimi poloziti — a to jedinym
zpisobem — kuZelosetku tak, aby ony body se reprodukovaly
nékterou involuci prvého druhu. Budiz to involuce oznatend ./,
jeji samodruzné body A4,, 4,. Spojme 4,, 4,; A,, 4,. K pri-

Obr. 1.

setfku S’ obou téchto paprskd sestrojme (v. obr. 1.) &tvrty
harmonicky bod vzhledem k 4,, 4,; oznatme jej S,. KuZelo-
setka, majici v A, a A, tetny 4,8, resp. 4,S, a prochazejici
bodem A,, prochdzi oviem také bodem A4,. Jsou pak 4,, 4, body
sdruzené v involuci, indukované bodem S, na této kuzeloselce,
a A, A, jeji samodruzné body. Je pak pouhy ndsledek poldrné
vlastnosti kuzelosetky, ze tytéz 4 bhody se reprodukuji involuci

1) To plati v8ak jen pro cykly redlnych kollineaci, coz v dalsim
mléky predpokladame.
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o stfedu S,, takze skutetn& existuji dvé involuce prvého druhu,
jez polohu ¢tyf bodé nijak neomezuji, nybrz urtuji jen polohu
piisludné kuzelosetky.

13. Pro prostorové kollineace cyklické neplati véta
tak jednoduchd, jako pro rovinné. Nicméné existuji az do » —6
kubické kiivky prostorové, obsahujici dany cyklus a invariantnf
pro pifslu§nou cyklickou kollineaci '). Tim tedy je véc pfevedena
pro » = 6 na utvary prvého fddu; timto Gtvarem je kiivka
kubickd, kterd je, jak znidmo, raciondlnd. Nds zvla3té zase zajimd
piipad » = 5, nebot jednim cyklem je prostorovd kollineace
pravé uréena. neni-li to ndhodou — a to vylutujeme — kolline-
ace plandrnd (t. j. s cykly rovinnymi) nebo poloperspektivni
(s cykly na piimkdch). Neni tedy poloha 5 bodd v prostoru
nijak omezena podminkou, %e t&chto 5 bodl md tvofiti cyklus
v kvindrné cyklické kollineaci; musi v8ak byti mozno, poloziti
témito 5 libovolnymi body kubickou kiivku prostorovou tak, ze
tyto body tvofi na kiivce, skupinu, hovici podminkdm vySe na-
lezenym.

Resme tedy lohu: je dino 5 libovolnych bodd v prostoru,
z nichz 7d4dné 4 nelezf v rovind. Témito body jest poloZiti
kiivku kubickou tak, aby na ni se skupina bodid reprodukovala
dvéma involucemi. Tyto dvé involuce, jak vime, prdvé stalf
k tomu. aby skupina tvofila cyklus v utvaru prvého i&du, jimz
je zde ktivka kubickd. Pfredstavme si dlohu jiz fe§enu; body
dané skupiny oznatme 4,..., 4, tak, jak po sobé& ndsleduji
v jednom cyklickém pofadu; z jednoho bodu, na pk. 4,, pro-
mitnéme kiivku do roviny v kuZelosetku. Obdrzfme na této
kuzelosetce body B, B,, By, B,, vzniklé priseky seten, a B,,
vznikly prisekem teény v bodu 4,. Téchto 5 bodd musi zase
tvotiti cyklus na kuzelosetce. Z péti involuci, jimiZ se reprodu-
kuje cyklus na prostorové kiivce, zvolme dvé, a to ./;, jez ma 4,
za samodruzny bod, a libovolnou jinou, na pk. J,. V roviné tomu
odpovidaji dvé involuce; sttedy témto involucim pi#islu§né bud-
tez S, 8,. M4 tedy skupina B,, ..., B, zcela urtitou polohu na
kuzelose&ce.

1) V. Sturm, L. c. I, str. 306 a ndsl.
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14. Na zdkladé toho fesfme danou tlohu takto (v. obr. 2.):
z bodu 4, promitneme ostatni body do roviny. Jich priméty
B,... B, je urten svazek kuzelosetek. Uloba zilei v tom,
najiti urcitou z nich, na niZ by leZel bod B,.

Prisetik spojnic B,B,, B,B, je stied S;; bod B, se obdrzi
jako dotyény bod tetny z S, vedené k hledané kuzelosedce
svazku. Je tedy geometrické misto bodu B, diagondlnd strana s,
ttyrrohu B, B, B, B,, lezici proti diagonalnému rohu S,. Druhé
geometrické misto pro bod B, obdrzime takto: stied S, lezi na
spojnici B, B, ; spojnice S B, dotykd se v B, hledané kuzelo-

Obr. 2.

setky; spojnice S,B, protne ji v bods B,. Kdyz tedy kuZelo-
setka probfhd svazek (B,B,B,B,), probihd tetna v B, svazek
paprski s nim projektivny a priseéik této teny se spojnici B, B,
fadu rovnéz projektivnou se svazkem kuZeloselek. Svazek pa-
prski promitajicich tuto ¥adu z B, konetné je rovnéz projek-
tivny se svazkem kuzelosetek. Kiivka %, vytvofend priseky kuZzelo-
sedek svazku a sdruZenych paprski projektivného svazku (B,),
jo hledané druhé geometrické misto pro bod B,. Tato kiivka je
tedy kubicks kiivka, majici v B, bod dvojndsobny. Aviak uvaZu-
jeme-li specielnd tu kuZeloselku svazku, jez se sklddd z paprski
B,B,, B,B,, je tetna v B, totozna s B,B,, pHslusny paprsek




295

svazku (B,) je také B B, t. j. paprsek B, B, tvoi{ souddst ktivky %.
Snadno lze zjistiti, Ze jiné paprsky ze spojnic bodd B; netvoif
souddst kiivky % Skladd se tedy % z paprsku B,B, a kuzelo-
se¢ky %'. Kiivka & ma v B, bod dvojndsobny, ve zbyvajicich ttech
bodech body jednoduché. KuZelosetka k prochézi tedy body B,
B,, B,. Ale na paprsku B,B, nemiize lezeti Zidny bod této
kuZelosetky mimo B,. Nebof kdyby leZel na tomto paprsku
bod X kuzelosetky &', znamenalo by to, Ze kuZelosetce, skldda-
jiei se z paprskd B,B,, BB, B, odpovidd v projektivnosti vySe
nalezené paprsek B,X. Aviak k této zvrhlé kuZeloseice svazku
je B, I3, tetnou v B, prisetik s B,B, je B, a B,B, je piislusny
paprsek ve svazku B,. Musi tedy X = I3;. Ale z toho plyne,
e B, B, se dotyki kuzelosetky %’ v B,. Podobné je B,B, teénd
k¥ v B,. Je tedy %’ aplné urCena (tfemi body a te¢nami ve dvou
z nich).

Prisetiky paprsku s, a kuzelosetky &' poddvaji fesenf ulohy.
Kazdy z nich lze poklddati za B,. AvS8ak bod B, vznikne jako
priisek roviny s tetnou ke kubické kiivce; je tedy 4,B, tetna
ke kiivece v bodu 4, a tim je kiivka urtena, nebof je zndmo
5 jejich bodd 4, 4,, 4,, 4,, 4, a tetna v jednom z nich. JeZto
pro B, obdrzime dvé polohy, je tloha dvojznaénd, t. j. danymi
péti body lze poloziti dvé kubické kiivky '), na nichz téchto
pét bodd se reprodukuje dvéma, a tedy péti involucemi, a tvoii
oviem cyklus v kvindrné cyklické projektivnosti.

Je oviem jasno, Ze k tymz dvéma bodim B, musime dojiti
uzitim kazdé jiné involuce nez J,. Je zajimavou tlohou, totoz-
nost téchto bodd dokdzati pifmo; to vSak pfenechdvdm CEtenaii.

Zarovei jsme v pfedchozim rozfesili rovinnou dlohu: wréiti
rovinnou kollineaci kvindrné cyklickou, jsou-li ddny &tyFi body
Jednoho cyklu. Je ziejmo, Ze dloha je uréitd, ale dvojznatnd ?)

1) To je v souhlase s tim, Ze pro danou kvindrné cyklickou kolline-
aci v prostoru existuji dva systémy kubickych kfivek pro tuto kollineaci
invariantnich. V. Sturm, 1. c. UL, str. 306,

?) Pokud je mi znémo, nebyla dosud, ani ve zvldatnich piipadech,
FeSena uloha: uréiti rovinnou kollineaci cyklickou daného stupné, jsou-li
dény &ty#i body jednoho eyklu.
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