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Huyghenstiv princip v teorii vedeni tepla.
Jan Potoéek, Brno.
N (Doglo 12. tinora 1936.) .

Uvazujme o této klasické tloze: Nalézti rozdé&leni teploty
v rovné tydi nekoneénd malého prifezu, tepelnd isolované, je-li
dano rozdéleni teploty v dase ¢ =0 a je-li pfedepsino, ]ak se
méni teplota na koncich tyée. To znamen4 Yesiti Fourierovu rovnici

82
%zx% 0<z<h t>0 (1)

' podminkami : ,
v(z, 0) = @), (0, 1) = gult), v(h, 1) = u(t). 2)

Je tedy dana funkce v na okrajich nekoneén& dlouhého pruhu
A’ABB’ (viz obr.) a hleddme jeji hodnotu v libovolném bod& P
uvniti pruhu. Vypodteme-li vS8ak rozdéleni teploty v okamziku
t, > 0, t. j. zname-li hodnoty funkce » na tseéce DE, miZeme po-
éitati jeji hodnotu v bod$ P z dat na obvodu pruhu A’DEB’.

A 1C AF 1B )
2P

D CH F" E

A |C- B

Srovnanim Vysledkﬁ zfskanych timto dvojfm postupem obdrifme
soudtovou pouéku (adiéni teorém) pro Greemovu funkei, je%- -
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patit k dané Gloze. O tomto uZit{ Huyghensova principu v tloze
o teple zminil se Hadamard ve svych pfednd8kich konanych
v Praze r. 1928!) a poznamenal, %e existuje jest& jeden adiéni
teorém, ke kterému se dojde, uréi-li se Sasovy pribéh teploty
v bodé C tyde a podita-li se hodnota funkce v v bodé P z hodnot
na okraji pruhu C’'CBB’. Jsou-tedy dvé poutky pro Greenovu
funkei. _

* V tomto élanku, za jehoZ nimét dékuji panu prof. Hostin-
skému, odvozuji analytické vyjadieni obou poudek, jei dava
- podle Hadamarda uZiti Huyghensova principu. Jsou to poudky
oznadené (I) a (II).?)

Déle ukazuji, Ze poutka (II) plyne z poudky (I) jako jeji
piimy dusledek. Podava zde tedy Huyghensiv princip vlastné
jen jednu poudku.

Rovnice (I) a (II) vyjadiuji vztahy mezi dvéma Greenovymi
funkcemi, piislusnymi sice téZe Cauchyové tloze, ale dvéma
intervalam rdzné délky. Adi¢ni teorémy obsahujici jen jednu
funkei [vzorce (9) a (12)] plynou z nich jako jejich zvlastni p¥ipad.
Rovnéz jako zvlastni pripad se z nich dostanou nékteré pousky
pro funkce theta, odvozené G. Doetschem.3)

Regeni rovnice (1) s podminkami (2) [p¥edpokladejme, Ze
funkce f(xz), ¢,(t) a @,(t) jsou spojité], jest vyjadieno vzorcem?)

h

v(z, 8) :—‘—fu(h; 2, £, 8) f(&)de +

(L
t

T f %(r){a“"“ z’a.i:t_’)} dr — (3)
0 , Ji=0
t
ou(h; 2, ¢, t— 1))
o f %(z){ 5 }Hdr.

[1} ?

Greenova funkce w%(h;z, {,t — 1) vyhovuje adjungované rovnici

1) J. Hadamard: Huyghenstv princip. Casopis pro pst. mat. a fys.
68 (1929), 346—366; viz str. 360. '

%) Viz moje sd8leni ,,O funké&nich rovnicich, které se vyskytuji v nauce
o vedeni tepla‘‘, Zpravy o II. sjezdu matematikti zemi slovanskych, Praha
1934; Casopis pro p¥st. mat. a fys. 84 (1935), 237—238.

3) G. Doetsch: Thetarelationen als Konsequenzen des Huygensschen
und Eulerschen Prinzips in der Theorie der \%ﬁrmeleitu‘hg. Math. Zeit-
schrift 40 (1935), 613—628. ,

4) Viz na p¥. H. 8. Carslaw, Introduction to the mathematical theory
of the conduction of heat in solids, London 1921, p. 172.
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v proménnych 7, ¢,
: ou 0%y
R “

s podminkami ,
u(h; 2, 0, t) = u(h; z,.h, t) = 0

lim u(h; 2, £, t — ) = 0,
t=1

z$¢ :
4 ()
lti_m wh;z, &, ¢t —7)de = 1.
0

Vyjadfeme Huyghensiv princip, berouce pro soumérnost za

pomocnou oblast prubh C'C"F"F’ polozeny uvnit¥ pavodni ovlasti
A'ABB'.

Bud (a, b) interval poloZeny uvnitf intervalu (0, 2) a polozme
z—a=uz (—a=¢& (a<wz &§<b). Zavedeme-li Greenovu
funkei u(b — a; x, & t — 7), miZeme vyjadiiti funkei v(z, t; + ty)
pro kazdé z v intervalu (@, b) vzorcem:

b—a

ot 7ty 4 ) = [u(b—a; 7, £ t) vl + & 1) A& +

0
ty

+%fv(a,t1 + ﬂ{a“"’—'“;;”f”z“”} de—  (8)
0 £=0

s ) .
_”fv(b,tl+r>{a“(b_“’§é5"2_”} d.
3 E=b—a

Nahradme - hodnoty funkce v pi‘isluénymi vyrazy, vzatymi
z rovnice (3) a poloZme v rovnici, kterou takto dostaneme, po-
stupné f(z) = 1, @i(f) = @o(f) = 0 a f(z) = 0, @y(f) = 0, ¢(t) = 1.
Vyjdou tyto dva vztahy:

I uh;a + x,2, 4 + 1) =

b—a

=fu(b—~a; z, & ty) uh;a + & 2, 4)dé 4

t

0

ty :
+l%‘[{8u(b—a; z, &, tz“’"")} wh; a, 2, 4, + 7) dr —
§=0

0&

0
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ty . .
[ —aix &ty —1) w(h; b, 2, t, + 7 ) dx,
aE . E=b—a

£+t
. t=0

b—a t,

_f b——ax&,tz){au(h;a+iz’t1—-r)} dvde +

t, t1+t

e au(b—a;x3£’t2._1) au(h;a,z,t1+T—G) -
+%./ ’ { % }e=o{ %2 }?:odt

- au(b———a, z, 5, to— 1) ou(h; b,z,t,+tv—o0) do dv
{ ) E=b—a az z=0 .

Dosad.lme-h do (II) ¢, = 0, t, = ¢, dostaneme vzorec jednodussi

oulh;a + x, {,t — o) o
I T St
6ub——a z, & t— 1) oulb—a;a,z, t— o) dr —
fl o¢ }séo{ oz }z=0

. ou(b —a; x, &t — 1) ou(b —a; b, 2, v — o) de..
f{ 0& }e=b—a{ o }z=0'
0

Vzoree (I) a (II) po pf. (ITa) vyjadiuji vztahy mezi dvéma
Greenovymi funkcemi, p¥isludnymi témuz Cauchyovu problému
danému rovnici (1) a podminkami (2), ale dvéma intervalim
rizné délky. Tyto dva vzorce pravé jsou analytickym vyjadfenim
dvou adi¢nich theoremu které mél Hadamard ve své predndsce
na myali.

Vzorci (II) miZeme dati pf'ehled,néjsi tvar. Rovnice (3) psavé
se pro f(z) = 0 také takto (viz na pf. Carslaw, L c., str. 69):

oz, 8 _f 5 20uhs 2, t, %) dr 4

R ) Ol 2t —1)
+j , 5 dz.
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Funkce @, resp. @, souvisi s » vztahy:
x{wa“"‘? %, 6, ) { X OTY)
c—o Of

oo - (M
- { 3%(}&;81? . t) } — 7% ®,(h; x, t),
9=h

a znamenaji rozdélen{ teploty v tydi v okamziku ¢, je-li podatedni
teplota ty¢e rovna nule (az na koncovy bod) a jsou-li konce tyde
udrzovany na teplotach 1 v bodé z =0, 0 v bodé z = A, resp.
0 v bodé¢ 2z =0, 1 v bodé¢ z = h. Odtud plynou rovnosti

Dy(h; 0,8) = Dy(h; b, t) =1,
Dy(h; b, t) = DPy(h; 0,8) = 0, (8)
Di(h; 2z, 0) = Dy(h; 2, 0) = 0,
a ziejmy vztah -

Dy(h; 2, t) = Dy(h; b — 2, 2).
Nahradime ve vzorci (II) derivace u derivacemi funkcl D, a D,
podle (7) a provedeme integraci; dostaneme:

b—a

Bylh;a+ oty + 1) — f w(b — a; 7, & ) Byl a + £, 1) A& + (IT)

v

ts -
n f O BB gy hs gty + 1y — ) e+

ts . )
n f_a(bz (b —a—rax 1) By(hs b, 4 -+ 1, — 7) dr,

nebo pro zvl. ph’pad tl. =0, ty=1.

. t
y(h;a + x, t) = f 0P (b ;‘“ %) @h;a,t —1)dr + (Ila)

ot

+f a‘p’*(b i )dil(h b, t — 7)dr.

Vzorce (II) resp. (IIa’) jsou v podstaté totozné se vzorei (II),
resp. (Ila).

Vztah (II') — stejné vztah (II) — dé se odvodit také pf'imo
ze vztahu (I). Derivujme ob& strany rovnice (I) podle z a hodnotu
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proz =0 integrﬁjme podle ¢, od huly do #,. Dostaneme po dpravé
pomoci vztaht (8):
b—a

Dby x + a, t, + ty) =fu(b—a; z, E,8,) DOy(h; a + & ¢)dE +

0

ty
+f 00, (b 2L % ,(h; a, b, + ty— ) dr +

+[ 0Byb —a; 2, ’) ¢l(h bty + 1y, — 7) dv —

0Dy (b — a;
ot

— Dbz - a,ty) +f %% (ks a, t,— 1) dv +

n j 0By(b L ) ,(h; b, t, — 7) d.

Leva strana a prvé tii éleny na pravé strané daji rovnici (II'),
ukézeme-li, Ze posledni tii éleny [jez anulovany daji (ITa’)] maji
za soudet nulu. PoloZme v rovnici (I) ¢, = 0, derivujme podle z
a hodnotu pro z = 0 integrujme podle £, od nuly do ¢, Po tpravé
vyjde vskutku rovnice (IIa’) pro ¢ = ¢, neboli soudet poslednich
3 ¢&lenti pfedeslé rovnice roven nule.

Poskytuje tedy uziti Huyghensova principu v uvedené tloze
o iffeni tepla v podstaté pouze jednu souétovou poudku pro prf-
glusnou Greenovu funkei, a to poudku (I).

Pokusme se nyni odvodit z poudek (I) a (II)) soustové poudky
pro jedinou funkei.

Polozme ve vzorci (I) @ = 0, b = h. Funkee u je, jak zndmo,
soumérna v proménnych z, { [viz nfZe vzorec (13)], takZe plati-li
(5), plati také

. u(h; 0,2,8) = ulh; b, 2,t) = 0.
Dostaneme tedy C

u(h’ Z, 2, tl + t2\) ::f.u(h; z, 55' tz') u(h, 59 Z, tl) dE, (9)

coZ je znamé. rovnice Smoluchowského.
Provedeme-li toté% ve vzorci (II), dostaneme se zfetelem na (8)
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h -
Dy(h; , b + 1) = Dy(h; , 1) +f u(h; x, &, &) Py(h; &, 1) d&, (10)

kde se vSak vyskytuje mimo funkeci @, je§t& funkce w.

Vzorec (Ila’) dal by ziejmé identitu. PoloZme v ném tedy
jen b = h. Dostaneme

t
Ql(h; a+ z, t) =f 8¢1(h —ata; z, T). @1(}&; a,t— T) d‘L’,
nebo, derivujeme-li obé strany podle ¢,

) dz, (11)

: t
0Dy(h;a + x,t) [ 0Dy(h—a; x, ) 0Dy(h;a,t— 7
ot - ot ot

0

coZ je funkéni rovnice pro funkei —= 8 i !, Nechame-li v nf rtsti délkovy

interval pFes vi8echny meze, obdriime znimy vzorec

oD+ 2,0) f ob(z, 1) oBa,t— 7
ot

)
o = o dr,
0

kde

D(z, 1) _hgm Dy(h; 2, 1).

Funkce zde zavedené jsou dany vzorci:

3
Pre—n . naz . nal
sin

T~ 7 TR T a3)

1 t—C  —xZa—n 24+ ¢ —xZe—n
RIS S

kde ¥ je eliptickd funkce
Oz, q) = 1+ 2 D' q" cos 2na.
fim1

D(z, t) = %fe—c'dé-

2\(¢
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Utije-li se v rovnicfch (I), (IT) vyjddfeni funkce » eliptickymi
funkcemi, dojde se k pouékdm pro tyto funkce (viz G. Doetsch
1. c.).

Pozndmka. Huyghensova principu lze uZziti i tehdy, nenf-li
vodivost, po pf. — béz{-li o difusi — koeficient difuse konstantnf,
nebo pusobi-li v piipadé difuse vnéjsf sfly, na éase nezavislé. Pa.k
totlz nastoupi misto (1) rovnice typu

ov

at‘A“ +B()a + 0@, (14)

vvvvv

ficienty opét vzorcem (3), v ném% se v8ak nahradi » v tfetim resp.
étvrtém élenu vyrazy A(0) resp. A(k); misto (4) nastoupi

ou 02u ou
o7 = A(C)B_P_B(C)_avf + C(0)u.

Pro Greenovu funkei % dostaneme opét (za predpokladu, Ze
je uréena jednoznaéné) vzorce (I) a (II), jen s tim rozdilem, Ze
misto % v 3. resp. 4. élenu piseme A(0) resp. A(b — a).

*

Application du principe de Huyghens & la théorie de la chaleur.
’ (Extrait de larticle précédent.)

M. Hadamard a signalé dans ses conférences sur le principe
de Huyghens a Prague 1928!) l'existence des deux théorémes
d’addition pour la fonction de Green wu(h;z, {,t— T) relative
au probléme de Cauchy donné par les équations (1), (2).

Nous avons établi dans les formules (I) et (II)* ) la forme
analytique de ces deux theoremes d’addition et nous montrons
que la formule (II) n’est qu’une conséquence de la formule (I).

Ces formules représentent deux relations qui ont lieu entre
deux fonctions de Green relatives au méme probléme de Cauchy,
mais aux deux intervalles de longueurs différentes. On en peut
tirer quelques théerémes spéciaux, & savoir des theoremes (9) et (12)
d’addition pour une seule fonction.

Ces formules contiennent aussi quelques unes des formules
relatives aux fonctions- elliptiques, qui ont été etabhes par
M. Doetsch.3) '

Enfin, nous indiquons une généralisation. des formules (I) (II)
pour I’équation (14).

- *) Nous en avons fait une commumcatlon au 2iéme congrés de mathé-

maticiens des pays Slaves, Prague 1934; “voir C. R. de ce Congrés, p. 237
jusqu’s 238. »
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