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Polozime-li x:%’:— a oddélime &st redlnou od imagi-

narné, tu z rovnice (28) plynou sledujici:
cos ww = Cos xm, sin xw = Sin xx.

Rovnice tyto jsou v sebe mens$im intervallu pro w:%
kolikkratkoli vyplnény, z ¢&ehoZ, vzhledem ku spojitosti funkei,
soudfme, Ze pro veikerd x daného intervallu vyplnény jsou.

UvazZujme konecné: sin xw = Sin 2.

Délenfm hodnotou 2 a ptechodem do limity obdrZime:

. Stn 2 . sin 26 . Sinzx . Sinzm
im—— = lim® =0 =lm—""=1 — =,
)

t. j. 0=
Tim identita funkci definovanych rovnicemi (13) s funk-
cemi goniometrickymi zjiSténa jest.

O ploském obsahu kruhového vykrojku.

Studujfefm napsal
P. Cornelius Pich, T. J. v Bohusudové (Mariaschein).

Véta. Kruhovy vykrojek (V) rovnd se poloviné poloméru (R)
zndsobené prislusnym obloukem (B).

Vzorec,

R
| 4 = B,

1. Dikaz. BudiZ v pravidelny mnohotdhelnikovy vykrojek
o kruhovy vikrojek V opsany, jenZ sestivd zn=1,2,3,4,....
(t. j. z libovolné mnoha) rovnoramennych a shodnych trojihel-

nikd o vysce B (obr. 1.). Je-li b :n.%— lomend podstava vy-

krojku v, pak jest, jak zndmo, plosky obsah

v= % b,
kdeZz pii rostoucfm » a stilém poloméru R proménné veli¢iny
v i b ku svym stilym mezim V i B ustavicné se priblizujf «by-
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vdnim. ProCez obdrzime dle obecné véty®) hromadného (pro kazdou
hodnotu ¢islan = 1,2, 3,4,.... dovoleného) prechodu &k meznim
hodnotdm

R
V=-gB,
b _R_ v _V

z CehoZ opét plyne predeSly vzorec.

1I. Diékaz. ZnatiZ v, pravidelny mnohothelnikovy vikrojek
do kruhového vykrojku V vepsany, jenz se sklidd z = rovno-
ramenngch a shodnych trojuhelnikd o ramené R a o vySce r,.

1 b ; P .
Znamend-li b, = n 7‘ lomenou podstavu vykrojku v,, tozZ bude

plosky obsah
r R
Y =*21" by =—2‘ By,

kdeZ pii rostoucim = a stdlém poloméru R, proménné veliciny

. r . "y . v R v
vif, = bl.—é— ku svym stidlym mezim Vi B = B. 5 ustaviéné
se priblizuji pribyvdnim. ProceZ dostaneme hromadnym pie-
chodem k meznim hodnotdm

- R
. V=-§_.B’
aneb
EB_vw_7V
278, B’
¢ili
l_ v, _V
27 b~ BR’

odkudz opét plyne predeSly vzorec.

III, Dékaz, Podrzi-li kazdé pismé svij predeSly vyznam,
toz pro kaZdowu hodnotu ¢&isla n nezbytné plati tyto nerovnosti:
v>V>v,,
b>B>,

*) Tato obecnd véta zni: Stdld hodnota (zde: %) jakéhokoliv soujemu

(t. j. soudtu, rozdflu, souéinu, podflu ¢ili poméru....) prom&nnjch
na &lsle n zdvisljch wvelidin (v, b) rovnd se obdobnému soujemu jejich
stdljch mezi (V, B).



103

v nichito proménni ¢isla v i v, svou spoleénou stilou mezi V,
a proménna Cisla b i B, svou spoletnou stalou mezi B tim tés-
néji sviraji, ¢im vetsi jest n.
Avsak plati téZ nezbytné pro kafZdou hodnotu » tméra
v v, R

b— 8, 2

L
v niZto p¥i rostoucim % svirajici proménné predni ¢leny v i v,
k seviené stdlé mezi V, a svirajici proménné zadni ¢leny b1i g,
k seviené stilé mezi B, jednak wubjvdnim jednak piibjvdnim

P ORTTINY) ¥ , I

ustaviéné se p¥iblizuji, kdezito rovné poméry — i>* téchto svira-
B

oy v /7 v o v . . » V

jicich proménnych clendt rovnéZ tak jsou stdlé, jakoZ pomér 5

sevienych stilych mezi je stdly.

JeltkoZ pak spoletné mejvyssi &islice svirajicich proménngch
tisel v 1 v, tim spise ndleZeji seviené stdlé mezi V, a ponévadZ
spoleéné mejvyssi é&islice sviragicich proménmyjch &isel b i B, tim
spise ndleZejé sevirené stdlé mezi B, proto jest nezbytné nutno, aby
, R , L,V LY
i spoleénd stdld hodnota Trovnych a stdlijch pomérd + L

1
onéch svirajicich proménnyjch Cisel tim spise ndleZela stdlému po-
y Vv ,
méru sevi‘enijch stdlych mezs.

Procez bude tim spise (a fortiori)

v | 4 vy, R
2

DB B 2

z cehoZ plyne

R
V__—2—.

B.
o 2y o Y14 X2 Y. 2 / . V . v
IV. Dékaz. Opiseme-li o kazdy ¢astecny vykrojek o jehoz
B . s U oo S 1%
oblouku e stredovy thel s piislusi, pravoduhly trojihelnik n

o odvésnich R i Rtang ni (obr. 1.), pak bude plosky obsah
kazdého opsaného trojihelniku

w_ R g0
——n—__.~2—.Rlang n,
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a nasledovné obsah vSech n opsanych trojihelniki
_ R U
v = Rn tang -
kadez pii rostoucim n a stilém poloméru R proménné velic¢iny
v, i ntang % ku svym stilym mezim V i n arc % =arcU

ustavicné se ptibliZujf ubjvdnim. ProceZz nabudeme hromadnym
prechodem k meznim hodnotdm

R __ R
V._—z.Rarc U:.—:—2—.B,
aneb R .
—_ ) —
T'R— U™ arcU’?

n tang w

z CehoZ opét plyne predeSly vzorec.
V. Ditkas, Vpiseme-li do kaidého &stetného vykrojku —,

jehoZ oblouku % sttedovy thel —g odpovidd, pravoiuhly troj-

thelnik —vni o podponé B a o odvésnich R sin —Z—i R cos TU’ pak

bude plosky obsah kaZdého vepsaného trojihelniku
v, R U .
—2 = ——cos—, B sin —,
n 2 n n
a tudfZ obsah vSech n wepsangch trojihelnikid

R U . U

vy =—5- €08 T.Rn sin ——,
kdez pii rostoucfm n a stilém poloméru R proménné veli¢iny
vy, €08 g, n 8in T[{ ku svym stdlym mezim V, 1, n arc —Z =arcU
ustavi¢né se piiblizuji pidgvdnim. Protez obdriime hromadnym
piechodem k meznim hodnotdm

R __ R
V—T.I.RGTCU:T.B,
aneb R
— Ys — |4
2 R= U ~larcl’

v .
€08 —, n 8in —
n n

odkudZ opét plyne ptedesly vzorec.
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V1. Dikaz. Podrzi-li kazdé pismé svij difvéjsi vyznam,
toz pro kafdou hodnotu éisla m nezbytné plati tyto nerovnosti:
v, > V> vy,

n tang ~£n]—> arc U>n sin

€08 —-
n n

aviak plati téZ nezbytné pro kaZdou hodnotw n iméra (rovnice)

) — V3 o R .
u— .U u— 2° E;
n tang — n sin — €08 —
n n n
procez bude ¢im spise (a fortiori)
U, _ T{__ _ (2 - R R
U~ arcU , u— 27
n tang — n $IN — €08 —
n n n
odkudz jde
R R
V_..——2—-.Ra'rc U:T. B.

VI1I. Dikaz*) BudiZ stdly polomér AC=R (obr. 1) da-
ného kruhového vykrojku ACM =V osou pofadnic ¢ili osou
y-ovou pravouhlé soustavy.

Promitneme-li kaZdy casteény oblouk énﬂs g na osu

x-0vou a na osu y-ovou, toZ budou difference
T 1 — Lo = AT -1,
Yn—Ymt+1= AYm+1,
pomérnymi ¢fsly téchto pravoihlych primétd, pfi cemz
m=0,1,2,3,...,(n—1).

ACM
n
étyrihelnik .41 podobnym splsobem, jakym o vedlej${ vy-
krojek CMM' opsén jest ¢tyrihelntk CMNM, sestdvajici z troj-
thelniku rovnoramenného CMM' a z trojihelniku pravoiihlého
MNM, pak jest plosky obsah ledakterého takto opsandho Ctyr-
thelnfku %m, 1 roven souctu ploskych obsah@i onéch trojihel-

Opiseme-li o kazdy Cdsteény kruhovy vykrojek %:— =

*) Diikaz tento piipravou jest nésledujictho, jenZ absolutni sprdvnost
podtu differencialného zndzoriinje a objasiuje pfikladem. Srovn. Dr.
A. Mayr: ,Vollstindige Theorie des Differenzial-Calculs.“ Regensburg.
Verlag von G. J. Manz, 1854.
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nikd, znichZto sestiva. Differcnce Az, 41 1 dym 41 jsou odvés-
nami trojihelniku pwvoﬁhlého jehoi podponou jest tétiva

tatdz tétiva jest zdroven podstavou tlo_]uhelm’ku rovnoramen-

. Do . . U .
ného, jehoz ramenem jest B a jehoZ vySka R cos T rozpoluje

stiedovy uhel —Z—
Tudiz jest
R U\ e e e
W 41 = —2 cos —_2—11,_ vd-viy-*—l + dym-l—l + ‘é Axm+1 Aym—{J )
odkudz jde
i v L a7
5 08 o \/ e} - dy; -} dwy Ay,

R v ., —
wy = —5- 008 5= \/ A} + Ay} - L dx, Ay,

w, =

U -
Wp = 5008 —5— V 4z2 + dy; + ) Az, Ay,.

Jelikoz veSkery tétivy jsou sobé rovny, patrno, Ze kazdou

z nich jednoduiifm symbolem \/ Ax®- Ay oznaliti smime.
Znameni-li X (w) soucet vSech n opsangjch Ctyrihelniki

a X (} dx dy) soucet viech piislu§nych pravoihlych trojihelniki,
obdrzime sectenim vSech n rovnic
R U
2(w) = 5008 5 —.n V 4zt F 4y 4 2 (4 dz ay),
kdez pri rostouc{m n a stalém poloméru R proménné veliciny
2 (w), cos 5 ™ V 4?4~ 4y, 2 (+ 4z Ay) ustaviéng se pii®
blizuji ku svym stilym mezim (limitdm): V—=1lim X (w), 1 = lim

U
008 —5—— , Rarc U= RarosmT:B—lzmnvdw +dy ,

0 =1Ulim Z (} dx dy). Procez dostaneme hromadnym (pro kazZdou
hodnotu éislan =1, 2, 3,4,.... dovolenym) piechodem k meznim
hodnotdm

lim 2 (w) = —I;— lim cos — U lzm n \ dx® 4 gyt lim 2 (3 dx Ay),
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b J. V:—{;—.I.B+O:—I§—.B.

VIII Dékaz. Zvétsime-li kruhovy vykrojek V=.4CM (obr. 1.)
to¢enim poloméru CM=R o differenci % = MCM' = ACM' —

ACM = AV, pii éemZ je zcela lhostejno, znamend-li &islo n =1,
2,3,4,... jednotky aneb asi milliony, billiony, trilliony, . ..
zveétsi se tim téZz piisluSny oblouk B = AM o differenci -—ﬁ——:—?:
MM = AM' — AM = 4B a tsetka « = CP jeho konecéného
bodu o differenci PP'= CP' — CP = 4z; naproti tomu se
zmens$i prisluSnd potadnice y = MP o differenci NM' = MP—
M'P' = 4dy. Pak jest tétiva
MM = VA:L'Z T4y,
a rovnoramenny trojihelnik

R v .,
CMM — —5¢0s Wvdﬁ T 4y°,

konecné pravouhly trojihelnik
MNM' = } dx Ady.
Znali-li w plosky obsah ¢tyrdhelniku CMNM‘, o vykrojek
MCM opsaného, jeni se sklidd z trojihelniki CMM’ a MNM,
toZz patrné jest

B U \/omr=m
W= =008 o= \(dz®+ Ay* 4} dn Ay,

kdeZ pri rostoucim = a stilém poloméru R proménné veliCiny

U -
W, €08 5=, \f A 4~ Ay*, A Ay ustaviéné se piiblizuji ku svym

mez{m (limitdm) :—g =AV=Ulmw,1 = lim cos—?li—, Rarc ',[}Z =

B -
T =4dB=lim \[ du®+ 4y* 0 = lim 4z 4y. Protei nabu-

deme hromadnym (pro kazdou hodnotu éfsla n=1,2,3,4, ...
dovolenym) piechodem k meznim hodnotdm (limitdm)

h‘mw—'il'mcos U 7% Ax? 2 L1l

£ j. AV—_-2£.1;AB+0,
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R
tudiz jest nAV:T.nAB,
t. j. .
R R R x
V_~é—-.B__ 5 . Rare U= —2——Rarcsm7f—

Poznamendni. Vzhledem k symbolice poctu differencial-

ného jest
limw=dV,

TS
lim\ dx* 4 dy? = [ da® }- dy* =dx VI + (3—';) ,
lim de Ay = dz dy.
Aby se totiz slabika ,lim“ nemusila ustaviéné opakovati,
zavedeno jest v poctu differencialném ono krat$i oznaceni.
Procez by se méla rovnice (1) takto psati:

dV__-— 1.de V1 +( ) 1 dee dy.

Ponévadz ale Y dx dy = 0, piSe se vim prévem:

_ R V— dy\?
av=ga|1+(2),

odkudZ plyne integrovinim

V—2fd v1+( .Rarcsin Z_Z_I; B. )

Jestit tedy pro kaZdou hodnotu éisla n differencial dV=4aV
a dB= 4B, z ¢ehoZ patrno, Ze differencialy

— 7 N2
iV a dBdeVH-(%

od differenci AV' a AB nidim se nelisi. Differencial tudiz v tomto
a v podobnych prfpa.dech nic jiného ment neZ difference konver-
gujict k nulle.*)

1. Vysledek. Vzroste-li to¢enim poloméru CM = R (obr. 1.)
stfedovy dhel U =3 ACM na 360° vzroste vykrojek V na cely
kruh K a oblouk B na kruZnici (peripherii) P. TudiZ jest

*) Srovn. Dr. Oskar Schlomileh: ,Compendium der hoheren Analysis®
3. Aufl. pag. 20. — Vdclav Simerka: ,Poldtky podtu differencialného
a integralného® pag.1. a 2. — Dr, Qutberlet: ,Das Unendliche meta-
physisch und mathematisch betrachtet* §§. 4—7, pag. 68—129.
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R R .
K:§.P: -—2—.2nR:nR’;,
t. j. Plosky obsah kruhu (K) rovnd se Ctverci poloméru (I2)
zndsobenému Ludolfskym &islem (7).

2. Viysledek. Znali-li & kruhovou plochu ACPMA mezi
poradnicemi AC a MP, mezi usetkou CP a obloukem AM,
sestdvajici z pravouhlého trojihelniku

CPM:%wy:%w VR — &
a z vykrojku
ACM ==V =
toz bude
_1 gy B w2
@_-2—93\/1? — +?.Rar0smﬁ, (1D

z ¢ehoZz pro x = R plyne rovnice

R .z
B=+—.Rarcsin =

R
P 2 R’

K R n R’=m
S=7=0+5 Bg=—7,
z nizto zase obdrZime K — =R

Dodatek 1. Opiseme-li o kruhovou plochu & = ACPMA
obdélniky %, , k,, ..., k., podobnym spisobem, jakym o kruho-
vou plochu MPP'M'M opsdn jest obdélnik

k= MPP N = ydz, (2
pak bude kb, =y,dz,,
k, =y, dx,
kn :y,,_ldx,, y
a ndsledovné X (k) = Z (ydx),

z CehoZ dostaneme hromadnym piechodem k meznyjm hodnotdm
(limitdm)
lim Z (k) = lim 2 (ydx),
t. j. @:%x VRz—w"—-}-—l;.Rarcsin%. (049)
Dodatek 2. Z rovnice (2), v niZ pofadnice y = /' R? — «*

je veli¢ina stdld*), nabudeme hromadnym prechodem k meznim
hodnotdm (limitdm)

*) Pokud totiz plochu ACPMA povazujeme za velicinu danou a né-

sledovné stdlow, musime i kaZdou pfimku a kfivku, jeZ tuto stélou
plochu omezuje, za stdlou veli¢inu povaZovati.
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lim k = y lim dex,

t. j.
dR = yda =:dz \( R* — «*, 3)
'z CehoZ obdrzime intefrlovzim’m
t=fde VR 2—_ z \(BT— 2 2 Rwrcsin 7. (1]

Srov. Vdeclav Simerka 1. c. §. 39. pag. bb.

Ponévadz v rovnici (3) differencial d® = limk znaéi
kruhovou plochu MPPMM — ACPM'A — ACFMA, kterdito
jest o mnoho vétsi neZ polovina opsaného obdélniku %= MPP'N,
proto musi i differencial da == lim dx jakousi véts{ édst piimky
PP = dx znamenati tak, Ze pro kaZdou hodnotu &isla n =1,
2, 3, 4,.... nezbytné platl nasledujici nerovnost:

1 h<<d® <E,
3 dx < de < dx.

Nic vsak nevadi, aby ve zvldstnich pripadech dzﬁ'menczal
dz rovnal se nulle. Tak jsou na pi. v differencialném poméru
dy Ay
dw = U™ g
Ay
: e
trigonometrickou tangentu dhlu, jejz s osou usecek svird seéna
jakési kiivky rovmicf y = f(x) vyjadfené. Uvedeme-li tuto seénu
tocenfm o jeden pevny priisek do polohy piislusné tecny, pak
splyne pohyblivy prlsek s timto pevoym prisekem a piejde

differenény pomér Z—Z v differencialny pomér

differencialy dy =0 i do =0, znaéi-li differenény pomér

. d P . , Ly
kdez E% znamend trigonometrickou tangentu thlu, jejz s osou

useCek uzavird fe¢na onim pevnym prisekem ku kfivce vedend.
Viz Dr. Fr. J. Studni¢ka: ,0 pottu differencialnim® 2. vy-
dani §. 6. pag. 13.
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