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Uvod do vektorové analyse.

Napsal fed. Ant. Libicky.
(Pokragovdni.)

Uzijeme-li jich nyni vzhledem k soutinu w X curlv, na-
budeme z (972) ‘

uX[VXvl=u. Vve—u.(Vv) (#)

uX[VXv]=(NVVv . u—u.(Vw). ()
Polozime-li v téchto rovmicich V/y(u.v) za u. (Vv),
zjedndme si vzorce
uXceurlv=u.(\ev) —Vv@u.v), (99%)
uXcurlv=(NVv).u— Vy@.v)*. (99%)
Vzorci (93°) lze déti jiny tvar, ktery se téZ vyskytuje ve
spisech, pojedndvajicich o vektorové analysi. Ponévad totiz dle (u)
u.(Vvy=u. Vev) —u X[V XVvV]

a podobné
v.Vuw=v. Veu) — vX[VXu],
bude

Va.vy=u. Vev)+v. (Veuw)
—uX[VXv]—vX[VXu], (100*

coZ lze také psdti vzhledem k (u’)

Va.vy=NWv.u+ Vo) .v—uX[VXV]
— v X[V X u]**). (100%)

*) Gibbs, Foppl a j. pisi tyto vzorce ve forme
ux(VxvVV=V@.v)Iv—u.Vv;

budiz tuto pfipomenuto, Ze ./ v v tomto vzorci nemd téhoz vyznamu,
v jakém byl vySe zaveden a Ze se nerovni tudiz Vv (u. V).

~ **) Ve Wilson-Gibbsove »Vector Analysis« (pag. 158) maji tyto
vzorce tvar .

V@.v)=v.Va+u. Vv + vx(Vxu) + ux (V x V).
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Zcela podobnym vypocétem, kterym byl odvozen vzorec (93*),
dospéjeme ke vzorci

duXxv] du] ) a
A =fux g —vx 3 (1019

cili
dluXx v] v du b

Ponévadz jednak éé,stl skaldrni, Jednak tdsti vektoridlni
dyadickych vyrazd na obou strandch rovnice (101*) se sobé
rovnaji, obdrzime po prvé

d.[uXxv]__ du
dr T [“X Xd}

':[“XW] . T, — ["Xﬁ;] N
o . av dv 3
dle rovnice (14) jest [u X Er_] T, =u. [Ef X rl] a podobné

lze vyjddtiti druhy tlen na pravé strané, tudiz
d.[uXv]__ dv dua
—d—r~——_u [%XPI]'—V.[‘{—TXI',:I.

Ze znimé rovnice %:% r, plyne, piihlédneme-i

k ¢dstem vektoridlnim,

aXxXv __dv .
Tdr T rxr"’

protez
d.[uXv]__  dXv dXu o
. —ar =u. “ar V- i (102
¢ili -
dvuXv]l=u.curlv—v curlu. (102v)

Pokldddme-li opét v soutinu u X v Jeden ¢initel, na pf. u
za stdly, oznatujeme jeho Cdstetnou divergenci div, [u X v];
ponévadz curl stdlého vektoru se rovad nulle, obdrzime pro tuto
divergenci vzorec

diwvy [uXvV]=u.cuwlv
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a podobné
divy U X Vv] = ceurlag
tudiz lze také ddti vzorci (102*) tvar
div [u X v] = diwy [ X V] 4+ divy [uXv].  (102°)
Po druhé povstane z rovmice (101%)

axuxv] _ , du
e = [Xd]xr‘ [VX ]X e )

Hledice k (164 piSeme

[ux ]XI,:(H r‘)dr (%.r,)u

aneb, pouZzijeme-li v prvnim ¢lenu na pravé strané vzorce (20V),

. . . . v d.v . .
jakoZ i ve druhém c¢lenu rovnice — .1, = e kterd vyplyvd

dr
av av .
z rovnosti skaldrnich tdsti obou stran rovnice @ = gp téz
C L adv _ av d.v
[ux W]Xrl =u. (rl —%) ~ar .

Jelikoz (dle zndmé véty, Ze soulin jest tyZ, ndsobime-li
vektor dyadou ncho sdruZenou dyadu tymz vektorem)

av dv -
“~(1'1‘d;) (dr ).u

X qlr ___d_v _ Codud
2 dr "' dy’
bude '
dv d.v
[ll)\d]Xll———d;.“—lel,“:
podobné

du _du d.u_
[ or” ]Xl‘l—wv‘_?;"j
Vlozice tyto hodnoty do rovnice (v) obdrzime,.

d d. d.v: da - f@y el
XX Gy ST v+ G, 08




s

kterouz rovnici lze také psiti ve tvaru
cwrl[u X v] = (divu)v— (diwv) .u
— Vo). v+ V). u"). . (108%)
Pokldddme-li, jak bylo jiz vySe pfi symbolech \/ a div
‘utinéno, ve vyraze curl[u XX v] vektor u za stdly, znatime jej
curly [u XX v], totiz jako Cdstetny curl; pak jest divu =0,
Vu =0, tudiz
curly[uXv]=—(diwvv)u+ (VV).u (1042)
a podobné
curly [Uu X v] = (divu) v— (Vu) . v. (104)
Protez z rovnice (103°) plyne
Ccurl [w X v] = curly [u X v] + curly [u XX v]. (103°)

Vyvozenych vzorci uZijeme, abychom odvodili dileZitou
relaci, kterd md pro vektorovou analysis asi takovy vyznam jako
véta Taylorova pro skaldrni analysis.

Budiz v, vektor v bodé M, (z,, ¥,, 2,) pole; i bude v ne-
skonale blizkém bodé M (x, y, 2) piislusny vektor

v=1yv,+ dv.
Dle (66) jest
dv=V/v.dr.
Z rovnice (99°) vychdzi
(VV) .dr =dr X curl v 4+ /v (dr . V),
tudiz
V=1v, + drX curl v+ \/v(dr . v). (105*)

Rovnici tuto lze jestd jinak psdti: jestit dle (93°)
V@@r.v)=Vv@r.vVv)+ Va(dr.v),

z ¢ehoZ povstane

Ve(dr . v) =V (dr . v) — Va(dr . v).

*) Jiny tvar této rovnice jest
Vx(uxvy-“v.Vu—u.Vv-vV.u+uv.v
(viz Wilson-Gibbs »Veclor Analysis«<, pag. 1567, nebo Bucherer >Elemenle
der Vektor-Analysis«, pag. 30).
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Jelikoz jest dr privoditem bodu 1/, plati dle (96)
Va(dr.v)=yv;
v=v,+V{3@r.v)—v+4dreXcurlv,

v = Y,vy + odr X curl v + 1,/ (dr . v). (105*)
Vzorci (105%) a (105") jest vektor v vyjidien jako soucet
tii vektord, z nichZ kazdy mad svij zvldstni vyznam mechanicky.
Jak jiz bylo vySe pfipomenuto, pohyb nekone¢né malé koule
z my$lené tekutiny, jejiz kazdd Cdstice md jinou rychlost (nejvSe-
obecnéjsi to pohyb utvaru proménného), jest superposici trans-
lace, rotace a deformace. Slozka transla¢ni rychlostniho vektoru
v ddna jest stitancem v,, slozka rotatni stftancem }dr X curlv
(viz vyklad vzorce (84)); vyznam tietiho stitance, za ktery mu-
Zeme poklddati v (105*) soutet Ldr X curl v 4 \/y(dr . v),
pozndme touto uvahou:
Dle (99°) pidme za }dr X curl v rozdil

L(VV) . dr— I\/v(dr . V),

protez
¢ili

tudiz
Ydr Xeurl v+ /v (dr . v) =3 (VvV) . dre + 3 Vv (dr . V),
aneb, ponévadz dle (94?)

Vv (@r . v)=dr .y,
téz

Fdr X euwrl v+ Vv (@r . v) = 3(VV) . dr + {dr . (UV).
Polozme nyni nekone¢né maly priavodi¢
dr = dzi + dyj + dek,
a pouzijme jednak vzorce (719), dle néhoz

Vv). (?r_(d aiq_d %_I_d Bu).

+ (0 4+ aw gt a2 52) 3 4 (@ a”’+dyay +:37) K,
jednak vzorce (74°), dle néhoz

. (VV) = (dx”-—“ +ay S 4 g a”’)
(L5 9,

+(de7/+ +dz —)J +("’”%’+l e m)
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i obdrzime
3(Vv) .dr + 1dr . (VV)

00, o, |, v, Vs
= (535 (5 + 52) + 02 (57 + 55 ])1

1 v, , v, oy v, | v
(g (G +5)+ gy + a5 +aJ))J
1 0: | 00, 1 . , v, LB
(el He)k
Piseme-li vektor 1(V/V).dr + idr.(Vv) ve formé
& + 7j + &k, budou tedy soutfadnice

f= et t (5 o)+ 5 (f;;+ )
1 (O, | Vv, o, [

5= (3x+ )d + 50+ (a/ + )dz. (106)
_ 3@ bu ’: (A 'z .

deformace, uréend témito 1'0vmcemi, jest prostd, ponévadz vy-
hovéno jest zndimym podminkdm a,, = @, @yy = a3, ¢35, = a3,
jez plati v tom piipadé o veli¢indch a,. v rovnicich (H6Y)*).

Zavedenych symboli div a curl mize byti ovsem pouzito
téz vzhledem k vektoru \/v, kterfr jsme poznali ve stati o poli
skaldrnim ; obdrzime tak vyrazy div \/v a curl \/v. Prvni z nich
jest totozny se sout¢inem \/ . Vv, za néjz jsme psali /%v;
druhy shoduje.se se soutinem \/ X \/r, ktery se rovnd nulle.
Protez

curl NJo = 0, div Vv = V% (107)

Poznivime z prvni této rovnice, Ze pole gradienti jest
polem irrotationdlnim.

Naopak: kazdé pole irrotationdlni, jehoZz vektory v vyho-
vuji tedy podmince curl v =0, lze poklddati za pole gradientq,
ptislusejici jistému poli skaldrnimu . Nebof je-li curl v =0,
jest vidy

V. curl v=20;
z toho jde vzhledem k {90), Ze pole to jest komplex-lamelldrni.
Lze tedy vektor v psdti ve tvaru A\/w.

*) Viz Dr. A. Seydler: »Theoreticki mechanika«, pag. 182.
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Jest vSak za piicinou podminky curl v =0 dle (86*)
D, _ 0, O, _v. du._ v
dy 0z’ 3z 3y’ dx 23z’
tof jsou zndmé podminelné rovnice *), aby vyraz v,dx 4+ v, dy
+ v.dz byl uplnym differencidlem skaldrni velitiny 7. Je-li pak

v dz + v, dy + v.dz = duw, (89)

jest dle rovnice (89%) 4 =1, t. j. pole irrotationdlni vektorid v
souvisi se skaldrnim polem 7 tak, Ze vektor v jest v kaZzdém
bodu gradientem <.

Skaldrni velitina ¢ jest zndma pede jménem potencidl,
pole vektorové, jemuz piislu§i skaldrni pole potencidlid (tedy
‘kazdé pole irrotationdlni), zove se také polem potencidlnim.
W. Thomson jmenuje je polem lamelldrniim, ponévadz je lze
rozvrhnouti soustavou hladin v nekonetné tenké vrstvy (lamelly),
na nichZz vektory v (jako gradienty) kolmo stoji, jsouce co do
velikosti nepifimo @mérny ke tlouSfce prisluiné vrstvy.

Piejdeme-li ddle k funkeim vektorovym, mizeme mluviti
na tomto misté (obmezime-li se totiz na piipady, v nichz veli-
¢ina, k niz se operator vztahuje, jest skaldrem, jako div v, nebo
vektorem, jako curl v) jenom o \/ div v, div curl v, curl curl v
a \V curl v.

Co se tyte pfedeviim druhého z téchto vyrazd, lze snadno
dokdzati, ze se rovnd nulle. Nebof

div eurl v="V .[VXV],

coz dle (14) jest rovno [\/ X V] . v; ale skalirni soudin t¥f

vektord, jehoz dva Cinitelé jsou stejny, md hodnotu nullu, procez
div curl v=20. (108)

Divergence curlu kteréhokoli vektoru rovnd se nulle.
Z toho jde, Ze pole curld, pfisluSejici libovolnému poli
vektorovému, jest polem solenoiddlnim.

Prvni a tfetf z uvedenych vyrazit souvisi spolu relaci,
kterou odvodime takto :

*) Viz Studnitka: ,,Zikladové vyssi nmtliematiky“, dil tieti, p. 206,
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Vyjdéme od rovnice (16°), dle niz lze psati

VeX[VeXvl=(Ve. W Ve—(Ve. Vo ve; @

na pravé strané Jest viak, umistime-li skalirni soutin (Vc.Vv)

za, vektor
Ne - VHIYVe=Ve Ne. v

Vzhledem k rovnici (78") (pod Carou) jest \/c.v=\/.Vv
= div v; vztahujeme-li pak \7¢ ke skaldru div v, miZeme jej
nahraditi operatorem \/, tudiz

NeVIVe=VcV.V)=V div v.
Posledni ¢len rovnice (&) jest dle-(20°)
Ve Vav=Ve.(Vev);
vzhledem k rovnici (67¢), totiz

Vev=VNv:i+4 Vv, j + Vu:k,
bude

Ve (Vev) = Ve (Vs ) + Ve (Vo d) + Vo . (Ve K)
=Ne - V) i+ Ne. Vo) j + (Ve. Vo) k
AvSak dle (78") a (107) obdrzime
Ve Vo=V . V. = div \Vv. = V30,
a podobné
VC' V”y, = vng VC . V”z == v27)~71
i mizeme psdti piihlizejice ku vzorei (40)
%, , 9%, , 0%,
(Ve. Vo) v= (bx“ +3y + e )
2%, , 2% v,, 2%, %, , 0%, a
+(Bx“ Toe T ’()z") (ax- o T ﬂ)k’ (1099
¢ili

. s 3 x e a Y 'Baz
(Vo Vo v= (34 50 i + e k)

| %, . %, . . % %, . , 0%, 9% Vs o
Hlage 1 gt + 5 )+ (557 1 5+ 5 )

*) Wilson a Gibbs (»Vector Analysis«, pag. 169) z diivodu jiZz na-
znafeného vychazeji od rovnice

VXXV =(T.VV—(V.V)V
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Jelikoz dle (57)

., , v, ., , O0v:, __ OV
w Tl T k=g
lze poloziti
2%, . %, . 2%y
2 +" Btﬂk_'r
procez

%y v | 0%y b
v ‘—()‘—axo-i_ay +az_ (109)

Mezi pravou stranou tohoto vzorce a pravou stranou vy-
téeného jiz vzorce (40), totiz

o . 0% | 0% | %
Vi = x? +b@"’ +3z“ ’

shleddvdme ziejmou podobnost; i jsme oprdvnéni psdti za \/
anebo za jemu (vzhledem ke vzorci 78’) rovny

v soucin /. \7
kratceji /% Znac¢i ndm tedy \/®v vektor, dany rovnici

ViV = Vi 4+ Vinj + Viok

Pak 1ze ddti rovnici (§) tvar
VeX[VeXvl=V divv—\*v;
jelikoz dle (79") Ve X v =—curl v, tudiz VX[V

(110)

- X V]
curl (— curl v) = curl curl v, misto Cehoz miZeme uZziti
oznafeni curl® v, obdrzime konecné dileZitou rovnici

curl> v=V\/ divv—\*?v*). (111)
Je-li pole solenoiddlni, jest \/ div v =0, tudiz

v — \ /2 B
curl®> v=—\/*v;

(112)
Jje-1i pole irrotationdlni, jest curl®* v = 0, tedy
NV divv=\/?v; . (113)
a Je -li pole beze zdroji a bez vird, jest
Viv=0. (114*)
(Pokrat.)

*) Analyticky dtkaz této rovnice nalézd se ve spise

i ise: ,,Eivnfuhrung
in die Maxwellsche Theorie der: Elektrizitat von Dr. A. Foppl®, L vyd.
pag. 58 anebo II. vyd. pag. 89



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T08:12:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




