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Uvod do vektorové analyse.
Napsal prof. Ant. Libicky.
(Pokracovini.)

Mezi vSemi sméry s, jimiz lze z bodu I prejiti k bodim
sousednim, jsou nékteré vyznatné; jest to predeviim smér dany
privoditem r, pii ¢emZ pfechdzime k neskonale blizkému bodu 27",
lezicimu v prodlouZeni tohoto privodite. Differencidlni pomér ska-

. . . .. OV
liru » v tomto sméru znamenejme kratleji —; pomér ten md

or
hodnotu
v __dv b
35— ar r;. (27°)
Ddle jest vytknouti differencidlni poméry ve smérech os
v v v

soufadnych =z, y, 2z, tedy
0w
x’ 2y 0z
Bv v i v __dv, dv__dv

——, misto nichz piseme
ory’ ory’ or,’ P

opét kratleji ; pro tyto poméry obdrzime

aw 1, ay ay.]7 E—'E (2‘0)
Dle rovnice (26) jest
dv __ (v, , v,
%—(ﬁwﬁw aZk)-sl (@3)
&ili vzhledem k piedchdzejicim rovnicim
dv

o =(5e 3y +35)
ndsobime-li ob& strany této rovnice jednotkovym vektorem s,,
dostaneme vzhledem ke vzorei (27%)

% __((ov , v v ]
r, —((5; +3y ) 51) S (29)

27
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Rozndsobice na pravé strané obdrzime
L.} w L w
a_l'g = (:5—x' . sl)ﬁl + (-a? . SI)S1 + (ﬁ . 91)91 ;

. [ . c o o

tlen (D—x's‘)sl jest dle (3) primétem vektoru 3% e béh
vektoru 8 a podobny vyznam maji ostatni dva ¢leny. Rovnd se
o o v dv

M — — —
souttu pruméti tii vektord X’ 3y 7%z

tedy na héh s.

(L)

ors
?

7 toho plyne, Ze v

3w rovnd se také primétu soultu
8

w , v , v _ w.
xTaytTu=u T Tak
na tyz béh. Pro tento soucet zavedl Hamilton zvldstni oznaleni;
pise totiz
w, , 0w, , W, o
-é;l 5?7-’+'5;k_v1‘7 (30)
coZ tteme ,delta v* (t6Z ,nabla v*) anebo zkrdcené ,del v“. Dle
této rovnice \/v jest vektorem, ktery jest ddn tfemi skaldry

2 2
2y e’

Slusi poznamenati, Ze \/v jest invariantni vzhledem k jaké-
koli transformaci soustavy soufadnic, nebof differencidlni pomeér
(L
ors
nezdvisi na téchto smérech ani /v, jehoz priimétem na libo-

o

volny béh 8 pomér T Jest.

jest dle definice nezdvisly na smérech os soufadnych, tudiz

Vlozime-li hodnotu \/v do rovnice (29) a vyménime-li ve
skaldrnim soutinu (ve vé&tSi zdvorce) oba Cinitele, nabudeme

v s
EE =8 . V) S (31)

Ponévadz dle (27%)
W __dv

I, ds
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dostaneme, piirovnajice tuto rovnici k (31), pro skaldrni soutin

s, . Voe=-

dv
7s (32)
¢li dle (25)
v dx w dy |, v dz
& Vo= 3xds~+3_/ds+azds
tudiz
(D] v dx v dy w dz

g Bxd9’+bjdsl+32dss‘

Vyménime-li v rovnici (27%) skaldr v skaldrem x, nabu-
deme

r __dx
ors — ds *
a podobné
dy __dy %z __dz

=-=8, ——=—58;
ars ~ ds’ ors~ ds "
substituci do posledni rovnice vychdzi

v __ v r _E)EBJ_*_Dv (L
drs 0z dry ' 0y ore ' 9z ore

(33)

Vedme nyni bodem M vektory ve vSech moznych smérech
v prostoru, jeden z nich md béh piisluSejici vektoru \/v. Na
tento béh vnesme v kladném i v zdporném sméru /v a promit-
néme obé tyto dsetky na viechny paprsky svazku, jehoZ stfedem
jest M. Tim obdrzime vSechny moZné hodnoty differencidlnich

L. 0V o . ISP .
pomérit . Koncové body téchto priméti lezi patrné na dvou

I's
plochdch kulovych, v bodé M se dotykajicich, jichz priméry jsou
+ Vv a — Vo
7. toho plyne:
1. Nejvétsi (absolutni) hodnotu ze vSech moZnych differen-

cidlnich pomérd —— %v urtitému bodu M piislusejicich, jest hod-

ors’
nota vektoru \/», nebof pro tento vektor primét rovnd se délce
promitnuté. Tudiz \/v lze oznatiti jako differencidlni pomér ska-

()
T Misto

ldru v dle r v urtitém jakémsi sméru n, ¢ili Vo=

27*



412

tohoto oznaceni piSeme — d , jmenujice tento differencidlni pomér
dle Fischera*) wplngm differencidlnim pomérem skaldru dle
vektoru oproti differcncidlnim pomérim v jinych smérech ¢, jez
jsme vy8e nazvali édsteényjmi.

TudiZ jest

dv .
Ve= e (34)
z ¢ehoz jde, ndsobime-li obé strany skalirné dr
dv=\/v.dr, (35)

ponév adz — . dr = 1.

Kazdému bodu pole skaldrniho piislusi jediny aplny ditfe-
rencidlni pomér, ktery jest tudiz funkci toliko privodice r; &ds-
teény differencidlni pomér jest slozkou uplného poméru v uréi-
tém sméru.

Ve sméru vektoru /v méni se skaldrni velitina nejrychleji
a velikost této zmény ddna jest velikosti vektoru \/v; odtud
pochodi jméno gradient, jez sc divd nékdy tomuto vektoru.

Vyse uvedené plochy kulové, jez stanovi Cdsteéné derivace,
mizZeme nazvati dle Somova**) hodografy differencidlniho poméru
skaldru dle vektoru.

Dle rovnice (3()) miZeme téz psdti:

dv _ 3 v, v

— — — 6
ar + + 3z oz y']+3.e K, (36)
a dle rovnice (32), vyménime-li na levé strané oba Cinitele
navzdjem:

dv v

a;.sl—ag. (3‘)

ve

v
ors
vSech smérech, jez lezi ve spoletné roviné tetné, vedené bo-

2. Nejmensi absolutni hodnotu, totiz nullu, md

*) Vektordifferentiation und Vektorintegration, pag. 6.
**) Theoretische Mechanik, I, Theil Kinematik, némecky pieklad od
Al. Ziweta, pag. 106. .
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dem M ke zminénym obéma plochdm kulovym, tedy v roviné
kolmé ke sméru m. Je-li totiZz t jeden z téchto smérd, pro ktery
—-aﬂ- =0, obdrzime dle (31)

3!’(
(t, . Vo) t, =0,

coz jest jen mozno, jestlize t, . /v = 0,
t. j. stoji-li t, kolmo k \/v.

Rovina, obsahujici vSechny sméry t, jest rovinou tetnou
k jakési ploSe obalujici, pro niz

v = f(r) = const.

Tato obalujici plocha jest geometrickfm mistem bodit
v prostoru, v nichZ skalir v md touz hodnotu stdilou; zove se
Iladinou (pro tepelné pole skaldrni, v némz tedy » znali teplotu,
téZ plochow isothermickou).

V poli skalirnim ohdrZime tudiZz nestisiné mnozstvi hladin,
z nichZ kazdé prisludf urcitd hodnota skaldru. Dvé hladiny, vy-
znatené riznymi hodnotami skaldru, nemohou se protinati; nebot
boddm, lezicim na prisec¢nici obou ploch, piisluiely by dvé hod-
noty .

Ze vSech moznych hladin, které lze vésti v poli skaldrnim,
vytykdme Casto hladiny, jimz piisluScjici skaldry se lisi o stdly
rozdil, nekone¢né maly; takovymi hladinami rozvrhuje se pole
skaldrni ve wrstvy Lladinové, jichZ neskonale mald tloustka se
od bodu k bodu méni.

Vektor \/v stoji ‘v kazdém bodé prostorn kolmo na hla-
diné prochdzejici timto bodem. Vedeme-li tedy k soustavé hladin
kfivky, jeZ plochy ty kolmo protinaji (orthogondlni trajektorie),
jsou vektory \/v tetnami k témto kiivkdm; velikosti jejich jsou
nepiimo dmérny ke tloustce piislusné vrstvy hladinové. Nebot

o

ory
nepiimo umérnd Arp.

dle rovnice /v = jest pii stdlém v velikost vektoru \/»

Soustavou hladin jest tedy pole skaldrni dokonale urceno.
Je-li pole stejnomérné, jsou hladiny rovinami; \/v jest pro viechny
body velitinou stdlou, tedy tloustka vrstev hladinovych stejnd.
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Jinym piikladem ndm bud pole skaldrni, dané funkei

1 1

VS Vet
Pak jest
® L & w__ oy X__ 2
V@t Yy Y T )
tudiz
dv Z. y. &.,_ 1 . . 1
ar— ——T—sl—FJ~—Fk._—-r—3(xl+y,]+zk)._.——pr.

JelikoZ r=rr,, obdrzime v tomto piipadé

dv 1
—==Vv= — 2T

t. j. Vv jest vektor, ktery md béh privodite r a jehoz velikost
rovnd se zvratné hodnoté dvojmoci 7.

Vratme se nyni k vektoru /v, u néhoz jest ndm vysvét-
liti vyznam symbolu V Pfedevéim Ize poklddati \/, jez stoji

obecné¢ misto \ylazu 1 + i+ ;;k, za jakysi operator, jimZ
~

ze skaldru v nabyvame voktmu V. AvSak symbolu \/ miiZeme
piisouditi také vyznam mygleného vektoru, ktery se sice nedd
zndzorniti usetkou, ale se kterym lze potitati jako se skute¢nymi
vektory, ¢imz vypotet mmnohych vyrazi vektorovych velmi se
usnadiiuje. A prdvé tento dvoji vyznam symbolu \/ jest piici-
nou, Ze zaujimd ve vektorové analysi misto pfedni. To vSe vy-
svitne jesté lépe, vztahujeme-li \/ k slozitéjsim funkeim ska-
ldrnim.*)

Budiz skaldr « funkei vektoru r, tedy » = f(r); ddle bud
F(u) funkei této funkee, totiz F'(u) = F[f(r)]. Pak jest dle (30)

3F(u) 3F(u) OF (u)

VF(u) = i+ Jj+ oy

k

*) Viz ¢lanek »Sur les systémes linéaires, le calcul des symboles
différentiels et leur application & la physique mathématique< od E. Carvallo
v »Monatshefte fir Mathematik und Physike, IL. ro¢nik, pag. 237.
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¢ili
__O0FOu .,  °Fdu 0F ou
VE@ =351 'bu aJHa—;ﬁ"

BF(BM + i+ o k) ed v "

)
Dr (( Vu) F)
Qu

7a poslednf vyraz lze psdti *), pokliddme-li

totiz, derivujice (Vu) F, Vu za veli¢inu stdlou. TudiZ obdrzime
VF(u)= ?L((_YE)E). (38%)
%
Podobny vzorec obdrzime, je-li F funkei nékolika promén-
livych skaldr, na pf. w, v, w, jez jsou vesmés funkcemi vektoru
r. V tom piipadé bude

: N __OF (u,v,0) . | OF(u,v,w) . , OF (u,v, w)
VF (u, v, w) = s 1 -+ W J+ 27

__(0F%u , 9F dv '()F'du')i

k

=3z T 3wz waw

3 T vy T awoy))

?E’t)u 0F % | 9F ow).
du oy

+
AF % , 9F v | 0F dw
+ (505 T 005 T 0s)
OF  du
'bu(ax +3J +az )
AF ;2 i
T (az + i+ “k)
oF (Qw . '()u w
+3w(3x +3J I +% 0z )
Zavedouce na pravé strané v zdvorkdch \Vu, Vv, VVw nabudeme
- _OF oF oF
K/F(u,v,u)——a—JVu+—a-5Vv+ %Vﬂ)
<ili

T F (1, 0,0) = aF((Zzn F) % ((37;» F) M(Vw) T) 3

*) Ve vyraze tom dédvame Vu do zdvorky, abychom oznatili, ze se V
vztahuje jenom k u a nikoli k uF.
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kde pokldddme, differencujice na pravé strané, po fadé \u,
Vv, Vw za stdlé veli¢iny. Z prvniho vzorce plyne bezprostiedné

V (wv) =v (Vu) + u (Vv), (39%)
ot (V) —u (V)
v v? )

Prvni z téchto vzored miZeme psdti jesté jinak; pouzivajice
vzorce (30) dokdzeme totiz snadno, Ze v(\/u) rovnd se vyrazu
Vi (uv), kde symbol V/. se vztahuje k soulinu » ¢, v némz
v8ak v mdme za veli¢inu stdlou. Tim nabudeme

V (uv) = N (uv) + Vo(uo); (39")
podobné lze upraviti drubhy z uvedenych vzorci.

Nebude nesnadno zavésti také vy$si derivace symbolu \/,
z nichz nejdtlezitéjsi jest derivace druhd. Prihlizejice k tomu,
Ze \/ jest vektorem, musime vSak rozezndvati dvé takové deri-
vace, totiz V. Vv *) a V X V2. Z téch hodnota druhého souc¢inu
jest nulla, jelikoz vektoridlni soutin dvou sob& rovnych vektort
rovnd se nulle. I zbyvd jen V/.\/v, coZ oznatujeme kratieji
Vo, Je-li

Vo=t %j + 2,

bude

_ _ %v . v ., 00 .
V-Vv—V-(ﬁl-i--aTJJ-i-;);k)

. w . v
—V-ﬁl—l-v-g!—/‘.] +V-$k7
kde na pravé strané

. a(%i—i) a(g—’;-i) 2 (g—i i)
—i= 1 4+ k
Ve eYs + y 1= 2z

*) Maxwell nazyvi —\7.\/ v koncentraci funkce »; opiseme-li totiz
kolem libovolného bodu 27 pole skalirniho nekone&né malou plochu kulovou-
jest — jak lze dokézati — tento vyraz umérny schodku priimérné hodnoty
ze véech hodnot funkce », pFislugejicich bodim na povrchu koule, naproti
hodnoté jeji ve stfedu af.
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coz dle vzored (H) rovnd se g—xi Podobné hodnoty obdrzime pror

oba ostatni ¢leny posledni rovnice, tudiz

%y %W | %
= Tt

V symbolu /%= % +

V2o 40y

92 2? , )
3" +3—25 , kterym ze skaldru
nabyvimé opét skaldru, pozndvdme zndmy operator Laplace-uv..

Funkei skaldrni » té vlastnosti, Ze pro kazdy bod pole:
vyhovuje podmince \/ % = 0, jest Lamé-ova funkce thermo-
metrickd.

Piejdeme-li nyni k podtu integrdlnimu vektorové analyse,
musime vytknouti piedevsim tii druhy integrdlu, vyzna¢nych prov
pole skaldrni.

Obr. 9.

Prvni druh integrdli vztahuje se ke kiivkdm, vedenynr
v poli skaldrnim; zoveme je integrily linedrnimi. Druhy drub
vztahuje se k plochdm, polozenym v poli skaldrnim (integrdly
plosné) a tieti druh k Cdstem prostoru, jeZ jsou vyiaty z pole
tohoto (integrdly prostorové).

Bud opét » skaldrni veli¢ina vyznalujici pole, kterd jest
funkei privodite r, tedy

v =7 (1).

Ddle bud ddna v poli tom libovolnd kiivka %, (obr. 9.),
k jejimz jednotlivym boddm vedeny jsou z pevného bodu O pri-
vodite, na p¥. k bodu M privodi¢ r. Od bodu M pfejdeme
nyni v prostoru k velmi blizkému bodu ', lezicimu na kfivee
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%o, @ to ve sméru tetny ¢ vedené ku %, v bodé M. Poznatime-li
MM = Ar, jest privodi¢ k bodu M’ vedeny r’ = r 4 A:r.
Pti piechodu k limité proméni se Awr v prvek kiivky, ktery
Jest ndm vSak vektorem o nekonetné malé velikosti ds, znaci-li
s oblouk Af,M kiivky k,. Vhodné mizeme jej vyznatiti jako dif-
ferencidl privodite ve sméru tetny, tedy znakem dri; neni-li se
obdvati nedorozuméni, miZeme za tento differencidl téz psdti
krdtce dr. Je-li nyni v hodnota proménného skaldru v bodé
M, mizeme utvofiti integrdl

J= [var :ff(r) dr (41)

v mezich r, a r, kteryz jest vySe uvedenym linedrnim inte-
gridlem skaldru. Slu§i vytknouti, Ze integrdl ten jest vektorem.

Hodnotu linedrniho integrdlu J miiZeme pak méniti dvojim
zplsobem :

1. Neménice tvaru kfivky, ménime meze integrdlu; pii-
sluSnou nekoneéné malou zménu nazveme differencidlem J a
oznatime ji dd.

2. Podrzime meze integracni a ménime spojité tvar kiivky,
“podél niZz integrujeme; piechdzime tedy od jedné kiivky 7%,
k neskonale blizké 7., vedené mezi tymiz body M, a M, na
Jjakési plofe. Takovd nekonetné mald zména sluje variaci J
a oznacuje se 0.

Vicobecné jest tedy integrdl J funkei, jejiz tvar jest pro-
ménlivy ; zménime-li drdhu integrani, méni se hodnota integrdlu.

Uplnd zména integrdlu J jest pak
DI = dJ + dJ.

Ve shodé s témito dvojimi zménami dJ a 0J oznatujeme
podobné dvoji zménu privodite v: jednou p¥echdzime od bodu M
k neskonale blizkému bodu M’ kfivky 4, a tuto zménu privo-
dite vyjadfuje vytteny jiz differencidl privodi¢e dr (ve sméru
tetny); po druhé pFechdzime od bodu M kiivky %, k nejblize
poloZzenému bhodu M” kiivky &, a tuto zménu privodite vy-
Jjadiuje variace privodite d:. Podobny vyznam maji dv a dv.
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Prve nez stanovime vyraz pro variaci integrdlu J odvo-
dime vzorec pro rozdil d (v dr) — d(vdr), jehoz pak upotfebime *).

Dle zndmych pravidel pottu varia¢niho a differencidlniho
plati
0 (vdr) = dvdr + v ddr, ()
d(vor) = dvdr + vdor. B
Avsak
o0dr = dd(zi + yj + k) = iddzx + jody + kddz;
jelikoz .
ddz =ddz, ddy=ddy, 0dz=dJyz,
bude téz '
ddr = iddz + jdoy + kddz = do (zi + yj + 2k) = dor.
Odettouce rovnice (¢) a (f), obdrzime tudiz
o0 (vdr) — d(dr) = dv dr — dv or. (42%)
Pravou stranu této rovnice mizeme je$té jinak vyjddiiti.
Skaldrni veli¢ina v jest funkei soufadnic z, g, z; jest tedy
v ov o
dv_-a;dx—!-a—y—dy—{—%;dz,
kde dle (4)
de =1i.dr, dy=j.dr, dz=Kk.dr;

vloZice tyto hodnoty obdrzime

o . v ., o
dv—ﬁ‘l.df+'a?J-dl+£k-dr,
a podobn¢
.2 o, LD
=2 0r+ 2 j.or+2 k. or.
dt—axl.dr—i—ay,] dr+azk r )

*) Odvozeni toto shoduje se celkem s odvozenim ve Fischerové
spisu: »>Vektordifferentiation und Vektorintegration< pag. 54, kteréz jest
opét zaloZeno na Gibbs-Wilsonové: »Vector Analysis<, pag. 190.



420

Ndsobime-li druhou z téchto rovnic dr a prvni or a ode-
(teme-li pak, dostaneme

dvdr — dvor = aa_; (. 80) dr — (i . dr) or))
W . o .
+ 3y (G . or)dr — (j . dr) or))

+ g—z (k. o)t — (k . dr) Ir)).
Dle rovnice (16)
(i.0r)de—(i.dr)dr =i X [dr X Jdr]
a podobné

(.or)de — (j.dr)dr=j X [dr X Jr],
(k. dr)dr — (kK . dr) or=Kk X [dr X dr];
procez

dode — dvdr =22 (i X [dr X r]) +§~Z(j < [dr X dr])

+ 32 (k X [ar X or])
Cili

_fow. .
ov dr —dvd\r_(%l @J—l—:&k))([dr)(dr].

Vzhledem ke vzorci (30) obdrzime ddle

dvdr — dvdr = Vv X [dr X dr].

Z obrazce 9. jest ziejmo, Ze dr X or jest plocha elemen-
tdrntho rovnobéznika mezi kiivkami %, a %,; plochu tu pted-
stavuje vektor dp, tudiz

ovdr — dvdr = \/» X dp
¢ili dle rovnice (p)
d(vdr) — d(vdr) = Vv X dp. (42)

Prihlizejice k tomuto vzorci miZeme nyni urtiti variaci
integrdlu (41); integrujeme-li totiz v této rovnici ¢len po ¢lenu
v mezich r, a r;, dostaneme

ry r

1 ry
3 fvar—a [vor= Vv dp. (8)
ro

ro To
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Avgak

r r

d vdr:f:l(vdr): / ;ar-—/
ro ro

ponévadz pro body M, a M, (obr. 9.) or =0, jest také hod-
nota tohoto ¢lenu rovnice (d) rovna nulle. Protez

r r

0
vdr;

ry
o [vir =03 = [Vv < ap, (43)
ro

t. j. variace integrdlu J déna jest integrdlem, v némZ za zna-
menim integrace vyskytuje se vektoridlni sou¢in aplného differen-
cidlniho poméru skaldrni veli¢iny dle privodite a prvku ncko-
neéné zké plochy mezi kiivkami &, a %,.

Hodnotu oJ miizeme jeité jinak vyjddiiti; jestit od roz-
dilem dvou hodnot integrdlu J, jez obdrzime, providime-li jednou
integraci podél kiivky %, a po druhé podél kiivky %, coZ po-

znalujeme
ry r
o = —_— ) .
= fear], [ frae],
0 ro
Pigeme-li
r Tro
[f vil, =—| fvael,
0 T
obdrzime

JJ_—_—[X:)dI’:Ikl +[j;dl‘],, ’

‘o

coz se rovnd | vdr, ¢imZ znatime linedrni integrdl J vzaty podél

o

uzaviené Cdry, utvoiené kiivkami %, a k. Dlonévadz dle toho

od ::fvd!‘,

miZzeme rovnici (43) psdti také ve tvaru

aJ:/vdr:f\“/vxdp. (44%)

o
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Platnost tohoto vzorce lze rozsititi i na ten piipad, Ze plocha,
omezend kiivkami %, a k,, md konetnou velikost. Pak ji totiz
rozdélime v nekonelné malé prouzky, omezené po fadé kiivkami
ko alk, Xk ak,...k— ak, 1bude soucet jejich

ry

fo‘J [ /v ar] —| / dr]kn_.l

r, r

+ [f ’ dr]k,,_, - [{ ’ erkn_z

To

+

r ry

o el [,

ro

Su=[f ] | o]

ro

¢ili

Odtud plyne vzorec

[f : dr}kn "[f v dl'} = [ [Voxap. @

Ve zvlistnim pi‘ipadé mize kiivka &, pfejiti v jediny bod,
myslime-li si totiz, Ze body A, a M, (v obr. 9.) se neustile na
kiivce k, k sobé blizf, az se sjednoti; pak se vztahuje prvni
integrdl na levé strané k jediné uzaviené kiivce k., kdezto druhy
integrdl rovnd se nulle. I obdrzime

Soar= 0 [0 x ap. (449)

Pomoci tohoto vzorce vyjidiujeme plosny integrdl v poli
skaldrnfm linedrnfm integrdlem podél uzaviené kiivky, kterd.
omezuje plochu, k niZ se onen plosny integrdl vztahuje a naopak.

Rovnice (44°) miZe byti nazvdna vétou Stokesovou, upra-
venou pro skaldrni veli¢iny.

Pozoruhodny jest piipad, jestlize 6J =0, t j. hodnota inte-

r,
grélu / vdr neni zdvisla na tom, podél které kiivky, vedené

Ty
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mezi body M, a M, na néjaké ploSe, integrujeme. Integrdl J se
jenom méni, pozménime-li meze integratni v, a r;; tvar téte
funkee jest stdly. Pak jest

fvdr:(),

o
t. j. hodnota linedrniho integrdlu v takovém poli skaldrnim podék
jakékoliv uzaviené kiivky rovnd se nulle. Podminkou jest pro-
ten piipad: Vv =0, z ¢ehoz plyne » = const.*); pole musi byti
stejnomérné, v némz hodnota skaldrni velitiny jest vSude stdld.
Vedle linedrnich integrdlt vyskytuji se ddle integrily plosné,
jak totiZ jmenujeme integrdly (geometrické soutty nekoneiné
malych vektord) tvaru .
1
P= f vdp,
k

znati-li dp vektor piedstavujici prvek néjaké plochy p,, » hod-
notu skaldru v tomto prvku a k,, %k, dvé kiivky, vedené na
plode p,, jez jsou mezemi integratnimi. Hodnotu tohoto integrilu
mizeme opét méniti dvojim zpisobem:

1. Bud ménime meze integraini tim, Ze kiivkdm %, a %,
(anebo jen jedné z nich) udélujeme na plofe p, jinou polohu;
nekonetné malou zménu integrilu P zoveme pak differencidlem
jeho a znamendme ji dP;

2. anebo podrzime obé& meze a ménime nepietrZité plochu,
omezenou kiivkami %, a k,; pfislunou nekonetné malou zménu
integrilu I nazyvdme variaci jeho a znamendme ji SP.

Mysleme si nejprve, Ze plochy p, a p, (obr. 10) jsou ne-
skonale blizko; kdezto dp jest prvek plochy p,, znati ép cle-

*) Je-li totiz My (x¢, 0 70) Pevny bod skalirnilio pole a A (x, y, )
kterykoli jiny proménlivy bod jeho, jest dle (35)

2,97 297
wa. dr=/dzr=7/(x.y, ) —v(xgy¥0s %0)r
Zos Yo % 2o, Yos %

Ale dle podminky jest Vo =0, tudiz

/Vw.dr.—_- 0.

v (¥, 5, 1) — ?(%0, Y0y ¥0) =0,
¢ili v (X, %) = 2(Xq, Yo» F0) = const.

Z toho plyne



424

mentdrni ploSku, jejiz jedna strana jest prvek kiivky na p, a
protéjsi strana prvek obsahujici body plochy p, neskonale blizko
(nejblize) poloZené k boddm prvého prvku.
- Odvodime nyni vzorec pro rozdil & (v dp) — d(vdp), ana-
logicky ke vzorci (42%); jestit totiz
d(vdp) = dvdp + ¢ ddp,
8 (vdp) = dvdp -+ ¢ 5dp.
Odectouce tyto dvé rovnice a pftihlizejice k tomu, Ze dJp
= ddp, obdrzime

0 (vdp) — d(vdp) = dvdp — dv op. (45)
Tudiz . N
6P:6/Z{\vdp:f{6(z'dp):
P * *
fi[d(m?p)—{-f{é‘vdp—f{drdp. (&)

Na pravé strané jest predevsim

ky ky ko
/fd(vé‘p):/ m?p—/rdp;
ko

vzhledem k uvedenému vyznamu dp pro kiivky %, a &, rovnd
se tento rozdil nulle. Zbyvaji tedy jesté dva integraly:

I kq
f{dvdp a flo dv op,

jez urtime takto:

Mysleme si prostor mezi neskonale blizkymi plochami p,
a p,, jez jsou omezeny tymiz kiivkami %, a k,, rozdéleny v prvky
majici tvar rovnobéznostént, jichz jedna nekonetné mald zdkladna
lezf v p, a ji protéjsi v p, (obr. 10.). Vytknéme si jeden z téchto
prvkd prostorovych, jehoz zdkladna (v plose p,) bud dp;
poboéni sténa jeho bud op. Je-li dile + hodnota proménného
skaldru na nekoneiné malé sténé Jp, bude miti tento skaldr
na prot&jsi sténé pobotné hodnotu v -+ dv. Pfechodem od prvni
z téchto stén ke druhé zméni se soutin «dp o dvdp.
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K tomuto prvku piiléhd druhy, ktery md s nim poboinou
sténu &p spoleCnou; vyraz (¢ 8p),, pifsludejici této spoleéné plose
Jjako sténé druhého prvku, rovnd se co do velikosti vyrazu (vap),,
vztahuje-li se k téze plose jako sténé prvniho prvku, ale jest
oznateni protivného, nebof kladné sméry vektord (dp), a (Sp),
Jsou namffeny z vnitfku prvku na venek, protez vektory ty
jsou protivné. Tudiz oba souliny (vép), a (vdp), na spoletné
plode se rusi. Jelikoz to plati o viech elementdrnich plochdch

Obr. 10.

dp, vedenych v prostoru mezi p, a p,, bude i soulet soulini
v dp, vztahujici se jen k poboinim sténdm prostorovych prvki,

roven nulle; t. j.
kl
//v op = 0.

Ukdzeme nyni, Ze také f f dvop =20, bud piimo dif-

ferenciaci integrdlu / / vdp (pii temz nekone¢né malou veh-

¢inu vy&siho stupné ddp polozime rovnon nulle), anebo ndzornéji
takto: Vytknéme si libovolny prvek prostorovy; k nému pfi-
28
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pojme prvek druhy, ktery md s nim spole¢nou sténu pobot¢nf
ap, a se strany druhé prvek tfeti, majici s vytlenym prvkem
prvnim spoleénou sténu, jeZ jest prot&jsi k op. Ke druhému prvku
pFipojme dalgi prvek, ktery k nému pFiléhd podél stény, kters
jest opét prot&jdi ku sténé spoletné prvku prvému a druhému;
podobné uditime u prvku tfetiho. Pokratujeme-li takto s po-
stupnym ptipojovinim prostorovych prvkd, aby vidy dva mély
jednu pobolnou sténu spoletnou (spoletné tyto stény jsouw
stdle prote¢jsf), obdriime elementdrni téleso, jeZ jest omezeno
dvéma nekonetné malymi prouzky ploch p, a p,, sahajicimi
od kiivky %k, ku %, a po strandch pobo¢nimi sténami vsech
prvkd, jez se nepokryly pii sefadéni jich v téleso. Sledujeme-li
v tomto télese od jednoho prvku ke druhému zmény dvdp
potinaje prvkem krajnim, jehoz jedna sténa &p, redukujic se
v nekoneéné maly oblouk kfivky 4, rovnd se nulle (tudiz
i wdp=0), az k podobnému prvku, ktery se pkipojuje jednou
hranou ke kfivee %, (kde tolikéz v dp —0), shleddme, Ze soulet
viech téchto zmén musi se rovnati nulle. A ponévadz cely prostor
mezi plochami p, a p, miZeme rozvrhnouti na takovd elemen-
tdrni télesa (anebo na jind, jeZ maji k témto polohu pFicni,
vznikajici totiz pfitadovdnim prvki prostorovych k prvému prvku
podél ostatnich poboiénich stén jeho), bude i dhrnny soutet viech
zmén dvdp v tomto prostoru roven nulle, t. j.

k
/fdvd‘p =0.
kO

Jinak jest tomu u stén prostorovych prvki, jez jsme vyse
vytkli jako jejich zdkladny, totiz u stén poloZenych na plochdch
d, & p,. Pfejdeme-li od jedné takové zdkladny k protéjsi, jest
zména soulinu vdp patrné dvdp; celkovy soutet téchto zmén,
pokro¢ime-li v prostoru od plochy p, k plofe p,, din jest inte-

k

1
grilem f f dvdp. A tomuto integrdlu rovnd se dle zjedncdu-
k

0
feného vzorce (&) variace plosného integrdlu P; piSeme tudiz

kl
sp=[ [ovap.
ko
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Jest vsak

v, ., v
()1)__5;1 . dr+—éTJJ . or + 7z_k . or,
¢ili vzhledem k rovnici (30)

dv =\/v . dr;

) 4 :fj(Vv . ér)dp.

Dle obecného vzorce (16*), totiz
[aXb]Xe=(@.eb—(b.e¢)a,

tedy

obdrzime
(Vo . 8r) dp = (dp . or) Vo + [Vo X dp] X dr;

procez

k, k) k
/f(vv-d‘l‘)dl):‘/‘_/\(dp.dr) Vv +ff[Y/v><dp] X or.
k, % k,

®)

V prvnim integrdlu na pravé strané této rovnice skaldrnf
soutin dp . dr stanovi obsah prostorového prvku dS prstenco-
vitého télesa, omezeného neskonale blizkymi plochami p, a p,;
0 druhém integrdlu dokdZeme, Ze se rovnd nulle. *) Z toho, co
bylo povédéno o vyznamu soulinu [a X b] X ¢, poznivdme
totiz, ze [\/v X dp] X dr znaif vektor, poloZzeny v roviné obou
prvnich Ciniteld /v a dp kolmo k primétu tfetiho Einitele or
na touZ rovinu. Jde-li nynf o prvek na plofe p,, ktery ozna-
time dp,, jest or, t. j. vektor, kterym ptechdzime od bodu
plochy p, k nejbliz&imu bodu plochy p,, kolmo k p,; tolikéz
dp, jest kolmo k plose p,. Jsou tedy pro p, v soutinu
[Ve, X dp,] X dr oba vektory dp, a or téhoz béhu; pak jest
viak vektor, predstavujici tento soutin, kolmy k dp,, Cili lezi
v roviné tetné ku plose p,.

Prejdeme-li pak k prvku dp, na plode p, (kde dv =0),
ktery jest zdkladnou protéjsi ku dp, téhoz prvku prostorového

*) Diikaz tento sdelil se mnou V. Fischer.
28*
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A8, miizeme za to miti, Ze pro tento prvek (nehledé k odchylkdm,
nekonetnd malym vyS$siho stupné) vektor \/v,, kolmy k hladiné
prochdzejici v poli skaldrnim stiedem prvku, jest téhoZ béhu
a téze velikosti jako \/v, a podobné vektor dp, jest rovnobézny
a stejné veliky s vektorem dp,, ale sméru protivného, ponévadz
kladny smér téchto vektorti namifen jest z vnittku télesa na
venek. Tudiz soutliny

[V’Ul X dpl] Xdor a [Vy, X dpo} X dr

jsou vektory rovnobézné a stejné veliké, ale protivné oznatené,
protez soutet jejich rovnd se nulle.

Jelikoz totéz plati o vSech vektorech [\/v X dp] X or,
piislugejicich obéma zdkladndm kazdého prvku vytéeného pro-
storu, jest

/f[VdeP]Xdrzo.

Rovnice () pfechdzi pak ve

f/(Vv.Br)dp:fvadS
aP:—.affvdpszvvds. (46)

Jsou-li pak meze integratni jakékoli plochy p, a p,, po-
lozené mezi kfivkami Z, a %, (tedy nikoli nekonetné blizké),
nabudeme zplisobem, jehoz jsme uzili, odvozujice vzorec (44)

/6P:[/fvdp}pn——[/fvdp]poz/f/VvdS. @7

Mysleme si nyni, Ze plocha p, se neustile zmenSuje, aZ
ptejde v jediny bod (v néjz piechdzeji i kiivky %, a k,), kdeZto
plocha p,. se stdvd uzavienou; tim tato rovnice zméni se ve

ffvdp:ff/VvdS, (48)

€0z jest véta Gaussova, ptizplsobend velitindm skaldrnim. Touto
vétou zdvojeny integrdl povrchovy pfevidime ve ztrojeny inte-
grdl, vztahujici se k &dsti prostoru, omezené uzavienou plochou,
a naopak,

Jiné prostorové integrdly obdrzime, vztahujeme-li dané pole
skaldrni k urtitému bodu v prostoru. Budiz opét » skaldrni

aneb
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fankei, zdvislou na poloze bodu I, v jakési tdsti prostoru; po-
loha toho bodu jest stanovena bud pravoihlymi soufadnicemi
Zn, Yny Zn, anebo vektorem r,, vedenym z libovolného poldtku O.
Ddle bud P urity bod, pélem zvany; soufadnice jeho budtez
Zos Yoy 20 @ Vektor, vedeny k nému z téhoZ poldtku, r,.

I jest vektor, spojujici body P a M,, din vyrazem

P — Ty = (@ — Zo) 1 + (n — Yo) J + (20 — 20) K;
oznalme jej r,.. Skaldrni ¢dst jeho bud r,., tedy rg, = ry.r,.

Je-li v, hodnota veli¢iny skaldrni v bodé M, utvofme

ztrojeny integrdl
f f U Ay din;
Yon

integrdl ten md pro kazdy pél pi nezménéném poli skaldrnim
uréitou hodnotu, jest funkei polohy tohoto bodu. Jmenujeme jej
skaldarnim potencidlem*); zavedme proii oznateni Pot, piSice

Pot » — f / f %l dr, Ay, dzn, ' (49*)
retv=[ [ L as, (49)

kde dS = dx dy dz jest obsah prostorového prvku.**)
Cheeme-li zvldgte vytknouti soufadnice kteréhokoli bodu
M, pole skaldrniho i soufadnice pélu P, piSeme

[POt v (Z'n, Yny Zn)].ro, ”

anebo kratleji

) o %o
misto Pot v.

Je-li skaldrni pole ddno ttvarem hmotnym, jehoZz promén-
livd specifickd hmota jest +, znati » dS hmotu dm jedné ldstice,

v néz si myslime atvar rozvrieny:; pak jest

pitv=[ [ ‘17”‘, (499)

coZ jest tvar potencidlu v mathematické fysice obvykly.

*) Stat o potenciilu zpracovina jest dle Gibbs-Wilsonova spisu
»Vector Analysis,« pag. 205.
**) Mimo tento integril vyskytuje se v mathematické fysice také

skaldrni integral tvaru /ffw ron dSn, ktery mize byti nazvin inte-

grdlem Helmholtzovy-m a oznacen /7 (v).
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V soufadnicich poldrnich obdrzime pro skaldrni potencidl
jiny vyraz. Volime-li pdl P (z,, v,, 2,) potdtkem soufadnic
a piimku, vedenou timto pélem rovnobéZné s osou z-ovou, osou
poldrni, s niz privodit PM — », sméfujici k bodu M (z, y, 2),
tvoii thel &, kdeZto rovina MPZ s rovinou (zz) tvofi thel g,
dostaneme pro transformaci soustavy pravoihelné v poldrni sou-
stavu rovnice
x — 2y =7 sin & cos @,
Y — Yo =7 stn ¥ sin @,
Z2— 2y =7 cos ¥,

a pro prvek prostorovy

dS = r* sin & drd¥ dg,

Pitv= [ [ [vrsin® arisag. (499)

Ponévadz sin & d9dy jest prvek do plochy kulové, opsané
kolem pélu polomérem rovnym jednotce, mizeme téZ psiti

Pot v :ffvrdrdo‘. (49¢)

Lze pak integrovati nejprve v libovolném sméru pravodite »
a pak dle o, kterdzto druhd integrace vztahuje se k Cdsti vytéené
plochy kulové, jez obsahuje prisetiky jeji se vSemi privoditi.

Meze integraini piedepsdny jsou tvarem ploch, omezujicich
dané pole skaldrni; lze vsak integrovati téZ v mezich nekonetné
velkych, nebof ve vSech bodech, lezicich v nekoneéném prostoru
mimo konet¢né pole skaldrni, jest v =— 0, tudiz hodnota potencidlu
neménf se timto rozsifenim mezi integranich (viz rovnici 499).
Pak oviem nenf tfeba tyto meze zvldité vypisovati.

Bylo feteno, ze kazdému bodu jako pélu piislusi vzhledem
k danému poli skaldrnimu urtitd hodnota potencidlu; Casto se
vsak zddd, aby tyto hodnoty potencidlu v celém prostoru byly
koneiné a neptetrzité. Tuto vlastnost nemd patrné kazdé pole
skaldrni; na pf. pole, v némZ skaldrni veli¢ina md hodnotu
stilou a jez vypliiuje nekonetny prostor, md pro viechny pély
potencidl nekonetné velky ¢&ili potencidl jeho jest divergentni.
Mid-li v8ak skaldrni veli¢ina v v celém poli hodnotu konetnou

tudiz
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(tieba proménlivou) a nerozprostird-li se pole do nekonetna, jest
pro viechny pély, poloZené kdekoli v prostoru, konetnost po-
tencidlu patrnd (dle vzorce 499). V tom piipadé jest potencidl
také dkonem nepfetrzitym, jak ndsleduje z toho, Ze prvni dif-
ferencidlni poméry potencidlu dle soufadnic pélu P maji v celém
nekone¢ném prostoru hodnoty konetné.*)

Je-li vSak ddino obecné pole skaldrni, jest tieba pro kon-
vergenci jeho potencidlu jesté jinych zndmek: zvld§té budtez
tu vytknuty tyto:

1. Jestlize s rostoucim privodicem » funkce skaldrni o
v prostoru tak rychle ubyvé, Ze soulin v»3 md i pro velmi
velké » hodnotu konelnou, jest potencidl v dotyéném poli kon-
vergentni.

OpiSme totiz kolem pélu P kouli o poloméru » a piedpo-
klidejme, Zc polomér ten miZe se neomezené zvétSovati;
je-li

rrd <k, (H0®)

ffvrdrd6<f‘/‘w7i— drdo.
/ f%d?’dG:%fdﬁ:%]—c; :

/foovrdrdﬂ<é§£.

Tudiz v prostoru nalézajicim se mimo zminénou kouli —
a k tomu prostoru vztahuji se meze integralni — hodnota inte-

grilu / f vrdrdo jest stile menSi nez 4%]5; zvétiuje-li se

7, zmenSuje se hodnota tohoto zlomku. Pondvadz viak pro
pole uvniti koule (dokud jest kone¢né) hodnota potencidlu jest
konetnd, jest i pro cely dotylny prostor potencidl konvergentni.

jest

Avsak

z CehoZz plyne

*) Seydler: »Zakladové theoretické fysiky,« dil IL, pag. 23.
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2. Hodnota skaldrni veli¢iny v miZze byti pobliz pélu P
také velmi velikd; jestlize v8ak v tomto ptipadé soucin v s md
hodnotu konet¢nou, blizi-li se r nulle, jest potencidl konvergentni
v prostoru neskonale blizkém pélu.

Opisme nyni kolem pélu P malou kouli o poloméru r,
kterd se miize neustile zmenSovati; je-li

vr <k, (50%)

bude ) .
f[vrdrdo‘</[kdrdo‘.
Ponévadz )
ffk dr do = 4= kr,
jest také '

f[vrdrdo‘<4nkr.

Tudiz v prostoru uvnitf zminéné koule f f vrdr de jest

stdle men3i nez 4= kr, kterdz hodnota se blizi nulle, blizi-li se
r nulle; proteZz potencidl jest konvergentni v prostoru, jenz
jest pélu neskonale blizky.

3. Skaldrni velitina » miize byti také v jiném bodu
M, (Zny Yny 2n), ktery lezi mimo pél, nekonelné velkd; v tom
ptipadé vytknéme kterykoli bod 2", polozeny ve velmi malé
vzddlenosti ! od bodu MM,. Jestlize soutin z hodnoty + v tomto
bod¢ M, a z dvojmoci délky ! md hodnotu konetnou, blizi-li
se ! nulle, jest potencidl konvergentnf ve velmi malé Ctdsti pro-
storu kolem 27, v némz této podmince jest vyhovéno.

Utitime bod M, pélem nové soustavy poldrni, v niz pél P
md soufadnice M, P — ¢, e, §, kdeito soufadnice bodu M,
jsoul, & ¢. V této nové soustavé obdrzime pro potencidl vyraz *)

/’f/‘v 12 sin #’rdl d9’ do’ — fv 12 d: da’,

*) ibid., pag. 20.
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kde r znali vzddlenost bodi P a M’,. Pro body, lezici uvniti
malé koule, opsané kolem bodu 137, polomérem /, md toto #
nejvétsi hodnotu ¢ -+ I. PoloZime-li v poslednim integrdlu misto
proménlivého » tuto stdlou hodnotu, zvétsime tim jmenovatel
zlomku za znamenim integrace; i bude

11 !
f[”pd:d” <Q_:_lf/o‘vl“dld6'.

Predpoklddejme nyni, Ze
DIARSY (50}

i bude
l l
pitdlde’ < f kdlde’.

JJ "
Avsak
l
ffkdlda':4nkl,
tudiz o

11
S e ek

Procez integrdl na levé strané této nerovnosti pro vSechny
body uvniti koule o poloméru ! (ktery se zmen3uje az k nulle)
dn Il

o+70

jest men&f nez t. j. potencidl v tomto prostoru jest

konvergentni,

Pole skaldrni, jemuz piislufejici hodnoty potencidla ve
viech poélech maji hodnoty koneiné a nepfetrzité, zoveme polem
potencidlnim. .

Hodnoty potencidld pro vSechny body v prostoru tvoif
nové pole skaldrni, pole potencidlit; ve vSech bodech kterékoli
hladiny tohoto pole jsou hodnoty potencidli stdlé.

Nenf tuto mista pojednati o celé theorii potencidlu ; postacif
omeziti se na vyklad nékterych tdsti této theorie, jez se tykaji
zavedeného integratniho operatoru Pot. A tu jest zvldsté diile-
zitd véta, jiz jest ddn vztah mezi ¢dstetnym differencidlnfm o=
mérem potencidlu dle nékteré soufadnice pélu a potencidlem
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differencidlniho poméru daného skaldru dle stejné soufadnice
proménlivého bodu pole.

Predpoklddejme, Ze dané pole skaldrni omezeno jest uza-
vienou plochou V (obr. 11.), jeZ se rozprostird v kone¢nu. Bud
pak [Pot v, .. ., hodnota potencidlu tohoto skaldrniho pole
vzhledem k pélu P (z,, 9,, 2,); znali-li 4r, velmi maly pfi-
riistek tsecky z,, jest prvni Cdstelny differencidlni pomér po-
tencidlu dle z, dén vyrazem

9 Pot v —1 [POt v]xo + dxg, y0529 [POt ”]xn,ym I

LN v Az,
pro lim Az, = O.

Mysleme si nynf ¢dst prostoru S, kterou zaujimd dané pole
skaldrni, poSinutou v zdporném sméru osy x-ové o zminénou
velmi malou délku Az,; timto poSinutim tsetka kazdého bodu
pole zméni se o Az, a celé pole S piejde v §'. Jestlize
tedy pavodni soufadnice libovolného bodu £, skalirnfho pole
byly %, yn, 2», jsou soufadnice tohoto bodu v nové poloze
M, : 20 + Axn, Yn, 2x; Z hodnoty skaldrni velitiny v (@n, ¥u, 2n)
v bodé M, stivd se v (z. 4 AZLn, Yn, 2n).

Jelikoz hodnota potencidlu daného skaldrniho pole vzhledem
k pélu P zdvisi jenom na vzdjemné relativni poloze obou téchto
utvari a nikoli na poloze jejich absolutni, nezméni se potencidl,
posineme-li i p6l i pole v témz sméru o touz délku; i bude

[Pot 'v(-’l?n, Yny Zn)]xo + Ax(), Yo %0
= [Pot v (2n + A%ny Yn, zﬂ)]xo,yo, 557

*) V obrazei tom vynechdno jest u druhého krajniho bodu vodo-
rovné usetky, vedené bodem Afn, pismeno Al'n.
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procez
d Potv__
0z,
I’i?)l [POt v (xn + ‘4‘1‘11) Yn,y Zn)]xo,}'o, Zy - [-PiOt v (xm Yny Zn)]xo,}'o, L1
Az,

Kazdy z prostori § a §’ mysleme si rozdéleny ve dve
Cdsti; prvni z nich jest Cdst S,, spoletnd obéma prostoriim,
drubd jest u S zbyvajici ¢dst S,, u 8§’ tdst §',. Tudiz

$§=8,+8, §=8+ 8.

I jest
[Pot v (Tn; Yny z")]-l‘o,J’o, %y

_ f/’ (xn, Yny 2n) ds,

S [
on

+f fsf“i;i_i)_ S,
on

a podobné "

[Pot v(xn + Axn, Y, Zn)]xo,yo, %9

=/ffv(xn+rd:z., Ym #1) 4.
+ /‘ / /‘v (Zn +;:n, Yny 2n) dSu;
S1

z toho plyne, poloZime-li je§té dx, — Jx,,

%{ﬂ: lim AI@I j///(v (zn + ﬁ;:m Yny Zn)
v(x,:‘i,,, zn)) is, +/‘/’fv (72 4 da::, Yny 2n) is.,

(@ny Yny 22)
_ .f{”f—_—xr::—z—dsn}.

Piejdéme nyni v prvnich dvou ¢lenech na pravé strané
k limitdm; blizi-li se 4z, nulle, pFechdzi »’yn Vv 74n, prostor S,
v plivodni prostor S, ponévadZ Cdsti prostoru 8, a §';, jez ve
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sméru osy uselek maji rozméry nekone¢né malé, blizi se nulle.
Didle jest pak

v (xn + /lxn, Yny 2 Zn) — ¥ (-Tn, Yn, 771)

lim A.’E,, 70?7;

tudiz

JS [

9 Potv __
bxl

{ /' f fv(xn+drn,Jn, 2n) as,
T on
_fffv (xn;::,zn) db,,}. )
S,

Za prvni integrdl na pravé strané této rovnice miZeme

psiti Pot ; druhy a tieti ¢len pietvoime takto : Rozvrhnéme

3 Zn
plochu V, omezujici dané pole skaldrni, v plofné prvky, jeZz
urtime nekoneéné malymi vektory dp; kazdy tento prvek bud
zdkladnou prostorového prvku dS,, “jehoZ pobo¢né hrany jsou
rovnobéZzné s osou z-ovou. V takové prvky mysleme si roz-
déleny prostor §,. Jsou pak poboéné hrany prvku dS, diny vektory
Azx,i a obsah jeho skaldrnim sou¢inem 4ur,i . dp; protez

JS[ 582 = [ [ [l

Rozvrhneme-ll prostor S’; podobné v prvky prostorové,
musime obsah jednoho z nich vyjddfiti skaldrnim souc¢inem
— dz,1 . dp; nebot tvoii-li vektor dp, jehoz kladny smér jest
vzdy namifen z vnitiku prostoru 8 na venek, s osou tsetek pro
S, tbhel ostry, uzavird tento vektor pro §’; s touz osou thel tupy
anebo naopak. Jest tedy

S [
=_/‘f/‘ v (&n +;0::n, Yny 2n) i.dp.
v

Vyjddrili jsme takto oba integrdly, vztahujici se k pro-
storim 8, a §’, integrdly plosnymi, v nichz za znamenim inte-
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grace se v jmenovateli nevyskytuje velmi mald veliCina 4z,.

Znati-li nyni » hodnotu dané skaldrni velitiny v bodech ome-
zujici plochy V, mizeme za limitu rozdflu

ff (% (xn ‘j;xdfn; Yny Zn) dS ff (Zn;./;!y Zn) ds
n? on nVyn
psdti integrdl f [ %i . dp.

Tudiz rovnice () pfeméni se v

9 Pot v __ v v . R
hlnla xn+ [;O—nl.dp. (51#)

0z,

Vyhovuje-li dané pole skaldrni nékterym zvldstnim pod-
minkdm, miZe posledni integrdl v tomto vzorci rovnati se nulle.
Dilezité jsou tyto piipady:

1. Pole skaldrni md rozméry koneiné, funkce skaldrni v
Jest konetnd, nepfetrzitdi a mimo to na omezujici plose V, k niz
se integrace vztahuje, md vSude hodnotu rovmou nulle. Pak

musi téz
. dp = 0;
S [z =
protez plati rovnice

9 Pot v o

2. Predpoklidejme, Ze plocha, omezujici dané pole skaldrni,
jest plochou kulovou K, opsanou kolem pélu P, jejiz proménlivy
polomér muZe vzristati do nekone¢na. Obsah prvku této plochy
ddn jest vyrazem r®de. Skaldrni soulin i . dp piedstavuje pa-
trné primét tohoto prvku na rovinu os y-ové a z-ové. Ponévadz
prumét kterékoli ¢dsti roviny na jinou rovinu jest obecné mensi
nez plocha promitnutd, jest

i.dp<<rido.

Je-li potencidl daného pole konvergentni, plati podminka
(50%), totiz vr3 << I; tudiz

ff—n dp < f—-rda<ff—da
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Vzristd-li » do nekonecéna, bude dle toho mezni hodnota

integrédlu f f —l:—i . dp rovna nulle; tedy zjednodusend rovnice
K

(51®) jest sprdvnd, jestliZe skalirni pole nepietrzité jest neko-
neéné a zistivd-li v ném soulin v % i pro nekoneiné velké r
koneény.

3. Funkce » miZe miti v nékterém bodé M, (Zn, Yn, 2x)
pole skaldrnfho, jehoZ vzddlenost od pélu P jest », hodnotu ne-
konetné velkou; i v tom piipadé plati zjednoduSend rovnice
(1™, jestlize se vyhovi podmince v1 << k, kde znalf I vzddlenost.
bodu M, od jiného bodu M, pole, lezictho velmi blizko u I,
OpiSeme-li totiz touto vzddlenosti kolem A7, plochu kulovou K,
kterou poklddejme za omezujici plochu V, jest opét

i.dp<i*dd,

f{—f_—i.dp</{—ﬁ—l“de’.

Ponévadz dle vyttené podminky

f{—:{—l“da’</‘{—f—lda’
. ff—’:—lda'z""ikz,

K

f f Zi. ap < dnk l.
r r
K
Blizi-li se ! nulle, bliZi se tudiz hodnota integrdlu na levé
strané téte nerovnosti také nulle; procez
9 Potv __ (.2

"*—a'zco— —v Pot 51'—,1.

tedy

jest
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Zjednodusend tato rovnice plati tedy i pro nekonetns velké
hodnoty funkce skaldrni v nékterém bodé pole, vyhovi-li se pod-
mince, Ze sou¢in »! md hodnotu konetnou.

Mimo tyto piipady nelze vidy bezpeiné souditi o plat-
nosti rovnice (51°) a jest nutno pouziti slozit&jsi rovnice (51%).
Zv145té sludf se zminiti o pifpadu, kdy funkce v jest v nékteré
plose pretrzitou, Pak bude vyhodno nahraditi funkei v jinou +’,
kterd md v celém prostoru mimo plochu pretrzitosti S tytéz
hodnoty jako v, ale pobliz této plochy méni rychle svou hodnotu,
pfejdeme-li od bodu, leziciho nekonetné blizko na jedné strané
plochy 8, k bodu, poloZzenému téz nekonetné blizko na druhé
strané jeji. Zavedouce takovou funkeci, mizeme si totiz dle Gibbse

mysliti, Ze povrchovy integrdl / f A i.dp zahrnut jest v sym-
bolu Pota tak, aby byl Cdsti jeho. Toto piedpoklddaje lze

pak psdti ve vSech piipadech
3Pty o

w0
a podobné
?_B()_tﬁ — Po v ?_EM — Pot ov
Mo W’ 2y 0 n
Ponévadz
(xn Yn Zn)
Pot v = ff Y 2 D ndyndZn,
f V@n— ,)* + (Y0 — yo)* + (22 — 2,)°
jest dle toho
? Potv _
T,
2 f f V (Zny Yny 2n)
~ dxn dyn dZN
s f V(@n— 20)* 4+ (n — ¥o)* + (2n — 20)* ’
anebo differencujice vyraz za znamenim integrace dle z,
9 Potv __
T,

/ / f — 2,) V (Zny Yny 2n) 2n dyn dzn,

V[(xn - a’o)‘2 + Yn— Y0)* + (42— 50)2]3
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&ili kratéeji

R I

8 Potv 9 Potw

oY, Vo 320 Zo
Piihlizejice k vyznamu operdtoru \/ (dle rovnice 30),
ktery vsak oznatime \/,, abychom vytkli, Ze se vztahuje k pro-

ménlivym soufadnicim z,, y,, 2, pélu, obdrzime

P, }]
V.,Potv—lgoﬁ—{— '()Potz +k3 Ot’L o

9z,

podobné vyrazy obdrzime pro ——

anebo vzhledem k rovnici (51")

V(,Potv_lPot + Pta

Za vyraz na pravé strané této rovnice lze patrné psatl
Pot \/. v, kde operdtor \/. se vztahuje k soufadnicim z., y,, 2.
libovolného bodu pole skaldrniho. Tudiz bude

Vo Pot v = Pot \/xv. (53)

Ponévadz \/.v jest vektor, mdme na pravé strané této
Tovnice potencidl vektorové funkce, o némz bude pojedndno
pozdéji; budiz tuto jenom pfipomenuto, ze takovy potencidl jest
vektorem.

Uzijeme-li hodnot (52) pro 2 'Ia)xoj v, 0 ,f;: v, 2 5::—1’, na-
budeme z rovnice (y)

i(xn_x)'vn ,i('?n— )Un
Verto [ f [

4 EE—a)n } dS,;
on

Jjelikoz
1@ — 20) +J (Un — 9o) + K (2 — 20) = Tony

‘bude 16z
Vo Pot v = fff% as,. (54*)

Integrdl na pravé strané této rovnice, ktery jest patrné
vektorem, jest zvlasté ddlezitym v mathematické fysice; i jme-



° 441

nuje se nékdy integrdlem Newtomovym. YVolice pron oznateni
New, piSeme

J\TGZU v = fffv (x") ?/;; z”) run dfn dyn dZn. (55)
on

Tudiz rovnice (54*) zméni se ve

Y Pot v = New v, (H4>)

vynechdme-li u \/ ukazovatel, kde neni tfeba obdvati se ne-
dorozuméni.

Vyznam integrdlu (55) jest tento: Je-li dané pole skaldrni
utvarem hmotnym, jehoZ proménlivd specif. vdha jest », uréuje
tento integrdl velikost sily, kterou dle Newtonova zdkona o vse-
obecné gravitaci hmotny utvar pfitahuje pél P, v némz si my-
slime soustfedénu jednotku hmoty.

Md-li ¢dstice v bodu I, takového utvaru hmotu dm, a
je-li vy, =7y 1, vektor spojujici body Pa I, jest sila, kterou
pél P o jednotce hmoty jest pfitahovdn d¢dstici A7, ddna vy-

dm ges A M, . st s o
razem —z— r, Cili —5— ron. Protez sflu piitazlivou, jiZz pisobi
Ton Pon

cely Gtvar hmotny na pél P, stanovi integrdl
dmn
3, o
aneb, ponévadz dm, = v, dS,, téZ

JS S as

Prestdvajice na téchto vyvodech o poli skaldrnim, ptejdeme
nyni k dilezitéj§fm polim vektorovym.

0% jest New v.

29
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