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XIIL. Cu l norm. CuCl, ve H,0 — norm. CuCl, v alkoh. —
— ;-norm. CuCl, v alkoh. — 1-norm. CuCl, v alkoh. nasyceny
Hg,Cl, | Hg — Hg | norm. Cu(l, ve H,O nasyceny Hg,Cl, — norm.

+
CuCl, ve H,0 | Cu = — 00977 Volt.

Z ptedchézejictho vyplyvd, Ze kapalinovy Clinek mezi
zkoumanymi alkoholickjmi a vodnymi roztoky CuCl, nepiesa-
huje asi hodnoty 0-10 Volt, pfi CemZ roztok alkoholovy nese
naboj positivni.

O vytvoreni geodetickych krivek na rotaénich

ellipsoidech.
B. BydZovsky.

O geodetickych kiivkdch na protahlém ellipsoidu rota&nim
plati véta, Ze kaidd tato krivka se promitd do roviny rovniku
v krivku, kterow lee wvytvoriti ellipsou, jejié stied je pevny a
Jjez se kotali po této roviné.

Tuto vétu, na zdklad® které lze si tvar onéch kiivek
snadno piedstaviti, vyslovil!) a dokdzal?) G. H. Halphen. Jeho
dikaz spotivd v tom: rovnice projekce libovolné geodetické
kiivky na centrdlni ploSe rotalni druhého stupné do roviny rov-
niku jsou formalné shodné s rovnicemi kerpolhodie, t. j. kiivky,
jez vznikne kotdlenim plochy drubhého stupné o pevném stiedu
po roviné. 3). Tato formédlni shoda vede k redlnému vysledku jen
u geodetickych kiivek protdhlého ellipsoidu; jejich projekei lze
pokladati za herpolhodii v tom specidlnim piipadé, kdy kotédle-
jici se plocha piejde v ellipsu.

"PFi pokusu provésti dikaz Halphenovy véty nezdvisle na
slozitéjdim problému herpolhodie shledal jsem, Ze vypolet
vedouci pfi ellipsoidu protdhlém k vé&té pravé zminéné lze

) Comptes rendus etc. CV. p. 535—536; uvedeno bez diikazu.

?) Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, II. dil,
str. 249 - 250.

3) K této kiivee se dospivd pfi studiu pohybd Poinsotovych, v. Hal-
phen, Traité 1I, kap. 1L
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beze zmény applikovati i na p¥ipad ellipsoidu splostélého; inter-
pretace vysledku pro tento piipad vede k vé&té, jez je stejné
jednoduchd a zajimavd jako véta Halphenova.

Zsroveni se ukdZze, %e tohoto vypoltu lze uZiti nejen pro
projekce geodetickych kfivek, nybrz i pro tyto kfivky samy,
timZ se dosp&je k vétdm, jez ukazuji, jak lze kotdlenim vy-
tvoriti geodetické kiivky na rotacnim ellipsoidu, bud sploitélém
nebo protdhlém.

I. Projekce geodetickych krivek.

Rovnice rotatni plochy druhého stupné budiz ddna ve
tvaru .
zg —+ Y zﬁ
ag = 1 —_ _b_g‘ (1)
Soufadnice bodu geodetické kiivky lze vyjdd¥iti parame-
tricky uzitim elliptickych funkei. Pro soufadnici z plati

2* = 1* (eg — pu), ()
kde v je konstanta Gmérnosti; eq, €g, e, je zndmé oznateni pro
hodnoty p (@), p(wp), »(@,), t. j. pro kofeny rovnice

p"%u = 0.
Element oblouku je uréen rovnici
o — b2
du = V ) (e« — pU). (3)

Kofeny eq, eg, e, souvisi s rozméry plochy druhého stupné
relacemi

b4
72 (ea —_ e‘q) —_ m |
2 2 } (4)
—c
12 (eg — ¢,) = b?, i

kde ¢ je prvni integra&ni konstanta, k niz se dospé&je pii inte-
graci differencidlnich rovnic geodetiky*). Pro oba ellipsoidy
méd ¢ jednoduchy geometricky vyznam: kazd4d geodetika dotykd
ge totiz dvou rovnob&Zek soumérné poloZenych dle rovuiku; ¢ je

¢) Vzorce (2) aZz (4) nalezne é&lenat v Halphen, Traité II, str. 239.
Oznadeni uZil jsem stejného.
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polomér téchto rovnobézek®). Geodetika vine se v nekoneéné
mnoha vindch v pdsu plo§ném, omezeném obéma rovnobézkami.

Oznalme s, oblouk primétu geodetiky na rovinu rovniku;
plati pak

ds? = ds? — dz* )
Z rovnice (2) plyne differencovinim
p'u p'u
_— a2 —_ .
de=—11""9 ~du=—7 2\/%‘ —u du

Uzijeme-li zdkladnf rovnice

p"*u = 4 (pu — ea) (pu — ¢g) (pu — ¢,),
obdrzime
dz® = — 7% (pu — eq) (pu — e,) du?;
dosazenim do rovnice (5) a uZitim rovnice (3) vyjddfime ele-
ment oblouku primétu ve tvaru

e?

ds, = v dn \| 2y w—pu + 120w — e (pu — ¢)  (6)
kde 2 — a2 — b2
Pisme na okamzik
pu = §,
1 dg ——
TV(E—e)E—ep) (£~ ¢) "

Dosadime-li za pu a du do rovnice (6), obdrzime po jed-
noduché tprave

pak

du = —

T a 1 1
s, = — o .7 d§ \/§ — — (€% + b%,).
2 b S T —
' ot T VE—epG—e,)
o )
Provedme substituci ‘
=& +m 8)

a urfeme i tak, aby platilo

%(e2ea+b’e7)—m+eﬂ—m+e,,—m—_—O,

5) Traité II, str. 246. Posledni ¢ist véty v textu vyslovené neni
u Halphena vyslovné uvedena, plyne vsak z uvah na str. 245 a také 248.

21
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coz vyzaduje
2
m= 5 (e, — €a)-

Zavedme pak oznaleni

&0 = ‘(;1;(326‘:‘ +b%,) —m= 517 [ea (Ba—2b%) 420%, ).
Ep=eg—m = - 3%;7-' [en(Ba®—b?%) + L (@)
+e, (3a*+ %)
&, =e,—m = 3{;& [bqea+ey(3a“—-b9)] J
tak Ze plati
éa + g+ ¢, =0. (10)

Uzitim substituce (8) a zavedenim velitin &,, &g, &, uvede
se ds, na tvar

ds, = — ~ . 2 .4 \/ §—fa
g 7 5BV E & —g)
coz lze pfepsati
£ dE, — eodt
doy = — g oL (g
CE T VE — ) G —e) G — e D
Polozime

. 1 ” dgl
V=3 =
{wﬁw@—w@—m 12)

jezto velidiny e, &g, &, hovi rovnici (10), je
& =nv, (13)

kde funkce p,» md oviem jiné invarianty nez funkce pu pi-
vodné uvazovana.

Obé elliptické funkce spolu souvisi — dle rovnice (8)
— vztahem _
b2
Pv = pu + 342 (6a — 67)- (14)
Z rovnice (12) plyne
dg, .
2V(E, — &) (5, — ) (f, - '5;/),

dv =
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uzitim toho a vztahu (13) pfeménime (11) na vzorec
a
ds, = > 7 (p,v — &) dv, (15)

jenz tvoii zdklad daldich tvah.

Na vyraz s timto formdlné totoZny lze uvésti
element oblouku ellipsy®). Budtez

x=2d cosp, y=2= sing (16)
rovnice ellipsy, ¢ privodié, tak Ze
02 = b2 4 (a2 — b'Y) cos%q. (17

Oznatfme-li s, oblouk ellipsy, je

ds, = dg\la’® — (¢’ — b'2) cos®g.
Urtime-li do, cos’e z rovnice (17) na zdkladé g, obdrzime

ode S
ds, = — V (@' — o?) (o — b'%) Va'* 4+ b — o*. (18)

Zavedeme
2

|

0 = ué, + n (19)

tak Zze . '
edo = jpudé,,

a uréfme n tak, aby platilo

a4+t —n+4a%*—n+b%—n=0,

coZ vyzaduje

n=2=(a""+4b".
Zavedme oznatenf

— re blﬂ
ysaza"+b'2_n:%_
— g __a'*—2p?
uep=at—m =g (20)
- 5 __ b — 2d't
Méy._b’——n ——*3

6) To plyne ihned z rovnice (3), nebof mezi geodetikami jsou také
merididny, jez jsou ellipsami. V. Traité II, str. 271.

21
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Tim v8§im uvedeme ds, na tvar

— £ ds, —eadi,
u — (21)
2\4/(51 — &) (&, — Eﬂ) (& — Sy)

ds, = —\/

PoloZime nyni opét

v=%f ——— LTI
i3 V(§1 _su) (51 “‘51‘}) (‘fl ——'87)
1

odtud plyne jednak
JE
dy = 1 gl —

— i e
V(§1 ‘*ea)(gl —88) & — 8;/)
jednak — jezto plati ziejmé &+ g5 + &, =0 —

£ =p,0;
invarianty funkee p, zdvisi oviem nac,, ¢z, &,. Dosadime-li do

(21) za &, obdrzime koneiné:
dsy = Vu . (p,v — &) dv, (22)
coZ je vyraz téhoZz tvaru jako (15).

Maji-li oba vyrazy (156) a (22) byti sob& rovny pro kazdé

v, musi

2
2

— 14 . a
VM—'-E‘I) t. J. y‘—-ﬁ"‘ ’
ob& funkee p,v a p,v musi byti totoiné, coz vyZaduje rovnost
invariantdi; kone¢né musi
fq = Eqcr (23)

Z toho a z rovnosti invarianti pak plyne
(24)

g=1¢& &, = ¢,

anebo — coz ostatné vede k tymZ vysledkim —

g8, &, = &

Z rovnic (23) a (24) lze urtiti poloosy a’, b’ ellipsy, jez
md stejny element oblouku s projekci geodetiky.
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Dosadime-li totiz z rovnic (20) a zdroveil uzijeme hodnoty
nalezené pro u, obdrzime z rovnice (23) a z prvé z rovnic (24):

a!Q + [)'2
TR O e
a'? — b’
I
Z téchto dvou rovnic obdrzime odeétenim
pe
2, prde (25)

pti¢teme-li druhou k dvojndsobné prvé, obdrzime podobné

bQ
we o 280 4+ 63 = &4 + (e + ¢3) = &a — &,. (26)

Za &, atd. dosadime vyrazy (9). Jednoduchou Gpravou, pii
niz pamatujeme, Ze
ca + e+ ¢, =0,
obdrzime ’

1, i
fao — =73 [a%(ea — €3) — D%(ex — €y)].

Vyraz pro e, — eg zndme z prvé rovnice (4); vyraz pro
e« — e, obdrzime odettenim obou rovnic (4): '

hZ

Dosadime-li tyto vyrazy, obdrzime

€a — €, = (a* — a%® 4 b%c?).

bc
72614

su——eﬁ:

a z rovnice (25):
pre =% (27)

Podobnou tdpravou obdrzime z rovnice (26):
b2c?

’e
Q
a2

+ a? — c% (28)

Lze tedy urCiti ellipsu, majici totozny element oblouku
s projekei geodetiky; jeji poloosy jsou ddny vzorci (27) a (28).
Tato ellipsa je redlnd jen v pripadé, Ze rotaéni plocha (1) je
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ellipsoid, splodtély nebo protdhly. Nebof pro oba ellipsoidy plati
a? > 0, b2 > 0, je tedy b’ > 0, jezto ¢*=>= 0, dle svého vy-
znamu. Mimo to a = ¢, jeZto ¢, polomér rovnobé&zky, je mensi
neZ a, polomér rovniku. I je také a’® = 0. Pro ostatni rotaéni
plochy je bud a2 neb 4% zdporné, tedy 4’ << 0, ellipsa nikoliv
redln4.

Oznatme privodi¢ projekce geodetiky »; dle rovnice
(1) je

aQ
r? — F(b2 — 2%).
Uzitim rovnice (2) obdrzime odtud
2
r? = %[Zﬂ — 1% (eg — pu)].

Misto pu zavedme funkci p,v z rovnice (14):
GQTQ aQ ,.62

r? =i P? — 37 e ——3—(60, —e,) + a%
Vyraz pro e, — e, jiz zndme; pro eg obdrzime odettenim obou
rovnic (4), pamatujeme-li, Ze e, + eg + ¢, = 0, vyraz

—_— bﬂ 4 27,2 2,2 2,2
Cﬂ——mgj(a — 2a%?% — a’ +b(,).
Dosadime-li to v8e do vyrazu pro 72, obdrzime

2,2 4 2 2 2
rt — abi p,v + 2a% + 63:: + 8% (29)

Vyjadiime také o, privodic ellipsy, jejiz osy jsou dény
vzorei (27) a (28), funkei p,e. _
7 rovnice (19) obdrifme, dosadime-li tam p,v — p,v za
&, a také piisludny vyraz za u a n:
g __ 2’7" 2 (g’ 4 B2
9—“'b-,—p]v+3(a + ).
Dosadime-li sem ze vzorcd (27) a (28), obdrzime
a? 4H%% + 2a* — 2a%?2
= 7 %, v + 3.2 a°. (30)

Z rovnic (29) a (30) pak plyne
2

0t — =g —a). (3D)
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Piipomeneme-li si, Ze z rovnosti
ds, = ds,,

které jsme docilili ztotoZnénim vyrazéi (15) a (22), plyne pfi
vhodné volb& integratni konstanty

§; = 82;
mizeme dosavadni vysledky interpretovati takto:

K dané geodetice na ellipsoidu rotaénim urleme ellipsu
dle vztahi (27) a (28). Na priamétu geodetiky do roviny rov-
niku zvolme libovolny bod M ; je-li jeho priivodit », uréeme na
ellipse bod M’, jehoz privodit ¢ hovi rovnici (31). Od bodu
M nanesme na projekei geodetiky oblouk s, libovolné délky
v libovoiném smyslu, ktery pokldddme za kladny, tak Ze obdr-
7ime bod M,; naneseme-li na ellipsu od bodu 47" oblouk
s, =25 ve vhodné voleném smyslu, ktery pokliddme za
kladny, obdrzime bod M,’, jehoZ privodi¢ ¢, souvisi s privo-
ditem », bodu M, zase rovnief (31). Jinymi slovy: pfilozime-li
ellipsu k primétu geodetiky tak, aby se dotfkaly v bodech M
a M’, a aby ob& telny v téchto bodech splyvaly i co do smyslu
(pravé voleného), pak, kotdli-li se ellipsa po projekci geodetiky
jakymkoli zpisobem, je rozdil privodi¢d bodd, v nichz se
dotykaji, staly.

Z toho plyne:

I. Pro ellipsoid protdhly je 5% = a* t. j. o2 — r%2 >0,
0® = r* + /%, kde %2 je velitina kladnd. Je pak ziejmo, Ze nage
ellipsa, je-li jeji stted pevné umistén ve vzdélenosti & od stiedu
ellipsoidu kolmo k roviné rovnfku, kotdlenim vytvoii projekei
geodetiky, nebof pak skute&né je stéle vyplnén vztah (31). To
je véta Halphenova.

II. Pro ellipsoid splo§tély je a? > 0% t. j. 2 —0? >0,
tedy r? = o? + k2, kde %% je velitina kladnd. I Ize z délek , g,
k zase sestrojiti pravouhly trojibelnfk, s tim rozdilem, ze v tomto
piipadé je » jeho pfeponou. I vznikne pramét geodetiky splosté-
lého ellipsoidu na rovinu rovniku kotdlenim ellipsy, jejiz stied
md od stiedu ellipsoidu stdlou vzddlenost, mérenou kolmo k ro-
viné ellipsy. Jestlize tedy do stfedu elliptické desky zabodneme
kolmo tylinku délky % a kotdlime ellipsu tak, Ze volny konec



328

tytinky stdle spoéivd ve stiedu ellipsoidu, vytvo¥i obvod desky
projekei geodetiky. Jinak lze si véc ptedstaviti takto: pFimy
kuzel ellipticky o vySce %, jehoz vrchol tkvi ve stfedu ellip-
soidu, kotéli se po roviné rovniku; tim se jeho plast rozviji do
roviny a ellipsa, jeho ¥idici kiivka, do projekce geodetiky. —
Rozméry ellipsy jsou dany rovnicemi (27) a (28), vy$ka & rov-
nici (31).

Véty pravé dokdzané ukazuiji, jaky je tvar obou projekei geo-
detik. Tyto ktivky probihaji v nekone¢né mnoha shodnych ellip-
tickych zdvitech mezi dvéma kruznicemi soustfednymi (o polo-
mérech a, ¢), jichz se kazdy zdvit dvakrdte dotkne. P#i ellip-
soidu protdhlém oba konce téhoZ zdvitu pfes sebe pfesahuji, pii
ellipsoidu splostélém k sobé nedosahuji, tak Ze zavit je otevien.

II. Geodetické krivky.

K ob&ma piedchozim vétim dospéli jsme na zdkladé shody
mezi vyrazy pro element oblouku projekce geodetiky a ellipsy.
Ale tentyz tvar md vyraz pro element oblouku geodetické &iry
samé ; i lze urditi ellipsu, jejiz oblouk je roven pro kazdou hod-
notu pifslu§ného parametru oblouku geodetické kiivky. Bé&zi tedy
o to, uvésti ve shodu vyraz

ey
_ ds =< Va_bb_ (e — pu) 3)

a vyraz (22), ktery lze psdti
ds, = i (6a — p,0) dv, (32)

jestlize znaménko minus si myslime pséno pii odmocning V.
Aby nastala shoda, je zase tfeba (a stati), aby
La— bt — _ _
uw=rt- ——b'2—1 o = €y, Eg = €p, 87:.6;,
a oviem je u i v pak argument tyz.
Vypottem obdobnym difvéjiimu obdrzime

bzcﬂ
et = a2 — 2
at T ! (33)
=5 |

Je zase zfejmo, Ze ellipsa je pro oba ellipsoidy redlnd
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Urddme privodite », ¢ pro geodetiku a ellipsu. UZitim
rovnice (1) a (2) obdrzime
2
r2— z% + y? + z“:a”———%(a"— b2) =

2 __ p2
—a* — i—bg—“ 12(6‘9 — pu).

Dosadime za ep vyraz nahoie nalezeny a upravime na tvar

X
rr=2 e b *u -31;7; (2a* -+ 2a%b? + a%c® — b2c?)
(34)
Pro privodi¢ ellipsy obdrzime jako difve
0 = upu + 3@ + 1),
a dosadime-li sem za w, a’; V', po kritké tpravé
e_aa-_bga 1 2at 2a2he 2a2c? + 2022
0 "T"’p“"l“?),,a(“ + 2a%h® — 2a%c* + 2b%*) (3p)
Z rovnic (33) a (34) -pa.k plyne
0 — 1t = Z—;(b" — a?). (36)

Dospéli jsme tedy k vysledkim zcela obdobnym, jako .pro
projekce geodetiky. I mizeme hned vysloviti véty:

III. Geodetickd dara na splostélém ellipsoidu venikne ko-
tdlenim ellipsy po ellipsoidu. StFed této ellipsy md od stFedu
ellipsoidu pevnou vzddlenost, mérenou kolmo k roviné ellipsy.
Jinak a ndzorngji: pFimy kusel ellipticky, jehoi vrchol thvi ve
stredu ellipsoidu, kotdli se po ellipsoidu; jeho ¥idici k¥ivka se
pri tom rozviji do geodetiky. Je viak ziejmo, Ze lze také nej-
prve vytvofiti rovinnou k¥ivku kotdlenim ellipsy — jako v pii-
padé projekee geodetiky dle véty IL, — stied této kiivky
umistiti ve stiedu ellipsoidy a kotdleti ji po ellipsoidu; tak
vznikne geodetika.

IV. Pro ellipsoid protdhly piimy vznik kotdlenim ellipsy
po plofe je mélo nézorny (stfed ellipsy m4 stdlou — nikoliv
kolmou — vzdalenost od stfedu plochy, jeji privodit je stdle
preponou pravodhlého trojabelniku, jenz se pohybuje zaroven
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s ellipsou). Lépe je predstaviti si — jako v piipads 1II. — Ze
se vytvoii rovinnd kiivka kotdlenim ellipsy, jako pro projekei
geodetiky (pripad 1.), stied této kfivky se umisti ve stfedu
plochy a kiivka kotdlenim po ellipsoidu vytvoii geodetiku.

KuZel, o némz je Fet ve vété III., protne ellipsoid jesté
v jedné kiivce; je zFejmo, Ze je to také geodetika ellipsoidu,
s prvou shodns, majici tedy totéz c.

Jak 1ze od ne-euklidické geometrie dospéti
k II. zak. Keplerovu a principu relativnosti.
' Prof. Dr. Arnost Dittrich v Treboni.

Po objeveni principu relativnosti nastdva tkol vyrovnati
mezi timto jednoduchym v&dénim a naSim taktéZz velml jedno-
duchym a harmonickym védénim o gravitaci.

Zskon Newtoniv jest pfirozenym shrnutim a roziifenim
tfi zdkond Keplerovych. Od nich, pfes myslenky Newtonovy
vede cesta ku vzorcim klassické mechaniky, kterd, jak zndmo,
aplné s principem relativnosti se nesrovndvd. Klassickd mecha-
nika udédvd vzorce hodici se pro rychlosti velmi malé viii
rychlosti svétla; novd mechanika chce toto omezeni odloZiti.
Bude tedy nutno bud na zikonech Keplerovych neb na myslen-
kdch Newtonovych né&co zméniti & doplniti, aby se principu
relativnosti vyhovélo.

Ptirozenym vychodiskem pro takovou prdci jest rozbor
zdkond Keplerovych, rozbor popisu relativniho pohybu planety
viiéi slunci. Aby pak prdce tato nestala se pifli§ rozvlaénou,
vénuji toto malé pojedndni t. zv. druhému zdkonu Keplerovu,
jenz pravi: Télesu mebeskd pohybuji se kol slunce v kuselo-
sebkdch, v jichZ spoleéném ohnisku se nalézd slunce.*) — Zékon
ten povaZuji totiz za vlastni zdkladnu naSich ndzor o gravitaci
a tedy celé klassické mechaniky vibec.

Pro tdely naSe tieba si uvédomiti, %e pozorovéni pohybu
zemé kol slunce kond se pomoci svétla, jeZ se 8iff konetnou

*) Formulaee Strouhalova. Viz Mechaniku, vyd. 2.z r. 1910, str. 372.
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