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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CAST MATEMATICKA

Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen
Ellipsoiden.

Sechste Abhandlung.
Arnold Walfisz, Rado&é (Polen).

(Eingegangen am 21. August 1936.)
Es seien: :
k>4 ganz (wenn der Fall £ = 4 nicht besonders hervor-
gehoben wird, sei sogar k > 5);
E

Q=0Qu,,...uw) = Z B pyth Uy (@ = ) (1)
uy=1 ’
eine positiv definite Form mit ganzzahligen Koeffizienten und
der Determinante D;
%, - - ., ok rationale Zahlen mit dem Hauptnenner H;

A(n) = AQ; mppy() = >, exp {2mi (oqmy + . . . + oama)} (2)
Q(my,...;mp)=n
fir ganzes n > 0 (falls der Wert #» = 0 nicht ausdriicklich zuge-
lassen wird, sei stets n > 0).

Mit B werden unterschiedslos Zahlen bezeichnet, deren
absolute Betriage gewisse, nur von @ und H abhingige Schranken
nicht iiberschreiten. Eine Ausnahme bilden die beiden Hilfs-
sitze, in denen die B-Schranken von anderen Parametem ab-
hangen ich komme darauf noch zuriick.

In der vorliegenden Arbeit betrachte ich die Summe Z | A(n) |2
fir N > 3. ne=1

* L+
Satz 1: Mit einer geeigneten Konstanten
A= 2qu..q> 0 (3)
w8t fur k> 56
N

2 | A(n) 2 = AN*=1 4 BN*-2 4 BN (4)

n=1
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Beweis: ¢ und ¢’ seien naturhche p und p’' ganze Zahlen.
In Summen, die nach p oder p’ laufen soll 2’ andeuten, dass
neben den anderen Summatlonsbedmgungen noch (p,q) =1
oder (p’, ¢') = 1 verlangt wird. Ich setze
q—1
Sp,q = Sp,q;a,,...,ak = exp {27!’& p Q( . ak) +
Ayyeney ap=0
+ 27 (%@, + . ..+ axaz)},
k ® , | Spq |2
A= i - ML J Ay 6
G=ODIGH2, ., o ©

(5)

¢==0(mod H)
S(n) = z Z' é’,—c’—qexp {— 2min £}. (7
g=1 0=p<gq q q
¢=0(mod H)
Wegen
Sp,q = Bgi* 1) (8)
konvergieren die Reihen (6) und (7) absolut und es ist
S(n) = B.
Nimmt man noch
3k
An) = ——"— () ni—1 L Bpit? 9
(n) ]/DF F) (n) + ) (9
hinzu, so folgt
2 = 2 pk—2 gk._
| A(n) | = DFZ(%,C) | S(n) |20+~ + Bn
N
2 pk—2 ik
A 2= Dm kZl@ ) Puk=2 + BN%,  (10)

z | &(n) |2 n¥—2

= ;8 S :
— z Z ;' q': A Z nk—2 exp j— 2min ( 5 %‘)}

2.0'=1 0=p<q n=1

a4 '=0(mod H) 0=p'<q’

Wegen
p_ P ;o
= —=| <1, >Q)=1’ (p’Q):l
q q (v

1) Vgl. die erste gleichnamige Abhandlung (im folgenden kurz E;
gena.nnt) Mathematische Zeitschrift 19 (1924), S. 300—307, Formel (23a).

Einen Beweis dieser Abschitzung kann der Leser auch weiter unten
kennen lernen, vgl. Fussnote 3).

%) E;, Formel (14).



sind nur die beiden Fille moglich

. , p_7
=P, =¢q; 0< - =< 1
P=pr,9=4 ‘ 7 q ‘
Es ist also, mit Riicksicht auf (8),
N o , IS |2 N
S | &m)mi—2=3 S Aol S we
n=1 g=1 0=7<g¢g q n=1
¢=0 (mod H)
+ B Z Z (qq’)—** cosec (n -2—2,- l) N*—2
2,¢'=1 0=p<¢,0=p'<q q q

o<l——1|<1
7 ¢

falls die Reihe im B-Glied konvergiert. Dies ist aber der Fall,

wegen
N P pr N N
Z (qq’)—%"z cosec (n , ) = Z Z
2.q'=1 0=p<¢,0=p'<q g 9 d=1¢,0'=1
o< 1—2,-| <1 (@.0)=a
q 4
N ’ ’
n P—
= Z d—kz (qq )i Z cosec 7 | P4 —gr ; av’ |
a=1 o= <dq 0< '<dq’ dqq
= o0 <2’ » p'<dq
(2,2')=1 0< | dg da i

(ich habe q, 9’ durch dq, dq' ersetzt)

- 2k "—ik na
BZ d Z . (g9") Z , cosec dad
. &4 ==

(ich habe |pg’ —gp' | = a gesetzt und beachtet, dass jedes a
nur Bd? mal vorkommen kann, weil entweder pg' —qp’ =a
(mod ¢q’) oder pg" — gp’ = — a (mod ¢q’) sein muss, und in jeder
dieser Kongruenzen p mod q, p’ mod ¢’ eindeutig bestimmt sind)

— BZ da_kz (99’ )1-{1:2 a—1

q,q '=1 1=a<dqq’

= BZ 4—22 (9¢')—*1og (dgg') = B

d=1 2,0'=1

Zugleich ergibt sich aus (11)

1 o y
z | @(n) |2 mt—2 = 12 Z ISM 2 N¥—1 4 BN*—2,
n=1 T tg=1 0<p<gq q
¢=0 (mod H)

1* 3



Setzt man dies in (10) ein, so folgt (4) mit (6). Ich habe
noch (3) fiir den Ausdruck (6) nachzuweisen.
Aus (5) und (1) folgt
g—1

| Spq 2 =2, exp {27”' 2@, ... a)—
s Qg by br=0 q

k
—Qby, .. ., ba) + 278> &, (@, — b,)}

y=1
g—1 g—1—b, g—1—b; P
=> > ...2 exp{2ni—(Q(b1 + e by + o) —
D1y ey bp=0c,=—b ep=—"by q
k
_Q(bp L) bk)) + 2m1 z avc'}
r=1
(ich habe neue Summationsbuchstaben b,, .. ., b, ¢y, . . ., ¢x durch
a, =b, + ¢, ..., ar = b + cx eingefiihrt)
g—1
=> exp {2m P @y + e bt o) —
by eees D €1y o0 € =0

— Q- ) + 2053 e

y=1

(wegen ¢ =0 (mod H) hat exp{ } bei jedem ¢ die Periode gq)

g—1 P k
= Z exp {2m Qey, - - -5 Ck) + 4me ——Z awbuc. +
B1seeey O s €1y oo Cf =0 q uyy=1
+ 2ni Z oc,c.}
r=1
¢—1 {
= exp 2m-—Q(c,...,6k)+
c; s Cp =0 ! (12)
k g¢g—1
+ 27 z oc,c,}n Z exp {4m = Z QueCy }
r=1 pu=1 b =0 p=1
a—1
= ¢t Z exp {2m—Q(cl, coCr) T+
c,, o Cp=0 v
2 Za“c, =0,..., 2 Zak,c, =0 (mod ¢) (13)
o= r=1
! k
+ 2m z 0Cy },
y=1




denn das u-Produkt in (12) ist nur dann von Null verschieden,
und zwar = ¢¥, wenn die unter dem c-Summenzeichen von (13)
aufgeschriebenen Kongruenzen erfiillt sind. Da diese linearen
Kongruenzen

E
22 ayt, =0, ..., 2zabc,_0 (mod q) (14)
y= y=1

die Determinante 2¥D haben, so erfiillen die Losungen c,, .
-auch die folgenden Kongruenzen

2¥Dc, =0, ..., 2*Dc; =0 (mod ¢).3) (15)
Es sei (nur fir den Augenblick) ‘
D = 24D', d > 0, D' ungerade. (16)

Dann setze ich

g =2DH, p=1 fir gerades H; q =1, p=.0 fir H=1;
= D'H, p = 2 fiir ungerades H > 3 '

und bekomme, mit Riicksicht auf (13) — (16),

6=0,..,¢=0 (mod H),
k 3
2Q(Cy, -+ C6) =2 €4 > Bty =0 (mod Hy),
p=1 y=1
pQ(cli oo ey Ck) =0 (mOd q)’
—1
| Spq |2 = qkz 1>2¢>0, (17)
€1y ooy € =0
x
22 a,,6,=0, ...,22 a3,0,=0 (mod g)
y=1 y=1
weil die c-Summe mindestens das eine Glied mit¢; = 0,...,¢: = 0

enthilt, also nicht leer ist.
(3) folgt aus (6) und (17).
Bemerkungen' 1. Die Landausche Abschitzung -

z A(n) = BN#—1 (H > 1)4)
n=1
ist scharf. Aus Satz 1 folgt namlich
A(n) = Q(n¥*1), (18)
3) Da das System (15) nur B Loésungen hat, so ist (8) eine Folge
von (13).

4) E. Landau: ,,Uber Gitterpunkte in mehrdJmensxonalen Elhpsmden
[Mathematische Zeitschrift 21 (1924), S. 126—132], fiir ¥ = 8 auch in E;,
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also .
> A(n) = Q(N#-1), : (19)

n=1

2. (18) gilt auch fir &k = 4, also gilt (19) fir & = 4. Gesetzt
4

néamlich, dass fiir eine gegignete quaternire Form @ =Z AUty
py=1
und ein dazugehoriges System «, . . ., &,

Ag; a, .., (n) = 0(n)

ware, so folgte hieraus nach (2) fir @ = Q + ;% o, xs, X3, g,
0= o4

A¢;mini) =3 exb (25 (smy + <« + gn)
Q(My, ooy M) +Mt=n
=2, 2, . exp {2mi (oymy + ... + amy)}
o= Im.l = V,._ Q(my, ..., m.)-n—vm,.l
=3 Agee (r—mgt) = o),

o|ml<Vn

im Gegensatz zu (18) mit k£ = 5.
Nach oben ist fir £ = 4 durch Landau?)

Z A(n) = BNlog* N (H > 1)

bekannt. Hier ist also noch eine Spanne von der Grossenordnung
log? N vorhanden.

* . *
*
Von jetzt ab nehme ich H =1 an, setze also &, =...=
=op=0. Es sei fiir k>4
Aqs,...,0o(n) =Z 1 = rg(m).

Q(my, ..., mp)=n
Im Spezialfall :
Q=Kk‘=u12+...+uk2, D=1
setze ich ' '
'rKk(n) = ri(n).
Satz 2: Fur k > 5 gilt die scharfe Abschitzung

< cad 1 k=1, E—2

,Z_l" W =F—nrgni—2= w O OV (20
hBa;v)els: Fir Q=K;, , =...=0 =0, (p,g)=1 1st

nac

(]




q—1

it =S {2 o)
C1y e vy Ck=0 . q
26, =0, ..., 2¢;=0 (mod q)
Ly Eoo(gk fiir ungerade ¢
=149 Z exp { 2m1 a cz} —
Be= 0 modg) GH(14 (— 1)#0)t fiir gerade g,

d. h

"1 8pq |2 =¢* fiir ¢ =1 (mod 2), =0 fiir ¢ = 2 (mod 4), = (2q)*
fiir ¢ = 0 (mod 4).

Setzt man dies in (6) ein, so folgt aus (4)

N
> rén) =
n=1 (21)
i 2 Plg) ok N qv(q) et
= =0T GhH .,Z=1 ¢ T gl 7"
g=1 (mod 2) g=0(mod 4)

+ BN*—2 BN,

Hierin kann man jedoch das Glied BN#¥ streichen, denn es
tritt nur fir £ < 7 auf und da gilt nach Hardy

rk(n) P(E—k) @(n) nik—1 (5 é k é 8)5)

Verwendet man dies statt (9), so folgt, fiir unseren Speziaifall,
(4) mit (6), ohne das Glied BN,

Es verbleibt noch nachzuweisen, dass 1. die Koeffizienten
von N*-1 in (20) und (21) uberelnstlmmen d. h.

S P@) | < plg) 1 fk—1)
2, TE L E i g ®
=1(mod2) . q =0 (mod 4)
ist, und 2. das Restglied von (20) nicht durch o(N"—z) ersetzt
werden kann. Von nun an sei, bis zum Schluss dieser Arbeit,
der Buchstabe p fiir Primzahlen vorbehalten.

1. Dle linke Seite von (22) ist

5) G. H. Hardy: ,,On the representation of a number as the sum
of any number of squares and in particular of five* [Transactions of the
American Mathematical Society 21 (1920), S. 255—284], vgl. auch L. E.
Dickson: ,,Studies in the theory of numbers* (Chicago 1930), Kapitel 13.

Einen verhiltnismissig einfachen Beweis dieser tleﬂlegenden Iden-
titdt gab kiirzlich T. Estermann: ,,On the representations of a number
as a sum of squares‘“ [Acta Arithmetica 2 (1936), S. 47—79].



S ?4) | o~ 9(49)
=3 iy elo
g=1 7 g=1 7

¢ =1(mod2)

- (1 + 2—1:% ?(42;”,‘2'”).)§ %Z_) —
m=0 =

g=1
¢=1(mod?2)

1 B 1—p* 1 f(k—1)1—2—F
1=k AT —p 1 — 21k (k) 1—27F
_ 1 k=1
T 1— 2k (k)
2. Aus
1 fk—1)
T
S 2 * E—1 E—2
'.2=1rk (n) = F=1) =k zxN*¥—1 + o(N*—2)
folgte
nd(n) = = 2zt —2 + o(nk—2)
I (3k) ’
ra(m) = Tt L o(ni—)
I ($k) ’
n&k N . n;k
— N — Wy = ___—_ ANtk ik
I’(}k—i—l)N erk(n) + o(N#) TGk F 1)sz + o(V¥),
- 2 = 1,
wihrend nach (22)
T I .
ist. .
Bemerkung: Fir den Gitterrest
: i '
= — T ik
der k-dimensionalen Kugel K; < z folgt aus Satz 2: Wird
v ik
M= aram

gesetzt, so ist fir jedes & < J/z; mindestens eine der beiden
Ungleichungen _
Pk(n) > Mgé,,ni"—l, Pb(n —_ 0) < — M;dgnté—1
“unendlich oft erfiillt.
. _TE\

$



Waire namlich fiir ein geeignetes 6; < }/z; und alle hinreichend
grossen n
' Pk(n) é Mopnik—1, Pk(n —0) ; — Mioni—1,
so wire zuletzt

rk(n) = Pk(n) —_ Pk(n _ 0) é 2Mk¢5kni"—1,
d. h. es folgte
N
lim sup N—*+1 z ri¥(n) < (

N=ow

2M 5},)"‘ aM kzzk
2 F—1 S k—1"
wo ganz rechts der Koeffizient von N*—1 in (20) steht.
Nach (23) kann z. B.
b= YT 3
angenommen werden.

Fiir Pi(n) und Pi(n — 0) gibt es indessen bessere Abschit-
zungen.®)

* *
*

N
Ich will jetzt Zrﬁ(n) abschatzen. Um den folgenden Hilfs-
n=1
satz besser ausnutzen zu konnen, betrachte ich neben K, noch
die beiden quaterndren Formen

K'y =u® 4+ up® + 2us® + 2w, D=4
K"y = u,? + 2u,® + 2us® + 4u,2, D = 16

mit
r'y(n) = Z 1,
M3 +mat+2med+2m2=n
ry(n) => 1.

my2+2med+2mad+4md=n
o(n) sei die Teilersumme von n:

a(n) = > d,
- d/n
r eine nicht negative ganze Zahl (wicht mit den Funktionszeichen
ry(n), ’y(n), r"y(n) zu verwechseln), = eine stetige Verinderliche
= 3 (diese Bedeutung habe z bis zum Schluss dieser Arbeit),

8y(x) = > o(2n) o(n). (24)

n=zr -
Im folgenden Hilfssatz héngt die B-Schranke nur von r ab.

) Vgl. H. Petersson: ,,Uber die Anzahl der Gitterpunkte in mehr-
dimensionalen Ellipsoiden‘‘ [Abhandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Hamburgischen Universitat 6 (1926), S. 116—160], § 6 und
V. Jarnik: ,,0 m¥i¥ovych bodech ve vicerozm¥rnych koulich® [Casopis
pro péstovdni matematiky a fysiky 57 (1928), S. 123—128].




AHilfssatz 1:
Sy(z) = (32" — 3) {(3) «® + Bz?log? x. (25)
Bemerkung: Fiir r =0 ist hierin die Ramanujansche
Abschéatzung

N
> 0%n) =% {(3) N* + BN2log? N 7) (26)
. n=1
enthalten.
Beweis: Ich fiihre die Restklassen ay, a,, . . ., @, wie folgt ein:

ay = 0 (mod 27); a, = 2¢—1 (mod 2¢) fir 1 < o< 7 (27)
und beachte, dass

i 1
=4 : (28)
2-1 a2c?
(a,e)=1
a0
1
. Z L a%c: 2 (29)
a.c=

(a,c)=1,a =1 (mod 2)
ist.8) Mit Hilfe von (27) — (29) wird nun S,(x) so abgeschatzt:

x)=z ZaZc=Z ac

n=2z gjory cn ab=2"cd <2z

=5 @3 S¢S 1

<2z bsz_rzcéz d<E

=2, @2 2 GZ 1
e<2x bs2’1°<“ d="b

2Te

=2 82 3 e=2 3 @3 o3 |1

a<2z 2Tz C=2 | <oy q<2z C=7%
<T 2Tclab (2e,a)=t b<a—
2rclab
r
—Z 2 2 %2, 2 1=3 8.
e=0i<orz ay<2z °=2 2’z e=0
(2’ca9) t b=~
%
2’c|ab

) S. Ramanujan: ,,Some formulae in the a.na,lytlc theory of numbers*
[Messenger of Mathematics 45 (1916), S. 81—84 oder auch Collected Papers
of Srinivasa Ramanujan (Cambridge 1927), S. 133—135], Formel (19).

8) 'Vgl. meine ,,Teilerprobleme. Zweite Abhandlung‘ [Mathema.tlsche
Zeitschrift 84 (1931), S. 448—472], Formeln (39) und (115).
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(ich habe ¢, a, durch 27, 27a ersetzt)

=25 S a3 1

t=zac=z z
T (a,0)=t bé:
clab
Z £y ac) 1
== a,c<_ béi
ta
(@,c)=1  ¢fb
i<z z
ST bsgg

I
(]
3
)
(v}
™M
™M
™
~N

(a,0)=1 Sot= o
=2 z acz z 2
<
@oe1 d=mt=—-
a8 B2
— 2’2 ac z (3a3b303 + 22b%c?
ac=zx

?:,%:1 bga_’c ac=<z
1 2rx32 ¢ Ba c2 Batl
e a202 (3) + + Bax?log? x
ae=3

1
—-'!‘.‘2'&-(3)%32 W+B$210g2x
ac=z
(a,0)=1

< 1
P

= § 2r {(3) 2® + Bxtlog®z.
sesn Se=2 2. | 2°—laz cz 1

r—etl r—e+1 s
: % : :é% e (a,c)-t b2 Q+1

27 _‘H'lclab

11




(ich habe 1. {, a durch 2¢—1', 2¢e—1g’ ersetzt und beachtet, dass
', a' ungerade sein miissen; 2. wieder ¢, a fiir ¢, a’ geschrieben —
dle Kongruenzen unter den Summenzelchen smd mod 2 zu ver-

stehen)
=215 2> ay ¢ 1
:_g_zlﬂ‘—oﬂx a(zr-—o-i-lf"_ e<? b= —27‘-—9-{—1”
= a=1 (a,c)=1 2"_9+lc|b e
=23 83 63 63 1
ts2r—etly  _gr—o+1Z® T, %
t=1 = T =7 "Stac
a=1 (@,c)=1
=213 2y ac >
t=2 z
t=1 = b=pe
(a,0)=1,a=1
= 20—1 acz Z 12
?:,%il,asl béa—zc ‘§a_§c
t=1
x® Bua?
= 271 g<z ‘wz ( 6a°h3c3 + azbzcz)
@,0)=1,a=1 b<a_c'
Ba?
= {y 2ea? Z it (C(3) -+ ) + Bax?log? x
@m=1,a=1
- 1
= iy 2¢£(3) xagc:_l' - T Batlogtx
(a,0)=1,a=1
= } 20 {(3) «® 4 Bax?log? x.
r
S(z) = (’2’ 2r + %z 20) {(3) ® + Bax?logz
e=1
= (§2r —}) {(3) ® 4 Bx?log? x. (25)
Satz 3:
N
> rd(n) = 32 {(3) N* + BN*log* N, (30)
n=1
N
> r'dn) = 4 {(3) N* + BNlog* N, (31)
n=1 .
N
> t"3n) = 4 {(3) N® 4 BN*log? N. (32)
nel ‘

12



Beweis: Fir n = 2%, h >0 ganz, u ungerade ist nach
Jacobi?) :
ry(n) = 8a(u) fiir h = 0, = 240(u) fir o > 0 (33)
und nach Liouvillel9)

r'y(n) = 4o(u) fir b = 0, = 8o(u) fir h =1, :
= 24g(u) fir A > 1, (34)

r"y(n) = 20(u) fir h =0, = 40(u) fir b =1,
= 8¢(u) fir h = 2, = 240(u) fir A > 2. (35)

Hieraus folgt, falls ¢( ) fiir nicht ganzes Argument Null
bedeutet,

ry(n) = 8o(n) — 320 (3n), (36)
r’y(n) = 4o(n) — 40 (3n) + 80 (4n) — 320 ({n), (37)
r"y(n) = 20(n) — 20 (3n) + 80 (}n) — 320 (7). (38)

Aus (36) — (38) und (24) ergibt sich fir x > 48 =16.3
r¥(n) =283 a¥(n) + 2105 o2(jn) —2°> o(n) o (1n) (39)

n=z n=z n=z n=zc

= 28 8y(x) + 210 §y(}z) — 2° 8,(}=), (40)
rdm) =2t on) + 24> o (3n) + 20> o¥(jn) +
B T 1S oim) B (41)
— 253 o(n) o(3n) + 203 o(n) o(in)—28> o(n) o(3n)
— 203 o(§n) o(in) + 28> o(3n) o(fn) —2°> o(in) o(}n)

— 208,(2) + 24 So(42) + 2° Sy(da) + 210 Sy(3a) — 25 8y (32)
+ 29 8,(12) — 28 Sy(32) — 20 8,(32) + 2° Sy(ha) — 29 8y(3a),

D, r'dm) =223 o¥n) 4 203 o (n) + 20> o*(}n) +

(42)

i B I (43)
— 23 on)o(3n)+ 28> o(n)ogn) — 2>, o(n) a(jlgn)
— 28> o(fn) on) + 273 o(3n) o(n) — 2°D o(3n) olf5n)

?) Vgl. P. Bachmann: ,,Niedere Zahlentheorie. Zweiter Teil. Additive
Zahlentheorie*“ (Leipzig 1910), S. 3563—354.
10) Bachmann a. a. O., S. 414 und 418.




= 22 8,(7) + 2° So(32) + 2° So(§) + 2'°8o(slse) — 22 i(3x)  (44)
+ 2 Sy(§x) — 27 By(52) — 2° Sy(32) + 27 Sy() — 2° Si(%2).
Die Behauptungen (30) — (32) folgen aus (40), (42), (44)
und (25).
Bemerkungen: 1. Das Restglied in (30) — (32) ist

2 (N log log N)2. Lésst man namlich » die ungeraden Zahlen von
der Form

Uu=uUp=1.3...2m+1); m=1,23,.
durchlaufen, so ist '

2m + 1
d. h., mit Riicksicht auf (33) — (35),
ry(n) = 2 (nlog log n), r'4y(n) = 2 (n log log n),
r"y(n) = 2 (n log log n),

woraus die 2-Behauptung folgt. Wie man sieht, ist hier zwischen
dem B-und Q-Ergebnis noch eine Spanne von der Grossenordnung
[ log N \?
( loglog N |°

Satz 2 ist somit fiir £ = 4 falsch. Dagegen stimmt das Haupt-
glied, denn es ist

0(’“)2%(1 +3+... +——1—) ~ $7ulog m ~ % u log log u,

nt 1 {(3)

377(2) I — 24 {(4)

2. Fiir 8y(N) hatte Ramanujan, als Gegenstiick zu (26), sogar
N

> 0%n) = § 4(3) N* + 2 (N*1og N)

n=l

bekommen. Das folgt sofort aus seiner Identitit

da die rechte Seite in s = 2 einen Pol zweiter Ordnung besitzt.
Das zu (45) filhrende einfache Verfahrenl?) kann man auch

— 32¢(3).

-
dazu verwenden, um fiir die drei Funktionen Z r3(n) n—2,, .. dhnli-
=1
che Da,rstellungen durch die Zetafunktion zu g:awmnen Hier ist aller-

11) Ramanujan a. a. O., Formel (15) mit a =b = 1.

11) B. M. Wilson: ,,Proofs ‘of some formulae enunciated by Ramanu]a.n
[Proceedings of the London Mathematical Society (2), 21 (1922), S. 235—
%gg%,) vgl. 3&1;,gch E. C. Titchmarsh: ,,The theory of functions* (Oxford
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dings in s = 2 nur ein Pol erster Ordnung vorhanden. Ich will
dennoch die Formeln herleiten, weil sie vielleicht an sich Beachtung
verdienen:

Satz 4: Mt
(1 — 21—*) (1 — 22—*) {(s) (s — 1) {(s — 2)

Z(s) = (1 4+ 21—) £(2s — 2) (46)
ist fur N(s) > 3
2. —r‘;(.n ) — (20 4 29-4) Zs), (47)
- & .
i 7'4;(‘7;,) (2¢ 4+ 3. 242 L 29—2) Z(s), (48)

S
=

4

> o ) _ (224 3.904 4 3. 202 4 2-3) Z(s).  (49)

=1

134

~

By
S

Beweis: Fiir R(s) > 3 ist nach (39), (41) und (43)

< 7(n) o = 0%(n) . < 6(4n) o(n)
ng = (20 -+ 210—2) 2 gl_"‘— (50)
i % (24 + 24— 4 26—28 | 210—3s) Z d ("’) (51)"
n=1 n=1
— (25— 4 26—2s | 90—3s) z 0(2'”’) a(n)
n=1

- (2628 4 28—3s) Z 0(4n) a(n) _os i a(8n) o(n)

n=1 nt
2 7" ¥(n)
z —L 0 = (22 4 220 | 268 | 210—4s) Z
n=1 n n=1

—(23—8 1 99—4s ‘7(2"’) o(n) — 95—3s o(4n) o(n) 52
(23— + )Z nz-ﬂ—_—-- (52)
+ (258 4 27—4s ‘7(8”) ‘7('”') —91—4s o(16n) o(n)
( * )"Z-ﬂ g1 - .

Andererseits gilt ebenda fiir ganze r > 0

> o(2n) o(n) nrt = i o(2m+r) g(2m) 2—ms H(i o*(p?) p4“‘)

n=1 m=0 p>2\a=0

15




— i (2mtr+1— 1) (2m+1— 1) o,

m=0 ®
T —1=23 @+t —1y p—")
@ P>2 a=0
— Z (22m+f+2 — 2m+r+l __ om+1 | 1) 2—ms
m=0 1_[ 1 — p2—2 )
(T — ) (T —p=)F (T—p*~)

T\l —2— 1o T 1 —2f

(L= 2 (1 — 202 (1 — 220 g(s) £3s — 1) L(s — 2)
(T — 272 {(2s — 2)

: g(s) &%(s —1) {(s —2)
= (2r+1 —1 — (2r+1 —4) 2 . 53
‘ ‘ I Mty —y . Y
Die Behauptungen (47) — (49) mit (46) folgen durch Ein-
setzen von (53) in (60) — (52).
% *
* N .
Zum Schluss will ich die Summez r2g(n) fir k =4 ab-
n=1
schitzen. Ich komme jedoch hier zu einem viel ungiinstigeren
Ergebnis, als vorhin bei den drei Formen K, K';,, K", des
Satzes 3.1%)
Es sei ¢ eine natiirliche Zahl; «, B, «,, f;, «s, f; seien ganze
Zahlen > 1 und < gq. Kongruenzen ohne Angabe des Moduls
gelten modulo ¢. Es sei

1 2r+1 2 2r+2
o E )

G“nﬂ(n) = z a,
ab=n
a=a,b=g )
S“l) pl) Xg ﬂl (x) = z a“l: ﬁl(n) O'a,’ ﬂl(n)‘ (54)
n=2z

Beim folgenden Hilfssatz hingt die B-Schranke nur von ¢ ab.
Hllfssatz 2: Mit einer geeigneten Konstanten ga,p,, =, 8¢

S“l: By o3, pl(x) = eal: B, *ay ﬂlxs + Bzz log z. (65)
Beweis:
'g“h B, bn ﬂa(x) = z z a’l Z aé = 2 a'1az
n=zab=n ayda=n ab=ady =2

GH=0,0=p ar=0y,b=p, a=0,,0=4
. By =0y, 0y = P

13) Das liegt sicher an der primitiven Art, in der ich weiter unten
die Summe z €40, 5(n) abschatze.
n=qe
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GQ=z r A=z b z
G=& 1=0, :=0y *=2,
h=8 a;b,

= “12. z a,

I IS

t=za, =2 =z z
G=0,  ay=ay, (a, a)=t D1 = b=5

ab,
aslaby, IT: =5h:

= ) tzz alz-. . a2z -1

t=z T
- a1<T fln=T by =—r ta i =h
te, =«, tay = oy, (ay, az)=1 a |b1- b =
=2 £ @ “22 1
t=z  ,_3z . _2 z
1=7 =7 —taa

=0y 183 = 0, (83, @s)=1  @asby =py, 11111 =hs

=2 wwd 2, £
@A, =z oz . : (56)
(a3, as)=1 b= 05 t= a1a3b,
ayh = ﬁl: o =f it =, ln =0

Gehort t einer festen Restklasse mod ¢ an, so gilt

~ sl - Bax? .
2 57)
Z z ¢ 3qa13a23b13 + a12a22b12 (
= aashy '
.. t mod ¢ fest

Bezeichnet daher T = T4 4, 4, die Anzahl “der Restklassen
mod ¢, die den Kongruenzen ' : '

ta, = &, taZ'E oy (58)
geniigen, so folgt aus (56) — (58)
a3 Bax?
S“li.ﬁb“lvﬁl(x‘) = z : Taﬂzz “oo (3qa13a23b13 + al-zazzb*lz)
o ‘ ?;‘::ﬂn):l.. ’ b"=aagl . E v

@by =py, azb, —ﬂ:

Casopis pro p¥stovéni matematiky a fysiky. 2 ) 17



z° 1
==> al*‘az’z —13+ Ba?log?

922 <
A b=
asb, -—51, a,b, =B,
1
— . +— + Bax?log?z
g‘;'<z alza %1 b g
(a5, a3)=1 ash, =B, a,.b, =8,
xa o T © 1
_x L — 1 Bx?log?
372 aiag 2 g T Batloghz
a,, ay= b,=1
(a;,a5)=1 a3by =1, 4,0, =B,
= Qu,, B, 0, 8. 2° + B? log? x. (55)
Satz 5: Mit geeignetem gg > 0 st fir k =4 )
N
> rei(n)=golN* + BN?. (59)
n=1

Beweis: Nach Heckel) gibt es eine natiirliche Zahl ¢ = ¢(Q)
und eine geeignete Funktion f(x, 8) = f(x, B; @), so dass fiir jedes T
mit J(z) > 0

‘o0 © 2nint
z rq(n) e2rint = Z ane *
n=1 n=1
q
a, = Z f(x, B) 0ag(n)+ cn, Z a2 == Ba?.
«,f=1 n==zx

Hieraus folgt, in Verbindung mit (54) und (55),

Z rg’(n) = z ay? .

=3 (5 B amn) + e (5w B omnt +an)
n=qz "‘hpt-l oy, fa=1

= z (o1, By) f(xa, B) Z Oa,, 8,(1) Osy, 6, ()

&y, B, &g, fa=1 n=qz

+2> {0 B cavasn) +>

o, f=1 n=qz n=gqz

=2 Fos B1) F(o%as Ba) Sy o8 (9%)

a1, B, &g, fr=1

14) B. Hecke: ,,Theorie der Eisensteinschen Reihen hoéherer Stufe
und ihre Anwend auf Funktionentheorie und Arithmetik‘* [Abhand-
lungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitat
5 (1927), S. 199—224)], §4. .
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+B§ (Z Ca?. D aap”(n))—l-z

af=1\n=qx n=dqz n=qr
q
=2 @, 81 20, 8 (01, Ba) F(052, B2) ¢* + Batlog? x
&y, B1, &3, f2=1
E+_3
+ Bx 2 + Bax?,

woraus (59) unmittelbar folgt.

Verschwiinde endlich fiir ein geeignetes @ die Konstante gg
in (59) 80 folgte

N N 3
2V— N2 = z rq(n) + o(N2?) = (Z 1.> roz(n)) + o(N?)=0o(N?).
n=1 n=1 n=1
Radodé, den 15. August 1936.
*

0 miiZovych hodech ve vicerozmérnych elipsoidech.
Sesté pojednani.
(Obsah pfedeslého ¢lanku.)

BudiZ k => 4 celé &islo;

k
Q=0Q (uy,...,ux) = z AUty  (Bpy = Gyy),
py=1
budiz positivné definitivni kvadraticka forma s celistvymi koefici-
enty; budte «y, ..., & raciondlni &sla; pro celé n > 0 polozme
An) = Agay..q(n) =3  exp {2mi (xm, + ... + xxmu)}.
: Qmyyee,mp)=n
Hlavnim predmétem této prace je vySetiovani vyrazu
N _ '
S | Am) |2
n=1

pro velka N.

2¢ : 19
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