Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Vaclav Stépanek
Analytické a synthetické studium ktivky tretiho stupné dané tfemi pary
konjugovanych bodd. Singularity

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 71 (1946), No. Suppl., D62--D68

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122829

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1946

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/122829
http://project.dml.cz

losti V1V (BB’ L BO), sméru viak opac¢ného, je rychlost V'V’
bodu ¥V’ ve sméru kolmém na VV’ omezena spojnici V!B’
: Okammty stted otd¢enf ¥V, normdily n, tedy stfed kiivosti
pro vrchol ¥, je v priseéiku normély n, se spojnicf V1V,
Obdobna, jednoduchd konstrukce je i pro podatku bliz$i pri-
sedik kiivky (c) Srtrajektoni (b) Tam ovsem rychlostl ViV a B''\B’
jsou sobé rovné velikost{ i smérem.

——— \

»

Analytické a synthetické studium kfivky tfetiho stup-
n¢ dané tiemi pary konjugovanych bodi. Singularity.
" Dr Véelav Stéphnsk§, Mor. Ostrava.

Vychodiskem nagich avah je véta: Geometrické misto bodu,
jehoZ spojnice se tfemi body roviny (4, B, C) protinaji t¥i pfimky
roviny (o,, 0,, 05) v bodech leZicich na téze ptimce, je obecnd kiivka
tfetfho stupné. Diikaz této véty podal H. Grassmann!) pomoci
bodového poétu a A. Clebsch pomoci eliptickych argumenti.
Podéme jednoduchy analyticky dikaz véty, ukdZeme, Ze toto uréeni
kfivky je totoiné s uréenim tfemi pary konjugovanych bod#, bu-
deme se zabyvati konstrukcemi kfivky takto uréené a Vyéeti"ovati
piipady singulérni.

_ Trojthelnik uréeny body 4, B, C nazyvejme trojihelnikem
prvofadym a trojuhelnik o stranach 0y, 0,, 03 & vrcholech 0, O,, O,
(0, proti O,) trojihelnikem druhofadym. Druhotady brojﬁheln’ik
zvolme za zakladn{ trojihelnfk projektivnich soufadnic. Soutadnice

-bodu O, jsou 1:0:0, bodu 0, 0:1:0a bodu O, 0:0 : 1. Souiad-
~nice bodd 4, B, C jsou a, : a, : agresp. b, 1 b, : by a ¢y : ¢, : ¢g. Hledd-
me rovnici geometnckého mista bodt X (z,, s 3). Pro spojnici XA

. dostdvame rovnici

51 52 Es
T, X, 25 | = 0,
’ Gy @3 Oy
kde & (1, = 1, 2, 3) jsou soufadnice promenného bodu této p¥mky.
Podobng XB a XC maji rovnice N
166 &1 &b
Ty Ty Ty| = O resp. | x; T, 25| = 0.
. bl b2 ba 01 62 cs

"Pro prﬁseény bod M (m,, mg, my) primek XA . 0,0; uréime soufad-
‘1) Crellettv Jopmal, 86- str. 117. D v
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nice ze soustavy ' V- / ~
xs xl

o a0 6o ol el + 5[] o
pomérem’
| : : = |22y | | 2524
ml'mz'ma—o laza, || aga

a podobné soutradnice prﬁseéiku N = (XB .0,0,)

Ty Ty T3 Ty |

b, b, by by | °
Koneéné bod P = (XC . 0,0,) je stanoven pomérem

Ny Ny :0:

. | 2y 24 Ty Xy
P1r P2 Ps = lcl ¢s €y Cq

Body M, N, P budou lezeti na p¥imce, kdyz

: 0.

0 Ty 2y | | %5 1y
azaq\ as a,

Z1 %210 T3 Xy | -0

b, b, R by by |

Zy X xzxal

€ C3llce G5

Pouhym dosazenfm p¥fsluinych soutadnic se presvédéime, e k¥ivka
tiettho stupnd uréend touto rovnici prochazi jednak Sesti body
0,,0,,05, 4, B; C a jeité témito dalsimi Sesti prusettky (4B .

.0,0,) = 0’5, (40, . BO,) = 0", (AC . 0,05) = 0';, (40,.CO,) =
= 0",, (BC . 0,0,) = 0',, (BO, .(C0,) = 0",. V této konfiguraci
uréuji viak body kiivky tiettho stupné podle Cayleye?) étvefiny
korespondenéni; jsou to ctvermy A, O,; B, 02, A, O;; 0,C — B, O,;
C0,, z tehoz dale vyplyva, ze dvopce na pf. A 0,; BO,; 0',0”
urdujf 6 vrcholii tiplného &tyrstranu vepsaného na¥{ kfivee a jsou
tudfz pary bodové 40,; BO,; CO,; 0',0";; 04, 07,; O'g, 0"y dvojiny
bodit konjugovanych (Cayley tamtéz). .

Piipomerime si jesté, co mame rozuméti pod obecnou polohou
trojiny konjugovanych péra bodovych. Nema-li kfivka degenero-
vati, je.nutné, aby se Zadny z ¢initelu a,, b,, ¢; nerovnal nule, to -
znamené, %e nesmf 24dny z bodu 4, B, C konjugovany k p¥islus-
nému z trojiny 0,, O,, O, leZeti na spojnici zbyvajicich bodu této
trojiny. Ze stejného divodu je nutné, aby platily vztahy a,b, —
— b,a2 #+ 0, @105 — 30y 3= 0 8 bycy — byt, == 0, coZ znadf geometric-
ky, %e spojnice dvou bodu z trojice 4, B, C' nesmi prochdzeti tfetim

' 2’) Mémou‘e sur les courbes du tronsxéma ordre, Liouville J oumal 9,
str. 288.
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: bodem % tropce 01, O, 03 Kdyz anie si takto zapstﬂl zcela obecnou -
. polohu danych konjugovanych pari, miZeme piistoupiti ke kon-
- strukei na¥f kiivky (obr. 1).

Zvolili ]sme konjugované piry a, ol, b/oy; ¢, 05 (v obrazcich
jsou body oznadeny pismeny malymi a pfimky velkyml) Budeme
-vyhledavati body kfivky na paprscich svazku o,." .

Vytknéme na zvoleném paprsku 0 body 1, 2, 3, 4, ... libovolné
a promitnéme tuto fadu jednak z bodu @ na 0,0;, dostaneme fadu.

" I%,2%, ... a jednak z bodu b na 6,0, do bodii 1°, 2, . .. Rady 1¢, 20, .
- Ib,2b ... jsou projektivni{ a spojnice I°1%, 2“25 303 ... obalu]i
-~ kutelosedku, Bodum . 1,2, ... pifslusejf ]ednoznacné teény této
kuZelosedky (K2). Na paprscich 10 a 0,0, vzniké,. pak nésledujfei pri-
buznost: Bodu I na 10 piisludf jednoznadnd pruseéik (I°1° . 0,0,) =1
~ obecné libovolnému bodu ) f:e.dy 10 piieludf jediny bod 5’ fady ¢ o,o,,,
. na.opa,k to viak neplati. Bodu j’ fady 0,0, pHslueji dva body fady
10, které dostaneme, kdy% z bodu j' vedeme teény ke K*'a jejich
- prisetiky s pf'imkaml 0403, 0104 spo;ime s body a, b. Pruseénik téch-
. to spojnic je bod J-
“ " Pkbuznost ve sméru 1 7 je jednojednoznadné a ve sméru 1’1
: ]ednodVOJmaéna bod o, je jejim bodem samodruinym a tudiz
. obalujf ‘spojnice 11, 22', ... opét kuieloseéku, oznalme ji L2 Ve-
. ‘deme-li bodem ¢ teény ke kuieloseéoe L2, protnou tyto paprsek 10

~
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ve dvou bodech !z, 2z, jeZ jsou body uvaZované kfivky -tfettho
stupné. V obraze byly té%z sestrojeny piimky 'X, X, které naleif
podle definice kiivky bodim 'z, *x. Z uvedené konstrukce ]ednotll-
vych bodu kiivky se potvrzuje, Ze je kfivka skute¢né stupné ttetiho.
Ukézali jsme konstrukei bodii krlvky, jez se nachazeji na paprscich .-
svazku o, (nebo o,, 0;), podobné miiZeme urcovatl body kiivky na
paprscich svazkt o vrcholech a, b, c.

Mysleme si na pi. bodem a libovolny paprsek 4 a zyvolme
na A  fadu boda 1, 2, 3, ... a promitnéme ji z bodu b na
51;_3, dostaneme fadu 1%, 2%, ... a promitnutim z bodu ¢ na pi{mku
0,0, fadu I¢, 2¢, ... Rady bodové I¢, 25, ... a I¢, 2¢, ... jsou projek-
tivnf a' jejich spojnice obalujf kuZelosetku (4?), kterd se dotyks
piimek 0,05, 0,0,, Kdybychom pak vedli k této kuZeloseice teény
z bodu a, pak tyto teény X, (X,) majf tu vlastnost, Ze jejich prise-
¢iky s primkaml 0105, 0,04, 0,05 SPOjeny resp. s body a, b, ¢ uréuji t¥i

- paprsky, jez prochazeji ]edmym bodem =z,, (x,) nasi krlvky tietiho -
fadu. Body tyto leZi sou¢asné na vytceném paprsku 4.

Piripady smgularni

Necht o, = a, po dosazeni do rovnice kiivky a, = 1, @, = 0
aa;=20 obdriime rovnici kiivky ve tvaru

w2|x3xel T, T4 | Z, T, Xy X
[bs by| | ¢4 by by| |cs cq

kfivka je racionalni a ma dvojny bod v bod& o, = a. Vysledek mii-
‘Jeme vyslovm vétou: Geometrickym mistem bodda =z té
vlastnosti, 2e paprsky smé&fujici z téchto bodi ke tiem
pevnym bodtum a, =0, b,c protinaji strany trojuhelnika
@ = 05, 0, 03 TESP. 0,, 0y, O4 vzdy ve tfech bodech lezicich na
piimece, je kfivka tietiho stupné s dvojnym bodem v bodé
a =0, advéma pary konjugovanych bodu b, o, a ¢, 0,.

Na podkladé geometffické definice kiivky sestroﬁme jejf body
na paprscich svazku o, = a (obr. 2). Vedme bodem a paprsek M, ~
ktery protina kfivku v bodé m. Spojfme-li bod m s vrcholy a, b, ¢
-a tyto 'spojnice protindme se stranami 0,, O, O, dostdvime body
m", m®, m¢, které leif na piimce M°. Vytkneme-li si tedy paprsek M,
‘mizeme zjistiti jeho prusecik 8 knvkou budeme-li znatl polohu
. pHimky Mo, ,

" Z bodi mb, m¢ miZeme sestrojiti bod m dvéma zpusoby atimai
zajistime i*presnost konstrukce tohoto bodu. ;
' Zvolme na M fadu bodt 1,2, 3,... a promitnéme tyto i"&du

jednak z bodu b na pHmku olo, do bodu 78, 2, ... a jednak z boduc -
na piimku 0,0, do bodi 1¢, 2, ..., rady tyto budou pro;ektxvnl a pro-

—I—a:
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tote ina]i bod o, sainodru’zny, budou té% perspektivni se stfedem
perspekt1v1tv 8 = (I°1¢ . 22°). Spojime- -li bod m? se stredem 8,

dostavame pifmku M.
Otaci-li se paprsek M kolem stiedu o, = a, méni i stfed per-

* spektivity s™ svoji polohu a vztah je tu jednoduchy. Stfedy per-
spektivity s™ pohybuji se po pffmce.bc, jednojednoznaéné pifbuz-

‘ nost bodﬁ 8™ a (M be) je involutornf a z bodu 0, se promitd tato
- involuce involucf svazku paprskového, jejfZ samodruzné paprsky
' splyva]i s tetnami dvojného bodu o, = a. Tato involuce je tudiz
' toto¥n4 s involuet, jeZ promitd konjugované pary bod nakf kl‘*lvky ‘
’St_i‘edy perspektlwty uvazovanych projektivnich fad, 1%, 2%, .
" Je, 2, ... prolibovolny paprsek M leZ{ na bc z toho diivodu, Ze prvky-

f&d pﬂsruéné prisettku (M . be) lezf na spojnici be be. Involuce svazku
plyne z mvolutomi pﬂs)uénostx pa,prskﬁ 0,05 & 0,¢. Paprsek M mbze

h
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‘splynouti s p¥sluinym paprskem o0,s™ jen v tom pripade kdyi bod m
splyvd s bodem. o, = a, tedy na teéns v dvojném bodé knvky

Pifmky M° jako spojnice bodt s™ a m® uréuji na p¥imkach bc' 0,0,
projektivnf fady a obaluji kuZelosetku (ZX?), ktera se dotyka teden _
v dvojném bodé nasf kubické kfivky (obr. 2). -

Na podklad® vysetfenych vztahii muZeme sestrojovati racio-

\

néln{ kiivku tfettho stupng, kdyZ je ddna nékterym z nésledujicich
zptsobu uréeni..

1. Raciondlni kiivka tfetfho stupné je dana, bodem dVO]Ilym
a dvéma péry bodd konjugovanych.

2. Krivka C® je ddna bodem dvojnym, jednfm parem bodi
konjugovanych a jests dalsimi tfemi body obyéejnymi.

© 3. Kiivka C? ]e déana bodem dvojnym s pHslu¥nymi feénam

a dal¥fmi ¢tyfmi svymi obecnymi body, z nichz dva mohou by
sdruzens 1ma.gmé,mi A pod

e . - per



-~ Speclahsu]eme-h déle polohu vrchold a, b, ¢, 0,, 0,; 05, dojdeme
aZ ke konstrukei a vlastnostem kuzeloseéky

Zvolme na pf. a = 0;, b = 0,, pak dostavame po tipravé rovnici
x x|

Ty X3

=0,
€ Cy

3+ 22,

Loy

kfivka se rozpadd v piimku z; = 0 a v kuZeloseCku 2x,x,c, —

— %3 (256, + Z,¢,) = 0. Body 0y, 05, 05, ¢ budou miti na kuZelosetce
n&jakou zvla¥tni vzajemnou polohu. Uréfme rovnice teden nasf ku-
Zelosetky v bodech o;, 0, 05. Bod 0, mi te¢nu 2032:2—02103 =0,
v bodg o, je tetna 2¢yx, — ;23 = 0 a tetna v bodé o; ma rovnici
6%y + ¢,%, = 0. Z prvnich dvou rovnic miZeme odvoditi jesté
rovnici ¢,x; — ¢,2, = 0. Dospivame k vété: Zvolime-li na kuzelo-
" sedce t¥i body o,, o0, 038 bod &étvrty ¢ na spojnici pélu o’; ptimky o,0,
8 bodem o;, pak muzZeme povazovati kuZelose¢ku za geometrické
misto bodii té vlastnosti, Ze jejich spojnice s body oy, 0y, ¢ protnou

pHimky 0,05, 0,04, 0,0, (vidy v uvedeném potadi) v bodech, je# lezf
na pifmce. Ke kazdému bodu kuZeloseéky piinalezf timto zpusobem :
ur&itd pi{mka a vSechny tyto pHmky prochazeji bodem o’y (pélem
piimky o0,0,). Daldfm rozborem rovnice nasi kuZelose¢ky a z jeji
geometrické definice mohli bychom zjistiti je§té jiné vztahy a kon-
strukee, jako pifklad uviadime konstrukei ¢tvrtého spoleéného pri-
segiku dvou kuielosecek TeSeni této tlohy je patrno zZ obrazce
(obr. 3).

Mohli bychom uvaiovatl také jesté o jinych specialnich piipa-
dech polohy bodu a, b, ¢, 0, 0,, 0;. K zajimavéjiim vysledkim vsak
dospéjeme, budeme-li se zabyvatl roziffenim nasich uvah do prosto-

s ra tro;rozmemého a vicerozmérného.
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