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Casopis pro péstovéni matematiky'a fysiky, roé. 73 (1949)

CLANKY . A REFERATY

O jedné kubické involuci v prostoru a jejim pouZiti
k stanoveni poctu piimek na obecné kubické ploSe.
Jan Bilek, Praha.

L

Predpokladejme, ze f = 0 je rovnice obecné kubické plochy.
Je znamo, Ze obecna kubické plocha miZe mit jen koneény pocet
pifmek.!) Lze tedy zvoliti na dané kubické plose bod O,, kterym
nejde %addna pifmka plochy f = 0. Zvolme déle libovolny bod P
v prostoru a spojme ho s bodem O, a stanovme zbyvajici pruseéiky
této spojnice s plochou f = 0. Necht to jsou body 4, B. Sestrojme
dale na piimce O,P bod P’, ktery oddelu]e bodem P harmonicky
dvojici bodu 4, B.2) Vidime takto, ze kazdému libovolnému bodu
P v prostoru touto konstrukei odpovidé jediny bod P’ a obra-
cené. Dostali jsme tak prostorovou mvolum jejiz stupen jesté
uréime.

Splyne-li bod P s bodem O,, pak vsechny paprsky trsu se stie-
dem O, muzeme povaZovati za spojnici O,P a tedy podle zndmé
vlastnosti prvni poliry bodu na plose f = 0, bodu O, odpovidaji
viechny body prvnf polary bodu O, vzhledem k ploge f = 0. Bodu
0, odpovida tedy kvadraticka plocha f, = 0, ktera se plochy: f = 0
v bodé O, dotyka. Plocha f, = 0 protne plochu f = 0 v prostorové
sextice wg, kterd v bodé O, ma dvojnasobny bod. Zvolime-li P na
kiivee wq, pak s bodem P splynou body 4, B a bod P’ mize tedy
byti libovolny bod spojnice O,P. Odpovida tedy bodu na kifivce

1) V. d. Waerden: Einfiihrung in die alg. Geometrie, pg. 150.

%) V dal$im se ndm objevi pfipady, kdy splynou zdkladnf body 4, B,
nebo jeden bod zéakladni s jednim bodem z druhé dvojice. Pro dvojici bodi
C(z), D(x’), je% oddéluje harmonicky dvojici A(a), B(— a) plati xx’ = ab.
Potatek soufadnic v pfimce 4B jsme volili ve stiredu usec¢ky AB. KdyZ
z = a, pak &’ = a, coZ I{kd, Ze bodu 4 odpovidé,'zase bod 4. KdyZ a > 0
je veliéina nekoneénd mald, pak z rovnice xz” = a® plyne, Ze bodu vné
tsedky A B odpovidé bod na tiseéce 4 B. Proto zavedeme nasledujicf iimluvu:
KdyZ A = B, pak viechny body pfimky ¢ jdouci bodern 4 miiZeme pova-
Zovati za étv\rtv harmonicky bod k bodu.4 vzhledem k zdkladnfm bodum,
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wg spojnice tohoto bodu s bodem O,. K¥ivee wg odpovida podle
toho kuzel étvrtého stupné, ktery promitd kfivku wg z bodu O,.
Snadno nahlédneme, Ze jinych hlavnich bodd neni, nebot hlavn{
bod muZe vzniknouti, kdyZ 1. spojnice O,P je neuréditd, 2. prisecik
spojnice O,P s plochou f = 0 je neurdity, 3. ¢tvrty harmonicky
bod P’ k bodu P vzhledem k zikladnim bodim 4, B je neuréity.
Druhy pifpad je vylou¢en vzhledem k volbé bodu O,. Plocha sa-
modruZnych bodd této involuce je plocha f = 0.

Abychom na8li stupeii na$f involuce, stalf, kdyZ nalezneme
jeji rovnice. Bod O, vezmeme za soufadnicovy vrchol 0,(0, 0, 0, 1).
Soufadnice libovolného. bodu na spojnici O,P’ jsou ddny rovnicemi

oxi = Az, 1 =1,2,8, oz, = A%y + Az, kde z,= 1. '
Pomér parametri 4, : 4, pro body 4, B vypoéitame z rovnice

23H&') + APAzaf (@) + YAzl faa(2) + APf(2) = 0.
Ponévadz O, leZi na plofe f = 0, tedy fz) =0a predchozi rovnice
se redukuje na

242(@') + 2hAf(e) + Mfu(@) = 0. (1)
Kofen 4, = 0, ktery plynul z pfedchozi rovnice, odpovidd bodu O,.
Z rovnice (1) plyne
A — 1@) £ Vi) — 2/(2) . fu(z)
Ay 2f(«")
Soutadnice bodu 4 jsou
0x; =z/M, i =1,2,3, oz, = r, M + 2f(z'),
a soufadnice bodu B jsou
ox, = z'M, i = 1,2,3, ox, = x,/ M + 2f(x"),
kde M je rovno Citateli ve vyrazu pro 4 : }.z se znaménkem -
u druhé odmocniny a M pak se znaménkem — u druhé odmocniny.
- 'Vezm&me nynf na spojnici O,P’ za zakladni body 4, B; sou-
- fadnice libovolného bodu jsou dany rovnicemi
oxi = ! (Mp, + Mu,), .

: -~ 9-’”4 =z (Mp, + Mﬂn) + 2.’(-’” ) (1 + ug). .
"Abychom dostali bod P’, musf y; + ps = 0, t. j. 4y = — p. Bod P,
" ktery je harmonicky sdruen k bodu P’ vzhledem k boddm 4, B,
“mé souradmce _

om = afy(x), i =1,2,3, oy = x/fu(’ ) - 2f(ﬂc) 2

Rovnice (2) ukazuji, Ze nage involuce j je kubické. Snadrio nahléd- .
, neme, %e inversni rovnice k rovmcim (2) jsou formélné stejné.:
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Dosadfme-li do pravé strany soufadnice bodu O,, dostaneme nuly;
dosadme proto do levé strany a ptejme se, kdy budou tyto rovmce
splneny Aby prvnf tfi rovnice byly splnény, stacf, kdy% bud z,’ =
=z, = 23’ = 0, nebo f,(z') = 0. Ale prvn{ prip&d je vyloucen,
nebot pak by také oz, = 0, coZ je vyloudeno. Tedy zbyva druhy
pifpad f,(2') = 0. Zvolme nyni obecny bod O, na kfivce wg. Potom
£(0,0,1,0) = 0 s f,(0, 0, 1, 0) = 0. Dosazenf soutadnic bodu 0, do
rovnice (2) dava zase nuly. Proto dosadme do levé strany a vi-
dime, Ze f,(z’) + 0 a tudiz 2 =z =0. Snadno zjistime, Ze do-
sadime-li do posledni rovnice (2) z,” = a," = 0, Ze je splnéna. To
vSak znamend, Ze bodu O, odpovidaji viechny body piimky 0O,0,.
Ponévadz bod O; je obecny bod na kfivee wg, plati tento vysledek
pro kazdy bod kiivky wg. Z rovnic (2) snadno plyne, Ze plocha
samodruznych bodu je f = 0. Tim jsme potvrdili analyticky nase
difvéjsi vysledky. '
Hledejme nynf pomoci této involuce pocet viech piimek
obecné kubické plochy f = 0. Bodem O, poloZme rovinu & snadno
zjistime, Ze v této roviné ndm nase involuce indukuje kublckou
rovinnou involuci. Vedme bodem O, dvojnasob teénou rovinu ke
kiivee wg. V ni indukovand rovinna involuce mé kiivku samodruz-
nych bodi rozpadlou na piimku a kuZeloselku. Vede tedy takova
rovina k pifmce plochy f = 0. V roving, uréené teénami kfivky w,
v bod& O,, vzniké kubické involuce, jeji% k¥ivka samodruznych
bodi je ireducibilnf a ma v O, dvojnéasobny bod.?) Necht obricené
piimka p je piimkou plochy f= 0, ktera, podle ptedpokladu
o bodu 0,, neprochdzi bodem O,. Pf‘imkou p a bodem O, poloZme
rovinu. V nf indukovand rovinné involuce mé kfivku samodruz-
nych bodt rozpadlou na piimku a kuzelosetku, které se protinajf
ve dvou bodech. Je zndmo, Ze tento p¥ipad nastane tehdy a jen
tehdy, kdyz dva-a dva hlavn{ ]ednoduche ‘body vzniklé rovinné
involuce splynou. Z toho déle plyne, Ze rovina (O4p) je dvojnésob
teénou rovinou vedenou z bodu O, ke kfivce wg Obricend kazdé
takova rovina vede k p¥{mce plochy f = 0. Jest tedy stanoveni
poétu vSech piimek plochy f = 0 prevedeno na stanoveni podtu
viech dvojnasob-teénych rovin kfivky wg vedenych z bodu O,.
Tuto ulohu pievedeme na stanoveni dvojnasob teénych rovin
kuzele promitajicfho kfivku wg z bodu O,, a tuto tlohu zase pfevé-
dime na stanovenf dvojndsobnych teden rovinné kvartiky, v nf% .
-ndm sede obecnd rovina uvedeny kuZel. Takto vznikld rovinnd .
kvartika je rodu 3, nebof z O, nelze vésti pfimku, kterd by kiivku
wg profala v daldich dvou bodech. Nebot kdyby to bylo moiné,
pak by tato pi{fmka méla s plochou f= 04 spolecné prisediky
a byla by piimkou plochy Jdouci bodem O,, coz je protx pi‘edpo-‘

3) Hudson: Cremona transf. P8 117
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kladu. Je znamo, ze rovinna kvartika rodu 3 ma 28 dvojnasobnych
teden. Aviak te¢na, jeZ leif v roviné uréené tetnami kiivky wg
v bodé O,, nevyhovuje. Dostdvame tak znamy vysledek:

Kubicka obecna plocha obsahuje 27 pfimek.

Zbyvalo by nam zkouméni vzijemné polohy téchto pimek.
ale tuto véc provedeme jinak. Upozornéme jesté, ze obecné roviné
v uvazované prostorové involuci odpovida kubicka plocha s jed-
nim konickym bodem v O,. Snadno pomoci nasi involuce ukazeme.
%e bodem O, prochazf 6 piimek této opovidajici plochy a Ze exis-
tuje jesté daldich 15 pfimek. Pro jednoduchost od toho upoustime.

II.

Pozorujme nyni pripad, kdy bod O, zvolime na pfimce plochy
f = 0 tak, Ze bodem plochy O, prochéazi jedind piimka plochy.
Podstatné vie zlstava jako v odst. I., toliko na zvolené p¥{mce
nastava zména. Volime-li totiz bod P’ na zvolené pfimce 0,0,, pak
kazdou dvojici bod@t na ni muzeme pokladat za dvojici-4, B
z odst. I. a tedy kaZzdému bodu P’ na 0,0, odpovidaji viechny
body pifmky 0,0,. Snadno nahlédneme, Ze hlavni kvadrika f, = 0
obsahuje také piimku 0,0, a tedy kfivka w4 se rozpadne na prosto-
rovou kvintiku w; a primku 0,0,. Ponévadz zadame, aby f = 0
obsahovala p¥imku 0,0,, Ize jeji rovm‘ci psati 2,4 + sz = 0, kde
A, B jsou kvadratické formy proménnych. Potom f, = x4, +
+ x,B, = 0, z ¢ehoz vidime, Ze f,(x) = 0 obsahuje také piimku
%; = ¥, = 0. NapiSme si nyni rovnici teéné roviny v bodé¢ (0, 0.
Ys: ¥s) jak k plode f, = 0, tak k ploge f = 0. Jejich rovnice jsou

2xifily) = 0, Zxifi(y) = 0.

Pte]me se, v kolika bodech piimky 0,0, mohou tyto dvé te¢né ro-
viny splynoutl Z této podminky plyne rovnice

h(faely) — fa(9)uly) = 0,

jez je homogenni rovnici t¥ettho stupné pro y;:y, Dostaivime
tak vysledek, ze ptimka 0,0, vedle bodu O,, O, protina jesté v jed-
nom bodé kvintiku w;. Dokazeme, Ze bodem O, neprochazi dals
piimka, kterd by w; protala jesté ve dvou daléich bodech. Kdyby
takova pl"‘imka existovala, byla by nutné pifimkou plochy f, = 0
a rovina urdend touto pifmkou a 0,0, by byla tetnou rovinou
plochy f, = 0 v bodé O, a tedy také plochy f = 0, ale pak by byla
.ptimkou plochy f = 0, ma]ic s nf spole¢né ctyn prusemky a bodem
0, by prochézely dvé ptimky plochy f = 0, coZ je proti pfedpokladu.

v V kaidé roving svazku o ose 0,0, indukuje nase involuce
~kvadratickou inversi. Kdy% se kuZelosecka této inverse rozpadne,
dostaneme dalsf dvé pfimky plochy f = 0, které protinaji p¥{mku
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040,. Svazek rovin v ytne na w; linedrni soustavu ge! se Sesti dvoj-
ndsobnymi body, nebot kiivka w; ]e rodu 2, majic jeden zdanlivy
dvojnasobny bod. AvSak rovina uréena 0,4,04 a teénou kvintiky
v-bodé O, je oskulaéni rovinou kvintiky w; v bodé O, V této
roving vznikne kvadratickd inverse se tfemi splyvajicimi hlavnimi -
body, u nfZ se kuZelosectka samodruinych bodti nerozpadne.4)
Zbyvé nam pét rovin jdoucich ptimkou 0,0,, v nichz vznikne kva-
dratickd inverse s rozpadlou- kuZelosetkou. Tento vysledek 1ze
vysloviti takto:

KazZidou pFimkou obecné kubické plochy lze poloz1t1
pét rovin, v nichZ se zbyvajici priseénd kuZelosedka
rozpadne na dvé razné primky.

Degeneraci kuieloseéky v rizné piimky snadno nahlédneme,
kdyZ uvazime, Ze v pripadé dvognasobne piimky by uvaZovana
rovina byla spolecnou tetnou rovinou podél celé této piimky
a kazdému bodu této ptimky by odpovidaly viechny body p¥mky,
ktera jej sp03uJe s bodem O,, ¢ili ws by se musila rozpadnout na
dalsf primku, coZ nenastane.

Dostali jsme jiz 11 ptimek dané kubické plochy f = 0. Podobng
jako v odst. I. vySetiime pocet dvojnisob teénych rovin vede-
nych z O, ke kfivee w;. Stejnou tvahou jako v odst. I. pf'evedeme
tuto ulohu na stanovenf poctu dvo;na,sobnych tecen rovinné kvar-
tiky rodu 2. Je zndmo, Ze tato kvartika ma 16 dvojnasobnych
teéen a tudiz kubicka plocha, f = 0 m4 27 pHmek. Zadn4 z naleze-
nych Sestnacti pfimek nemtze protnouti primku 0,0,. Dokazeme,
ze 2adnd z téchto Sestnacti piimek nemuze prochazet singuldarnim
bodem priseéné kuzelosecky, jez lezi v nékteré z péti difve uvazo-
vanych rovin jdoucich 0;0,. Predpoklddejme, Ze by takova jedna
pfimka p bodem singuldrnim Z prochazela. Pak jsou dvé moZnosti; -
bud Z lezi mimo dotykové body roviny (O,p) a pak by w; protala-
‘rovinu (O,p) v Zesti bodech, coz je vylouéeno, nebo bod Z splyne
s nékterym bodem dotyku roviny (Op). V tomto piipadé jak rovi-
na (O,p), tak rovina kuZelosetky s dvojnasobnym -bodem Z by
obsahovaly teénu kv1nt1ky v bod€ Z a tudiZ by splynuly a pfim-
ka p by protala 040,, coZ je nemozné. Z toho plyne:

U obecné kubické plochy Zadné t¥i pFimky nepro-
chézeji jednim bodem.

Ozpaéme si ]ednu ze Sestnacti piimek drive obdrzenych b,
a p¥imku 0,0, oznadéme a,. Pak vime, Ze a,, b, jsou mimobéZné,
Pifmka b, protne p&t vyznaénych rovin jdoucich a,, musi proto
protnouti jednu pHimku v nf leZfcf a druhd piimka je pak k'b,
mimob&ina. Takto zfskanych p&t piimek mimobéZinych k by
oznadme by, by, by, bs, bg. Rovina (a,b,), ¢ = 2, ..., 6 protne kubickou

%) Hudson: Crem. transf. pg. 54.
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plochuf=0v piimee c;, kters je p¥ickou pifmek a,, b,. Ze zpisobu
vygetfovan{ plyne, %e funkci pifmek a,, b, miZeme zaménit. Tedy
poloZme rovinu (c:b;) a ta protne plochu f = 0 jedté v piimce a;,
jeZz je mimobéznd k' e, a k b;. Piimka a; nemize v8ak protnout
" Zddnou ¢, kde k& # 7, nebot by se kubicka plocha rozpadla a tedy
a; neprotne b; a protne b, ¢ + k. Dostavame tak 12 pfimek
Qy, Ay, A3, Ay, A5, Ag, '
1 Y2y Y3y Y4y Vs Ye»
jet tvori znamou dvojSestici. Dalsi vlastnosti konfigurace 27 pfi-
mek nechme stranou.
Analytické vyjadfeni této involuce bychom dostali z rovnic (2).

I11.

Volme nyni bod O, v priseéiku dvou piimek obecné kubické
plochy Plocha f, = 0 protne plochu f = 0 v degenerované sextice,
jez se sklada z dvojice piimek, jez se protina]i v bodé O, a z pro-
storové kvartiky I. druhu a p¥mky uvaZované, jsou bisekantami
- prostorové kvartiky, vedené z bodu O,. Tato kubicks involuce ma
O, za hlavnf bod druhého ¥adu prvniho druhu, prostorovou kvar-
tiku a dvé pifmky bodu prvniho fadu druhého druhu. Kvartikou
prvniho druhu lze poloziti svazek kvadrik, ktery ma tuto kvartiku
za basi. Oznadfme-li rovnice zakladnich kvadrik 2 = 0, g = 0, pak
fs =0 lze psati bh{zx) — ag(x) = 0, kde a je koeficient u =2 v
h(z), b u z,® ve formé g(z). Podle Hilbertovy véty o nulovych
bodech za predpokladu, Ze prostorova kvartika je jednoducha, lze
rovnici kubické plochy f = 0 psati ve tvaru

= Mx)m(x) -+ g(x)n(z),
kde m, n jsou linedrnf formy. Plocha f = 0 prochazi bodem O,
o
0z,
Odtud plyne a:b=—n,:m, Vypolitejme nyni f4 = hgm + hm, +
+ gan + gny = hym + g,n + o(bh — ag) = 0. Z toho plyne, Ze
hom + gn = 0. Z posledni rovnice plyne h,; gy = — n :m. Rov-

~ nici plochy f = 0 lze pak psiti hg, — ghy = 0. Rovmce (2) pak
majf tvar

a z toho plyne, ze am, + bn4 = 0, kde m, = ALY podobné n,.

ox; = x;/[bh(z') — ag(z)], 1 =1, 2, 3, (3)

0z, = &,/ [bh(x") — ag(z')] — 2AR(z)gy(z') — g(zYhy(z")).
- Rovnice (3) v8ak vyjadfuji kubickou involuci, kterou maZeme vy-
" tvotiti takto: volime obecny bod P’, jim je ve svazku kvadrik

, 7 jdoucich prostorovou kvartikou urdena jedind kvadrika. Tato

. protne spojnici O,P’ jekté v bodé P a dvojice bodt P, P’ je homo-
- logickou @vojief v nasf involuci. O této 1nvolue1 a ]e]i degeneracl
o }chysta autor pOJednani
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