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Iooneé’nou variaci V(a,c) a plati V(a,c) < B. Budi¥ lim g(z) = 0

z—>b—

(resp. lim g(x) = 0). Pak existuje viasini nebo nevlastni integrdl
T—>®© .
b
JH(=) g(z) d. | |
Diikaz. (Vyraz lim znamena bud lim nebo lim.) Protoe je
r—>b— T—>

V(a, ) neklesajici a ohrani¢end funkece z, existuje lim V(a, x) =
= sup V(a, x); oznacime je V. Zvolme e > 0. Pak existuje ¢, < b

tak, lec, <2z <b=>V — V(a, 2) < Protoze jest lim g(z) =

4A

= 0, existuje ¢, < b tak, Ze ¢, < x < b= |g(x) < ﬁ Budiz

¢, = max (¢, ¢,). Pak ¢, < ¥ < x, < b= existuje & zZe plati
< ES @,
!

Plati 0< V(xy, x,) = Vg, x,) — Vie, x) SV — Via, x) < —

2) g(@) da| < (V(xy, @) + 9(2,)])

4A
. . : 8 8 ’
Rovnéz platf |g(z,)| < ia tedy V(x;, x,) + |g(x,)| < A" Dale
§ 3 2%
jest | [f(z) da| = |[f(x) dax — [f(x) da| < 24. Nésobenim nerov-

. Ty .
nostf dostavame | [f(x) g(x) dxl < ¢. Je tedy opét splnéna Bolzano-

. z,
Cauchyova podminka pro konvergenci integralu.

Dvé eliptické kubatury.
Dr Viadimfr Ry¥avy, Praha.

’ Uvadime dva piiklady kubatury téi_es obsahujici integraly
eliptickych funkef. .

A) Urditi objem télesa uzavieného obalovou plochou kouli,
jejich stfedy leZi na elipse b%* + a*y? = a2} a jei jdou potdtkem.
] Rovmce plochy jest _

, @y — (b, -

. ’vré"sférickych ‘souradmcich o )

" D



r = 2siny |/a? cos? ¢ + b%sint .

Objem
i in
V_8fdyfd<pfg sin'y dp =
in in
= 64 fd(p (a? cos? ¢ + b2 sin? )} fsin‘ ydy =
0 0
in
= &4 5 j(l—-kzsmqu)vl——k‘smchdtp,
pro
=20

a?
in
V = 4na® [E — k? fsin2 ¢ )T =TFsinZ g d(p].
0

«) Proa=0b,k=0, E = {n jest V.= 2n%? shod.ne s Gul-
dinovym prav1dlem

B) Prob=0,k=1, E =1 jest V = §na3, nebot t&leso pre-
chézf ve dvé shodné koule v dotyku.

y) V piipadéa > b, k < 1, je tieba stanoviti hodnotuintegrélu.
UtZijeme-li substituce sin ¢ = snu, cos ¢ dp = en » dn » du, jest
= in
I=1Fk [sin?g |1 — k?sin? g dp = &? s1n<p——-k2_sui<p dp.=
’ Vl — k?sin? ¢

i _
=k? f (sn® % — k2 sn* u) du,
.K » in
f(l — lc’sn”u)du:fl/l — k*sm“q)dq;.-E
- o 0
odkud :
x ..
# [en?udu = K — E.
[ _
Provedenfm derivace vyrazu -‘—i~ (sn2”—3 uenudnu) a mtegra.ci

_ vysledku jest
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(2n — l)k’fsnz"du =snS3ycnudnu — (2n — 3).
_ . fsn2"—4 wdu + (2n — 2) (1 4 k2?) fsnz"—2 u du,
odkud e

3k’fsn‘udu=2(l+k2) — — K =

K —FE
2

2K+ RK—2(1+k)E
— .

I=K—FE—}[2(1+k)(K—E)—kK]=

=1[K—E —Fk?*(K — 2E)].

Koneéné '
V = §na® [2F (2 — k?) — K (1 — k?)].

2 |
B) Plocha - g + 22 = a®b? —= t-”,_y, m4 ve stérickjch

soufadnicfch rovnmici 72 =

——. Jeji rovinné ez
a® cos? ¢ + b?sin? ¢ ) ¥

osou z jsou kruznice se stfedem v potatku a s polomérem rovnym
poloméru elipsy b222 + a?y? = a?b? vytvorenemu onou rovxnou
Objem télesa plochou uzavieného jest po uprave

in

97‘
© .V = §a%® f(a* cos? ¢ + b2 sin? )~ ¥ dp = 303 f(TT]'gL—
0 0

sin® @)%

pro

«) Uil]eme-h ve druhém mtegralu I opet substituce sin ¢ =
. =s8nu, mame

: K
‘ du 1 E
0 0 - 1]

(k2 =1 — k2.
p) Téhoz vysledku dojdeme pouiltim vztahu cn (K —u) =
, Snu
=k I ® apravou

K
dn® o 4+ k®sndu

K

. k2

I= Inia du=K+l?§f[l-sn2(K-—u)]du.
. .0
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y) K vypoétu naseho omezeného integrilu je moZné uziti téz
integralu netGplného, viimneme-li si vztahu

k2 snucnu\
dn »

_ 1
——) =dn?u — K g
odkud plyne integraci a usporadanim

u'du 1 Icsnucnu
fa?ﬂ [ ) = —Fna ]

0

neboli .
d 1 k2 sin @ co
_——_(’i——?i = ]?3 E(k, ’P) / (p s <P )
(1 — k2 sin? )2 ]/ — k?sin? ¢
0
Odtud pro ¢ = {7 jest I = kﬂfz

in

do ; Ize té% poditati deri-

8) Integril I, = -
(a® cos? p_+ b?sin? ¢):

_17; )
vaci integralu I, = f do - = —l—K podle para-
: Ja? cos? ¢ + b2sinzyp @
metrt a, b. Znaéime-li odmocninu ve jmenovateli R, jest
. .
f_ _Loh_ festedp 1T 1. b 0K
7 ada R~ a| " ek ok |
. 3 ,
— k2
Dosadime-li za —’1; %_Iff = E_'kz]fTI—{ (viz Petr 1. ¢.), mdme
1K—E
O
. in
; lol sinfpdp 1 12K
Obdobné doctdvadme pro Iy = — > = j —p— 55 T
0
[ _LE—FkK
L=G i

*) Tim je doké.zé.na formule v Petrovs ,,Integralnfm poétu“ 1. vydan{ )
z r. 1915, str. 327 s opravenim tlskové chyby. '
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Seétenfm
1 E

eV

Iy=1I,+I,=

: , 1 0K
Utijeme-li vysledku z «) nebo y), jest tim naopak vyraz pro % %

dokézén. z
Objem shora uvedeného télesa je tedy V = §b° ke 8a3k'E.
Pro b = a prejde téleso vkouli; k = 0,k = 1, E = §=, V V = 4nad.

Pro b = 0 téleso se zplost{ v kruh k=1kF = 0a objem je nulovy

Pozndmka k urceni os rovinné¢ho ¥ezu na kvadratické
‘ kuZelové plose.
Jan Vysin, Praha.

Osy kuzelosetky, kterd je prisekem roviny s kvadratickou ku-
#elovou plochou, lze snadno uréiti z jejich souvislosti s rovinami kru-
hovych rezi. Plati totiz véta:

Jednoduchd kuzeloselka k budif prisekem kvadratické kuZelové
plochy 8 s rovinou g. Pak roviny kruZnic na plose S protinaji rovinu o
ve dvou osnovack primek soumérné sdruzenych podle kaZdé osy kuéelo-
 selky k.

Vyslovenou vétu dokaZeme jednoduSe analyticky. Osy sou-
stavy pravouhlych souradmc polozime do os kuZelové plochy S: jeji
rovnice pak bude

x“‘—{—ay + bz2 = 0. (1)

_Piedpokladéme-li, Ze plocha 8 je realnd, je aspoi jeden z koeficientd
" a, b zdporny. Oznaden{ os soufadnic zvolme tak, aby roviny real-

- nych kruhovych Fezii byly kolmé k roviné x = 0. Smér téchto rovin
kruhovych feztt uréfme vrcholovymi rovinami p,», které na.lezeJi
‘ do svazku kuielové plochy 8 a isotropické kuZelové plochy

o . 2 + y* + 2* ="0. ' @)
- Ro_vnice rovin u,» vyjde odedtenim rovnic (1), (2), t. j. '
(1—a)y*+ (1 —b)z*=0. (3)

S ohledem na reslnost dostaneme pro koeficienty omezeni a>1,
b<Oneboa <0,b>1.
_ Rovinu ¢ vyjadifme parametrlcky
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