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z CehoZ plyne, Ze priseifky odpovidajicich si pifmek hvézdic
ve vztahu (8) davaji kuzelosecku, a to hyperbolu, oznatenou v FeSe-
nf . M4 tuto vlastnost: spojime-li 11bovolny jeif bod, oznaéeny H,,
s bodem V, dostavime teénu v tomto bodé k uréité parabole (pro-
chazejic body V, A, B), jejiz osa je rovnob&ind se smérem H.B.
Z tohoto divodu-tesf kruznice % nasi alohu.

Pro bod B (t. j. étvrty prisecik kruznice k£ s hyperbolou #)
dostavame jako vysledek par&bolu slozenou (z pfimky VB a rovno-
bézky s touto bodem A4), coi vyplyva z vlastnosti hyperboly .
.Tato parabola ovSem nevyhovuje nasim podminkim. Uloha m4
tedy t¥i Feseni.

Pro zajimavost si uvedme pripad, kde body A, B nahradime
tecnou t s dotykovym bodem T. Refeni je zde.jednodussi, nebot
hyperbola / stdva se sloZenou ze svych asymptot (sestroji se stejné

jak bylo uvedeno vpredu. VA nahradim V7T; AB = t) a krusnice k

- se opfSe nad primérem V7. Obecns dostivime dvé jednoduché
kuzZelosetky, a abychom byli disledni, musime téZ do feSenf vziti
parabolu slozenou z dvojnisob poéitané piH{imky V7. Tim dostdvame
i pro tento pifpad t¥i feSeni, coz nebyva u této udlohy uvadéno.
Odiivodnéni posledniho tvrzeni o sloZené parabole si provede
laskavé Gtenaf sam. .

Pozndmky: 1. Ulohy zde uvedené lze zobecnit, nahradime-li
podminku: vrchol kuzelmecky v daném bods, podminkou thel
tecny a sdruzeného pruméru v daném bodé.

. . Uloha: sestrojit kuzelosetku z danych &tyt teten, z nichz
]edna, je vrcholové, neni duélni k aloze 1.

Ulohu -2. lze fesit zptsobem elementdrnim, zaloZenym
na ]mem principu. Pienechavam to étenafi. (Elementarni zpusob
feleni se provede podle zptisobu odvozeného v knize: Dr. V. Hlavaty,
Projektivni geometrie, I. dil, Praha 1944, str. 273, poudka (6,3)).

Prispévek ke konstrukci tecen a st¥edu kr1vost1
jistych | bnclrkulérmch kvartik.

Rudolt Piska, Kromériz.

1. Vytvarny zdkon, rovnice.
'Pohybuje-li se bod A4(&; 5) po kruZnici
(§—mP + (n—nf =1 (r +0), ' (1 1)

. pak trajektorie (c) bodu C, pro né&jz plati vztahy: CA4 = 04,
C4 | y, je blclrkularni kiivka étvrtého stupné. Soufadnice
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bodu C jsou uréeny podminkami -(viz obr. 1) -

z=¢& y=n+|BF 7 | (L2)
Vyloudéenim parametrit & a # z rovnic (1,1) a (1,2) obdrzime po
upravé :

(@ + y2)? — 4(na® — 2may — ny?) y + 4(m* + n?—1?) 42 = 0, (1,3)
coz je hledand rovnice kiivky.

V poditku ma ktivka
vy88i singularitu, nebot pro
y = 0 dostaneme z¢ = 0.

Z vytvarného zakona je ztej-
mé, Zze poéatek je pro vztah
m>rbodem isolovanym, pro
m =r bodem vratu druhé-
ho druhu (vyjimaje ptipad n=0)
a pro m <r realnym bodem
taknodalnim (vyjimaje opét
piipady pro m? 4 n? =12, kdy
pocatek je bodem trojnasob-
nym). '

V pifpadé m =n =0 se
kiivka rozpada ve dvé kruZnice
24+ yyr42ry=0 a a2+ y2—
— 2ry = 0. Zajimavy je vSak p¥-
pad, kdy m? 4 n? = 2. Pak (1,3)
nabude tvaru
(@ + ) + 4{na? — 2may —

—a)y =0, (L4
coZz je rovnice Sikmého troj-
listku. Polatek je bodem troj-
nasobnym a teény -jednotlivych )
vétvi kfivky jsou uréeny rovnicf. T Obr. L

(na? — 2mxy — ny?) y = 0, ' (1,5)
nebo - . o
' —m

t15y=0,,tz,3£y=——n x.

Je-lim = 0, n = » + 0, m4 rovnice (1,3) tvar

. @+ y)P—dn@—y)y =0 - (1,6)
Kiivka se nazyva p¥fmym trojlistkem a tetny vétvi v troj-
nasobném bodé maji rovnice : '
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tlEyZO: t2,3—=__y= + = (1’7)

Koneéné pro n = 0, m = r + 0 obdrZime z rovnice (1,3) rovnici

(22 + )t — Smay® =.0, - (18)

t. zv. pfimého dvojlistku. V poéitku je bod vratu s tednou
v ose z. Také osa y je te¢nou kiivky v poéatku.

2. Konstrukce te¢ny.

Pohyb bodu_ C z4visf na pohybu bodu A. Zvolime-li pro danou
polohu (viz obr. 1) za zékladn{ rychlost jednotkovou rychlost
A4 1 8,4 bodu A v ten& t, kruinice (a), pak slozka rotaéni
rychlosti A24 | OA bodu A kolem bodu O je omezena rovno-
bézkou 1424 || 04 a slozka posuvné rychlosti v 04 je vyjadiena
délkou 424, kde bod 34 je prisetik kolmice 1434 | OA s OA.

_Vysledny pohyb bodu C uréime tedy takto: Rychlost C*C 4+
# A'A tvoH jednu slozku vysledné rychlosti bodu C, druha C2C
(posuvna ve sp0]m01 ACQ) se rovné posuvné rychlosti 424 = 2414
bodu A4 ve spojnici OA4. Uhlopiitka C3C v rovnobézniku rychlosti
C'C3C?*C uréuje smér i velikost vysledné rychlosti bodu C, tedy
te¢nu trajektorie (c) pro vytéenou polohu.

3. Konstrukce norimé,'ly.

Uzitim kolmych rychlosti bodu C sestrojime normélu 7, snad-
néji nez teénu. Kolma rychlost CG otdéenf bodu C je délkou i smé-

rem rovna kolmé rychlosti rotace bodu 4 kolem S, tedy CG 4 AS,.
- Kolm4 rychlost posouvani CH bodu C v pifimce AC je CH | AC,
CH = *44.

Uhlopticka CE rovnobéinika CGEH je vyslednou kolmou
i‘ychlosti bodu C a zfejmé ze shodnosti tohoto rovnobéznika s rovno-

© béznikem C'C3C?C prostych rychlosti plyne rovnost CE L C*C.

Bod E normaly ne se viak nynf uréi velmi snadno.” Vedme
toti st¥edem S, kolmici S,B | 0A. Uzitim kolmych rychlostf bodu -
A a ze shodnosti trojahelnfki A 48,B ~ A A'4%4 je patrné,

%e BS,; L ?4'4 = GE. Otodfme-li tedy tsetku S8,B kolem S,
do polohy 8D = S,,B S.D | AO’ je patrné DE # S,G 4 AC =
=04.

Stadf tedy sestrojit_bod E norma,ly n..tak, Ze kolmici 8,8 |

| OA otoéime do S,D (na priméru kruznice (@), ktery je rovno--
- beiny s z) a od bodu D naneseme ve sméru roviiobéZném s AC délku

DE = 0A.
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4, Sestfojenii sttedu kiivosti.
Znéme-li rychlosti dvou bodd C, E normily =, dovedeme
urdit i stfed kruZnice kiivosti bodu C.
Urcéeme nejdfive rovnici trajektorie (e¢) bodu Z. Soufadmce
bodu E vyhovujf patrné vztahtim - '

x=m+1§;§ :

Da. (4,1
Déle ale plati
—én
SeB = a O4 = ]/52 ¥ P (4,2)
18+n
Maji tedy rovnice (4 1) tvar
ml/c? +7* +mm—én
. Vexp = (4,3)
Ly=n+|/B g
a prvou rovnici vztaht (4,3) lze pak psati ve tvaru
g ™My —mn) + ym—in
= pr—
a po lpravé. :
_ fn —nqm = — (x —m) (y —n) (4,4)
a podobnou upravou rovnice (1,1) dostaneme druhy vztah
 28m + 29m = (y — n)? 4 (m2 4 n2—12), (4,5)
Resenfm rovnic (4,4) a (4,5) dle £ a % obdrzime
fo—mE—m) . g—n) fmly—npt ¢ —r]
= : oa
¢
(4 6)

_2mz—m)(y—mn)+nlly—np+ ¢ —r“]
2¢?

kde ¢* = m? 4 n?. Dosazenim vztahu (4‘,'6) do. rovnice (1,1) a tpra-
vou dostaneme rovnici hledané trajektorie (e) ve tvaru .

(y—nP [4 (2 —m) + (g — n)t] — 2 (y — n) (¢ + ) + (4,7j :

+ (@ — ) =0

cot je rovnice zobecnéné Bernoulhovy kvartlky Pro
=21 a po transformaci x =2’ 4+ m, y =y +n dostaneme
znamou rovnici Bernoulliovy kvartiky ve tvaru

Y (4ad ) — 6 Lt =0 (4,8)
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OvEem rovnici trajektorie (¢) jsme nemuseli odvozovat, jeZto
ji k daldimu bezprostiedné nepotiebujeme. Tim bylo jen poukdzéno
na souvislost uvazovanych kvartik se zobecnénou Bernoulliovou
- kvartikou a jina konstrukce této, nez jak byla odvozena v mém
- pojednéni: ,,Jisté zobecnéni Bernoulliovy kvartiky*, Casopis pro .
péstovani matematiky a fysiky (1946, D str. 58-62).

Teénu trajektorie (e) dovedeme uréit pomoci slozek rychlostf
bodu E ve spojnici DE a sméru na DE kolmém. Jeito bod E vykond
ve spojnici DE stejny posuvny pohyb ]ako bod 4 v OA4, je patrné
EE L S.D. Slozka E2E rychlosti bodu £ ve sméru kolmém k DE
je rovna posuvné rychlosti bodu B ve spojnici BS,.

: Pii otadenf spojnice OA kolem O jest rychlost BB | OA bodu
B Gmérna rychlosti 424 bodu 4. Je tedy rychlost B*B-omezena
spojnicf @24. Bod B opisuje vSak kruhovou trajektorii (b) o stfedu
Sp, sestrojenou nad primérem OS,, takZe vyslednd rychlost BB
bodu B v teéné ¢, pii rotaci kolem S, je omezena 2B'B || OA. Posuvn4,
rychlost bodu B ve spojnici S,B pii-otaéeni této kolem S, je rovna
1B3B || 8aB, kde 3B leif na spojnici OB. Ostatné také BB  2BB.

Je tedy posuvnd rychlost E*E | DE rovna rychlosti B2B.
Uhlopii¢ka E*E v rovnobéiniku rychlost{ E*E°EK*E urtuje smér
. 1 velikost vysledné rychlosti. Tim je také znovu ukdzdna jind
konstrukce teény Bernoulliovy kvartlky, nez jak je pro-
vedena ve vySe uvedeném pojednani.

Konstrukce st¥edu kiivosti trajektorie (c) Je jiz nyni Jedno-

" duché. Stadf uréit rychlost E*E | CE, ktera je omezena spojnici
- SE*E || CE; spojnice ‘E3C protind normalu n, v hledaném stiedu
ktivosti S.. .
Stired kiivosti S, miZeme vsak uréit tez s pomoci kolmych
rychlosti CE a EF bodi C a F, sestrojenim normdly EF.

Kolma posuvni rychlost EM | DE bodu E v pfimce DE
je patrng rovna dle prede$lého S.B a kolma rychlost KN bodu E
(N na prodlouzeni DE) v rovnobgZce s x rovna se BB. V ptipads

m? 4 n® = 72 rovna se tato. rychlost S,B.

: Uhlopriéka v rovnobéinfku EMFN je vysledna kolmia
rychlost bodu E a uréuje tedy normélu n,. Stati nyni rovnobézku

- CL|| EF omezit kolmicf EL | CE a spojnice LF protne normélu

n. v hledaném stfedu kiivosti S.. Svira-li spojnice LF s normalou

CE maly thel, je uréeni prisediku S, nepfesné. V tomto p¥ipadé

- uzijeme zobecnéné konstrukce. Omezime totiz libovolné rovnobézky
CL' || EF’ kolmicemi EL’ | CE a FF' | CE. Pak spojnice L'F’
uréf na norméle n, stied k¥ivosti S..

. Konstrukce teény a stfedu kiivosti zustava nezménéna i v pri-
padech (1,4), (1 6) a (1 8) Zajimavé je v8ak zde zm&na tra]ektone
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(e). Je-li m? + n? == p? degeneruje zobecnéna Bernoul-
liova kvartika ve dvojnidsobné branou rovnobé&iku s osou x
o rovnici (y — n)2 = 0 a elipsu _

| E—mp  —nP_

7-2 472 _ AN (479)

- Z4Kkladni rovnice pro pohyb proménného rovinného
ttvaru a ‘jeji pouZiti v theorii rovinnych k¥ivek.
Zdenék Pirko, Praha.

: V pojednénf ,,Pohyb proménného rovinného ttvaru‘‘*), otigté-

ném v tomto asopise, odvodil jsem jisté velmi obecné rovnice (na-
zval jsem je ,,zobecnéné rovnice Cesarovy‘‘) a ukazal, Ze vhodnou
jejich specialisaci 1ze dospét k rovnicim, které v podstaté nejsou nic
jiného ne% ,,zédkladni rovnice Mannheimovy — d’Ocagneovy*,
z nichZ vychazi kinematickd geometrie pfi studiu vlastnosti pro-
ménného rovinného Gtvaru. Methoda, kterou jsem dospél k zobec-
nénym rovnicfm Cesarovym a odtud k zakladni rovnici pro po-
hyb proménného rovinného atvaru, byla methoda pohyblivé sou-
stavy soufadnic.

V tomto ¢lanku podavam jiné (dva) elementarni dikazy této
zdkladni rovnice a to methodou Kklasické diferencialni geometrie
a zérovell ukazuji na jinou moZnost jejtho pouZitf, totiz v theorii
rovinnych kfivek.

1. Budiz déna rovinna kfivka I" s obloukem o a s p&rametrlc-

kymi rovnicemi
§ = &(0), 1= n(o), ' ()

kdez &(a), 57(o) jsou jednoznaéné funkce parametru o v jistém spoled-
ném oboru, které maji prvni a druhou derivaci. Je-li 7 fihel, ktery
svird kladn4 tetna této kfivky s kladnou osou usedek sousta,vy,
k niz je kfivka I'rovnicemi (1) vztaZena, tu platf nejprve £’ = cos 7,

7' = sin 7 &ili &2 4 7’2 = 1 (jestliZe jsme akcenty oznadili derivace
podle oblouku o) a tedy '
- §£¢ +n'n" = 0. : . (21)
Déle ze vztahu tg v = %’ : ¢ plyne . v
. e = (24)
Z obou rovnic obdriit_ne , oo~

E” — nltr’ 7]" . 5’7’- . (3)
-*) Casopis pro pést. mat. a fys., 71 (1946), 71—177. - '
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