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0 dvojdotykovych kruZnicich kuZelosetek.

Napsal prof. J. Melichar v Kromérizi.

1. O kruznicich dvojdotykovijch, niajz’cz’ch stredy na hlavni ose
kuzelosecly.

Jednotlivé kruznice této soustavy sestrojime, poloZime-li
danou kuZeloseékou, leZici v roviné =, rotatni plochu kuZzelovou
. nebo vélcovou a do této vepiSeme Fadu ploch kulovych, jez
budou protinati rovinu = v soustavé kruznic L, dotykajicich se
dvojnésobné dané kuZelosetky, jezto plocha kuZelovd nebo vél-
covd ma s kazdou plochou kulovou vepsanou za vzdjemny pri-
sek dotyénou kruznici, jeZz zajisté, jakoZto prisetnd ¢dra obou
ploch, bude prochézeti priseénymi body obou prisekid téchto
ploch, s rovinou =; Ze priseky tyto se navzdjem dotykaji, patrno
z toho, Ze jeden z nich — dand kuZelosetka — je vlastné obry-
sem plochy kulové a druhy, kruznice L, je primétem povrchové
kruznice téze plochy kulové pro stied promitini, lezici ve stfedu
plochy kuzelové.

1. Je-li kuzelosetka ellipsou o osich aa,, bb,, vedme Ji
rotatni plochu vdlcovou (obr. 1.); osa jeji O bude asymptotou
hyperboly, leZicf v roving& », kolmé ku = a majici za vrcholy
hlavni osy ohniska a za ohniska vrcholy dané ellipsy; sestrojme
sklopeny fez plochy vélcové rovinou » a sklopeny primét do »
nékteré vepsané plochy kulové &, o stfedu k,; jeho tétiva na
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pHmce X, priseénici to rovin », », je primérem dvojdotykové
kruznice L,, jejiz dotytné body #¢, s ellipsou jdou bodem 1.

Zvlastni ptipady vepsané plochy kulové jsou:

a) jde-li plocha kulovd K, ohniskem f, pak dotykd se
v ném rovina =, a ohnisko f je tudiZz nekone¢né malou kruiz-
nicf, majici s ellipsou dvojnasobny dotyk, pii ¢emZ spojnice do-
tyénych bodi jde bodem p; z pravodihlého A opk, vychdzi, ze
0a? = o—f .op;

Obr. 1.

b) dotyka-li se plocha kulovd K, plochy vélcové ve vrcholu
a, takZe protind rovinu = v kruznici L,, jejiz oba doty¢né body
8 ellipsou splyvaji ve vrcholu @, kruznice L, m4 pak s ellipsou
ve vrcholu a spoletné 4 nekoneéné blizké body a sluje hyper-

oskulaéni; jeji polomér sa — r urten je z pravodhlého A\ oak,
2
hodnotou —ba~, jsou-li @, b poloosy ellipsy, jeito ak, = b.

Plochy kulové, majici své stfedy od %, do %,, protinaji =
v kruZnicich redlnych, jejichz body dotyéné s ellipsou jsou ima-
gindrné; jejich spojnice jsou reilné a probshnou délku od a do
p. Plochy kulové o stiedech od %, nahoru protinaji = v imagi-
ndrnich kruznicich; spojnice dotyénych bodd jsou viak redlné.



551

7 poznaného snadno Felime ulohy:

a) sestrojiti dvojdotykovou kruznici ellipsy, mé-li dany
stfed na hlavni ose, ¢ili danym bodem hlavni osy vésti normaly
k ellipse;

b) danym polomérem sestrojiti k ellipse dvojdotykovou
kruznici na hlavni ose; stted pomocné plochy kulové je nad X
ve vysce rovné odvésné /\, jehoZ prepona je poloosa b a od-
vésna dany polomér;

¢) danym bodem na hlavni ose sestrojiti dvojdotykové
kruZnice ellipsy; zde jde vlastn& o sestrojeni pomocné kruZnice
o daném poloméru, jejiz stfedy jsou na piimece O a jeZ md pro-
chédzeti bodem danym, coz jednoduchd zndm4 tloha dvojiho feseni.

[N 0

Obr. 2.

2. Je-li kuZelosetka hyperbolou o osdch aa,, bb, (obr. 2.),
Jest geometrickym mistem stfedd ploch kuZzelovyeh ji vedenych
ellipsa v roviné kolmé » o vrcholech £, /, a ohniskdch a, a,,
takZze sklopend tato ellipsa ma za vrcholy malé osy body &, ?,.
Vedme hyperbolou plochu kuZelovou, majici za sklopeny stfed
vrehol b, osa O bude pak rovnobéznd s X. Libovolnou dvojdo-
tykovou kruznici tu lze op&t pomoci vepsané plochy kulové K,
snadno sestrojiti; pii ploSe kulové X,, dotykajici se = v ohnisku
f, opét dochdzime k témuZ vyznamu ohniska jako pfi ellipse;
z /\ pravouhlého bgk, jde opét oa, = of . op, nebof bg = «a
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Plocha kulovd K., jdouci vrcholem, d4 opét hyperosku-
lagni kruznici L, hyperboly, jejiZ polomér as — r urditi lze
2

z pravoihlého A lak,; hodnotou —ba—, jezto b je vyikou na pie-

ponu a a, r fuseky jeji; trojihelnik tento je vSak shodny
.8 /\ oa's, pfi temZ oa’ je asymptotou dané hyperboly, takze
zndmé sestrojenf stfedu s hyperoskulaini kruZnice hyperboly
se tu potvrzuje.

Plochy kulové, majici stiedy od %, do %,, poskytnou dvoj-
dotykové kruZnice redlné s imagindrnim dotykem; plochy ku-
lové- se sttedy od &, do & (pro pravou polovici hyperboly) daji
pak dvojdotykové kruZnice imaginirné, spojnice dotyénych bodi
v obou pifpadech jsou v3ak redlné.

Reseni tloh a), b) je velmi jednoduché; pii tloze c) jde
o sestrojenf kruZnic majicich tetny ha, ba, a jdoucich danym
bodem; FeSenf dvojznalné.

3. Je-li kuzelosetka parabolou o vreholu @ a ohnisku /£, po-
lozme ji rot. plochu kuZelovou, jejiZ osa tvofi s osou paraboly
thel 45"; stted jeji bude pak na kolmici ku = jdouef vrcholem
a ve vy§sce rovné dvéma af. Viechny vztahy kruznic dvojdoty-
kovych jsou obdobné jako diive, zejména podotknuto budiz, Ze
kruznice hyperoskulaéni ve vrcholu a ma polomér rovny dvéma af.

Regenf tloh ), ¢) jako dfive; tlohu 1) feSme tu pouZitim
poulky, Ze subnormdla paraboly je rovna parametru, t.j. dvéma
af, jde pak vlastnd o sestrojeni priisediku paraboly s rovmo-
bézkou s jeji osou ve vzddlenosti rovné odvésné A\, jehoz pre-
pona je dany polomér a odvésna dvojndsobnd délka af; pri-
sefik najdeme snadno pomoci piimky Fidicf.

IL. O kruZnicich dvojdotykovych, majicich stied na vedlejsi ose.

K soustavé t&chto kruZnic snadno dojdeme, hleddme-li
geometrické misto bodd v prostoru majicich stily pomér vzda-
lenosti od pevné pfimky P a bodu f£.

Zvolime-li na P bod ¢, bude geometrické misto vSech
bodd v prostoru, majicich stdly pomér vzd4lenosti od bodd £, ¢,
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plocha kulovd K nad primérem mn, jehoZ body m, n leZice na
spojnici 7¢ maji dany pomér vzddlenosti mf:mq = nf: nq.

Jezto ndm jde toliko o body, majici tento pomér vzdale-
nostf od pfimky P a bodu £, budou takové body leZeti patrné
v roving jdouci bodem ¢ kolmo ku P, t. j. na té povrchové
kruznici plochy kulové K, jejiz primét do roviny Pf je tétiva
tt, kolmd ku P.

A, A
m P
k
NS
t.q(_f__A_ o
] AN
n,_ T T
o
f, 2 — P /3 f
Obr. 3.

Probé&hne-li zvoleny bod ¢ piimku P, vytvoii body ¢, ¢,
ellipsu neb hyperbolu, jeli stily pomér vzddlenosti vétsi neb
mendi nez 1. Tvrzeni toto dokdZeme v obou piipadech v pod-
staté " stejnfm zpisobem i postupem. Zvolme piipad druhy;
vedme spojnici pq (obr. 3.), na ni* najdeme body mnr hovici
uméfe: )
mq : mf = nq : nf; body ¢, t, rovnéz daji tméru

tq 1 tf = t,q : t,f, v niz zdménou vnitinich &lend hude
tq:t,q=1tf:¢,f, cok svédii o rovnosti thli w, w,, oblouki
nt, nu a Ghli o, ,, kdeZ «, je obvodovy thel nad. obloukem
ut a «, sttedovym thlem nad polovitnim obloukem wun. Uhly
@), a, maji ramena navzdjem kolm4, proto ¢, — e, a také o, —«,.

K stejnym polovitnim stiedovym Ghlim g+ e, a 8+ o4
nélezi stejné tétivy nn,, ut;, z tehoz ndsledkem rovnosti délek
ft, fu vychdzi, ze ft, — ft = ut, = nn, = aa,, je-li

nal||na, || P a fa 1 P.



564

Utinime-li déle Zo||P a of, = of, bude ndsledkem rovnosti
tihlopfitek rovnoramenného lichob&Znika #¢,f,f patrna rovnost
fit — ft = aa,. Jeito pak body jsou stdlé pro vSechny body ¢
zvolené na P ndsledkem stdlosti poméru uréujictho body mmn,
jez budou na piimkich A4, A4, rovnob&znych s P, vytvoii body
.1, t, hyperbolu o ohniskich £, f/, a vrcholech aa,; P sluje
piimkou ¥dfci; z kruznice nad primérem aa, patrna rovnost
0a® = of . op, ¢imz P nabyvd vyznamu poznaného v &asti L
Hledané geom. misto je zde tudiz rotatni jednoplochy hyper-
boloid (nebo pfi poméru vét§im nez 1 splodtély ellipsoid).

Kruznice K se hyperboly této v bodech t, ¢, dotyka.

Rovnost uhli o, o, ukazuje na rovnost tétiv fv, uf, ;
soumérnost obrazce ku piimece ko svédii o rovnosti tétiv w?,,
tu,, z tehoZ srovninim s dfivéjsi rovnosti jde rovnost tétiv tv,
tu, ; ahel téchto rovnych tétiv je zajisté pilen polomérem jdoucim
spoleénym jejich bodem ¢, t. j. polomér k ¢ pili vedlej§i dhel
privoditi £t, f,t a jest tudiz normdlou hyperboly, &ili kruznice X
dotykd se hyperboly aa,ff, v bodech ¢, .

Dvojdotykové kruznice hyperbolyneboellipsy,
majici své stifedy na vedlejsi ose, maji za priméry
iseky paprskového svazku ostfedu vohnisku mezi
vrcholovymi teénami; spojnice dotyénych bodd
jdou priseéiky ptimky fidici s jednotlivymi pa-
prsky.

Refeni znamych tloh a), b) je tu velmi jednoduché; pii
b) najdeme smér paprsku jakoito pieponu /\ o odvé&sné oa a
pfeponé rovné znimému poloméru hledané kruZnice. Pfi ellipse
ve vrcholech malé osy dostaneme kruZnice hyperoskulaéni;
'z pravothljch trojihelnikdi podobnych a rovmob&znych, jejichz
jedny odvésny rovnobéiné maji délky R (polomér hyperosku-

laénf kruznice) a / (jdouci ohniskem); odvésny druhé, lezici na
2 e . 2
vrcholové te¢né, maji délky %— a % —e & %; ze stejnych

. a? b% a?
poméri odvésen R : b — Py jde, ze R =5 -

Pfi hyperbole jsou pro vSechny paprsky kruznice redlné
se dotykajici; pfi ellipse vétSina md dotyk imaginirny.
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Ulohu ¢) fefiti tu mozno snadno ve znéni obecn&jiim: se-
strojiti dvojdotykovou kruznici kuZelosetky o stiedu na vedlejf
ose, aby prochdzela libovolnym bodem. Hledand kruZnice jde
soumérné leZicim bodem k vedlejsi ose; svazek kruZnic o té&chto
dvou bodech sete vrcholové tetny 4, 4, ve 4 bodech, jejichz
spojnice, jdouei stfedy jednotlivych kruznic, obaluji ellipsu nebo
hyperbolu, jejiz ohniska jsou stfedy svazku a vrcholové teény
piimky 4, 4,. V piipadé, Ze bod hledané kruZnice je na ve-
dlejsi ose, bude tato obalovd kuZelosetka kruZnici, jeZto obé&
ohniska jeji splyvaji.

Reseni tlohy ¢) pro dany bod na ose i mimo osu pieve-
deno na vedeni teten ohniskem f ku pomocné Kkruznici nebo
kuzelosetce obalové; feSeni zajisté jak jednoduché tak krisné
zdroveii.

Jde-li o sestrojeni kruznice dvojdotykové o stfedu na
hlavn{ ose a jdouci libovolnym bodem, mysiime nad danou ellipsou
jakozto merididnem rotaéni vejéity ellipsoid. nad hyperbolou
dvojplochy rot. hyperboloid a nad parabolou rot. paraboloid;
na téchto plochdch najdeme takovy ellipticky fez, jehoz primét
do = je kruznice — zajisté dvojdotykovd s danou kuzeloselkou.
K tomu cili zvolme nékterou dvojdotykovou kruZnici (u ellipsy
zajisté o poloméru b, u hyperboly a paraboly kruZnici hyper-
oskulaéni); v préiseénych bodech této s hlavni osou vedené kol-
mice ku = protinaji kolmy merididn v bodech, jejichZz spojnice
(pfi zmin&né volbé u ellipsy jdoucf stfedem, u hyperboly a para-
boly jdoucf vrcholem @) jsou priméty hledanych 2 pomocnych
Fezi do roviny tohoto kolmého merididnu. Bodem na povrchu
plochy, jehoz primétem je dany bod, vedme roviny rovnobézné
$ témito Fezy (pomoci roviny rovnobézné s kolmym merididnem);
roviny takto vyhledané sekou plochu v ellipsdch, jejichz priméty
jsou hledané kruZznice dvojdotykové (stati oviem najiti priméty
jejich stredi).
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