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Dodatek. Provedenych nékolik piikladi staci zajisté dplné
k pozndni zplsobu FeSeni; odporutuji ¢tendii, aby sdm se pokusil
o sestaveni a feSeni nékterych tloh maximo-minimdlnich. Necht
uvaZuje na pi. rozmanitd télesa (kuzel, vélec, jehlany a hranoly
atd.) do koule vepsand nebo kouli opsand, jez maji nejvétsi
(nejmensi) mozny obsah nebo nejvétsi (nejmensi) mozny povrch;
rovnéZ jsou zajimavé otizky, tykajici se trojuhelniku urteného
dvéma ¢dstmi, jehoZ obvod nebo obsah nebo nékterd ¢dst md
byti co moznd nejvétsi; totéZz pro Ctyfdhelnik urteny Ctyfmi
¢dstmi atd.

Piedkliddm ¢tendfi mimo to k feSeni tyto tii ponékud
slozitéjsi piiklady, jichz sprivné a tplné feSeni vyzaduje vedle
znalosti poutek o differcncovini také trochu obratnosti a trpé-
livosti: -

1. 7 okna leziciho + metrid nad ulici pozoruji chodce vysky
{m, jenz krdti uliei ve vzddlenosti d m od domu (a s domem
rovnobézné). V kterém misté jevi se mi chodec¢ v hlu nejvétsim ?

Upozoriiuji, ze dle volby ¢isel v, {, d mohou nastati pii
feSeni razné piipady.

2. Bodem m lezicim ve vodorovné roviné vedené stiedem
koule o poloméru r jest poloziti rovinu, po niz by téleso, pa-
dajic z bodu s, dospélo k povrchu koule v dobé co nejkratsi
(vzddlenost bodu m od sttedu d << r). Jest provésti geometrickou
konstrukei této roviny.

3. Do rovnoramenného trojihelniku o dané zdkladné a vysce
jest vepsati ellipsn, jejiz jedna osa by leZela v ose trojuihelniku
a jejiz obsah by byl maximdlni. ZvldStni piipad: trojuhelnik
rovnostranny.

Poznamka vedakce. Z usneseni vyboru J. C. M. vypisuje se na
“nejlepsi Feseni techto I uloh zvlastni cena: [ vytisk Weyrova Differen-
cialniho poétu.

Teény dvou kruh.
(P. Rajmund FiSer.)

Obsahem pojedndni tohoto jest jednak kriterium, kdy jsou
souiadnice vSech osmi styénych bodd spoleénych teten dvou
kruha vyjidieny &isly raciondlnymi, jednak ndvod rovnici takovych
dvou kruh@t sestaviti.

91%
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Jsou-li dény kruhy K, (py, ¢y, 1) @ Ky (P, 4o, 7,) — kde je
vyjddfeno v3ech Sest soutfadnic C¢isly raciondlnymi — najdeme
rovnici teten zptisobem timto:

Piimka p=2xcosp + y sin ¢ — t = o jest telnou daného
kruhu, kdyZ vzddlenost jeji od stiedu kruznice se rovnd (absolutné)

- poloméru. Je-li pifimka p te¢nou dvou kruznic, obdrzime rovnice:

picosp+q, stnp —t =+ r,, (D

Py COS P + q, St P — t = -+ 7,. (2)

Je-li dand piimka vnéj§i teCnou obou kruZnic, musi stdti

v pravo stejnd znaménka, bud positivni, neb negativni. Chtice

stanoviti rovnici vnéjSich te¢en, musime vypocitati velitiny:
cos @, sin@ a t, pii temz FeSiti jest tento systém rovnic:

P oS+ g, sing—t=r,, (3)
P3 cOSP o Sin P — =7, (4)
cos? @ -+ sin? g=1. ®)

Vyloutivie z téchto rovnic velitiny ¢ a sin ¢, zjedndme

si rovnici:
[(P1 —12)* + (61 — g2)*] cos® @ — 2(p, — po) (r;, —173) COS @

‘ + [((ry — 7)) — (¢, — 22)*] = 0. (6)

Maji-li soutadnice bodid styénych byti vyjidfeny tisly ra-
ciondlnymi, musi miti touz vlastnost veliiny cos ¢, sing a 2.
Z rovnice (6) mozno vypotisti cosq; racionilnou hodnotu ob-
drzime, kdyZ je diskriminanta D rovnice (6) aplny Ctverec.

D=4(p, = p,)* (ry — 75)* — 4[(p, —P,)* +

+ (0, — 22)%]. [(71_ — ) — (0, — 0)°%) (7
D=4(q; —¢)*.[(Pr — p)* + (& — ¢=)*
— (r, — 19)%]. (®)

Pii vnéjéich tetndch jsou vyjddieny soufadnice vSech ¢tyf
sty¢nych bodi, kdyZ je dle rovnice (8) vyraz

(01 — P2)* + (@1 — 92)* — (r, — 73)* 9
aplnym Ctvercem.

Podobné kriterium obdrzime pii vnitinich te¢ndch. Ptimka
p=xcosp -+ ysingp—t=20 jest vnitini te¢nou obou kruznic,
kdyz v jedné z obou rovnic (1), (2) stoji v pravo znaménko
positivnf, v druhé negativni. Majice tedy stanoviti rovnici vmti—
nich teten, musime feSiti systém rovnic.



317

p,cosp -+ q, sing—it=r, (10)
Py COSG + gy Sin @ — t == — 71, (11
cos?qp + sin?p=1. (12)

Vylouéivie z téchto rovnic ¢ a sin ¢, obdrzime
[y —po)* + (@) — g2)*] cos®* @ — 2 (p, — p,) (v, + 1p) cOS @ 4
+ [(rl + ra)g - (QI - QQ)Q] =0. (13)
Maji-li byti soutadnice v8ech Ctyl sty¢nych bodd vyjadfeny
tisly raciondlnymi, musi byti diskriminanta D rovnice (13) diplnym
Ctvercem :
D=4(q, — ¢)* - [(py —Pu)* 4+ (¢ — ¢)* — (r; + ra)g]'(14)

Jak vidéti, dostati uz podminka kdyZ trinom
Py —P2)* + (4 — @) = (ry +7y)* (15)
jest uplnym Ctvercem.

Maji-li soufadnice vSech osmi bodd sty¢nych byti &isla
raciondlnd, musi platiti soucasné¢ podminky (9) a (15). Chtice
stanoviti rovnice takovvch dvou kruhd, uzijme vztahu:

» (u*—v*) a + 2uvd (u® — 0% b — 2uva |
2 Qo N
a-{-b_[ w40t +[ u? + v? )

(16)
- Dosadime-li do této rovnice za a rozdil p, — p, a za b
rozdil ¢, — g, obdrzime:

[ o Q; ¢ ( 1 2 1 2

(y -~1Jg)-+(ql-q2)-=_[(“ v uf_z::; n(g %)}
(u* —e*) (q, — Jo) — 2uv (p, — p,) T*

+| s

Dalsi postup lze snadno sledovati na piikladé zvlditnim.
Dosadice do rovnice (17) jednou za u? — v? &slo 3, za 2uv pak 4,
po druhé za u* — »* ¢islo 5 a za 2uv &fslo 12, obdrzime rovnice:

e _ — 2
0 — )2+ (91 — q9)* = 38y —Py) _:-)_ 4, %)] -+
+[2@m 4, *,,2)]: Cas)
. ~ . . 2:
Py —p)* + (9, — g,;)g = —5 Py —1py) ‘11'312 (g9 QQ)]
. R — — — 3
- +[2(4—a 1312(77l m)} . a9
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Utiiime :
r o, = 2L T g — ) _
39 (py —pa) D209, — )

65 [@0)!

) Wy = p) +12(qy —q5) __

T = i3 =

D(py — P,y 4+ 60(q, — q,
:2)(')1 })2 ;:‘:) )O(qV q_). (21)
Z rovnic téchto jest:
32 p, —py) + H6(q; — Q.
r, = -A—JJ—-—]JV(SB————% qu_), (22)
_1py—p) —4(0 —q,) s

rg = —tLfa DLl (23)

Z rovnic téchto obdrzime pro libovolné hodnoty rozdild
Py — Po & ¢, — @ poloméry kruznic », a »,. Maji-li vSechny
velitiny vyjddfeny byti ¢isly celistvymi, nutno FeSiti soustavu
rovnic.
32(1’1 _“p'_v) + 56(% —qs) — “5"1 - (’) (24)
T(pr —po) — 4(g7 — qo) — 6D, =0. (25)
Vylou¢ime-li z rovnic téchto rozdil q, — ¢,, obdrzime:

ry =2(p, — p,) — 14r,, 4(9, —~ qy) = T(p, — py) — 6bry.

(26)
Dosadime-li do téchto rovnic
P—p, =344 a r,=1-+ 4,
obdrzfme tyto hodnoty
Py —p, =3+ 4u, 1y = — R 4 8u — Db, @7)

g, — Qs =— 114 Tu—6dv, r, =1+ 4v.
Dosadime-li v rovnmicich (26) za p, — p, = 2 + 4u,
r, =2 -+ 4v, obdrzime:
S Py~ Pp=2 -+ 4u, r, = — 24 4 8u — Hov,
G —qe=—29+4 Tu—6bv, »,=2- 4.
Volice v rovnicich (27) a (28) za w,a,0 libovolnd &isla ce-
listvd, obdrzime dvé kruznice, pii nichZ soutadnice viech osmi
stytnych bodi jsou vyjidfeny ¢isly raciondlnymi. Obdrzime-li

(28)
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za r, a r, C(isla negativni, volime za poloméry hodnoty abso-
lutni, coz je vzhledem k vyrazim (Y) a (15) dovoleno. Dosadice
v rovnicich (28) za v —= —3, v —= — 1, obdrzime, p, —p, =
—10, ¢, — 9, =15, r, =8, r, = 2; témto podminkdm vyho-
vuji ku pi. kruZnice K, (— 6, 7, 8) a K,(4, — 8, 2).

Rychleji dojdeme cile, pouzijeme-li vzorce

(ab + ed)? + (ac — bd)* = (al — ed)* + (ac + b)2. (29)

Dle tohoto vztahu obdrzime ku pf. rovnici

704 92 =3 4 112
Volime-li
P—pe=T, ¢ — =", r—ry=3, r+r,=11,

jsou obé podminky (9) a (15) splnény a kruZnice, jez ob&ma
podminkdm vyhovuji jsou ku pi. K, (4, 4, 7), K,(—3, — b, 4).

V rovnici 72 + 9% =32 4 11% moZno téz voliti p, —p, =1,
4 — =09, r, —r, =3, r, +1r, =9, pii temz jsou téz obé
podminky (9) a (15) splnény; vzhledem k tomu obdrzime kruznice
K, (4,4, 6), K,(— 3, -—5,3). Utinime-li ve vyraze (15)

(ry + 7)) =(py — 2.+ (@1 — ¢5)°

splynou obé vnitini teény v jednu; maji-li byti v tomto pii-

padé vSechny soufadnice obou kruznic vyjidfeny ¢isly celist-

vymi, musi p, — p,, ¢, — .. », + 7, byti &isla pythagorejskd,

ku pt. p, —p, =5, ¢, — 1, =12, 1, +r,=13. Je-li r,—r,=H,

obdrzime kruznice K, (3, — 6,9) a I, (— 2, 6, 4). Je-li ve vy-

raze (15) (ry +7r)*=>{p, —p)*+(¢» @)% Jjsou vnitini

tetny nemozny; maji-li soufadnice sty¢nych bodi vnéjsich teten

byti ¢isla raciondlnd, musi byti vyhovéno podmince (9). K tomu

utelu volme dva libovolné Ctverce, ku pi. 2% 4 7% a ulitime

r, — 7y =2; zvolime-li r, 47, =28, jsou vnitfni tetny ne-

mozny. Takové dvé kruznice jsou: K, (3, 5, 3) a K,(1, — 2, 5).

Nejsnadnéjiim zpisobem lze obdrZeti vSech esm sty¢nych

bodl s raciondlné vyjadienymi soufadnicemi, kdyZ zvolime soutet

dvou libovolnych ¢tvercd ku pt. 324 9% a utinime p, —p, =+ 3,

4 —¢=+19 r—r,=3, r,—r,=9; v tomto piipadé
jsou podminky vyjddfené v (9) a (15) splnény. Obé kruznice

maji vak tu vlastnost, Ze jednak polomér jedné je vzhledem

_k poloméru druhé kruZnice piili§ malym, jednak Ze obé kruz-

nice se blizko sebe nachdzeji.
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Ku konci budtez uvedeny nékteré tlohy:

Kl a Kﬁ K| a Krz
(17, 3, 6) C(—3,—2,9 (17, 3, 8) (—38,—2,3)
(67 4; 5) (— 5) - 37 6) (8a 47 6) (— 5} 3, 5)
(3, 3, 4) (—5,2 3) 6, 2, 5) (—5, —1,2)
B, —2,6) (—17,—1,4) (6,7, 8) (—17,1,5)
(—3,2,3) (2, — 3 4) (— 5,37 (2 —6.4)
4, —17,7 (—1,0,6) 3.6,9) (—2, —6,4)
1, —6,4) (4, —1,3) (1, 6,5) (—1,—2,3).

0 elektrickém vyboji ve ziedénych plynech.

Studujicim stfednich skol napsal M. Otta, gymn. professor na Kr. Vinohradech.

Pri vykladech $kolskych lze pozorovati, Ze v nadpise uve-
deny oddil z nauky o elektfiné se zékim velice zamlouvd, tak
Ze tito jevi znaény zdjem pro vkazy, které pii elektrickém vy-
boji nastdvaji. Ponévadz pak kniha ucebnd obsahuje velmi médlo
o zjevech téchto, odhodlal jsem se napsati tyto fddky a doufdm,
Ze budou vlidné piijaty témi, jimZ jsou urceny.

Indukované proudy, vedeme-li je ze sekunddrni civky vel-
kého induktoria Ruhmkorffova ke dvéma konduktortim, které ve
vzduchu_jsou postaveny isolované, objevi se vybojem elektrickym
mezi obéma svoditi. Vyboj ten podobd se disruptivnimu vyboji,
ktery mozno pozorovati p¥i pokusech influenéni elektrikou Wims-
hurstovou. Lisi se vSak od ného tim, Ze jest mohutnéjsi a skvé-
lejsi a po pfipadé i doskoku znatnéjsiho, coz snadno nahlédneme,
povdzime-li, ze vyrovndvaji se tu vétdf mnozstvi elektrickd a
rozdil potencidlu jest vétsi neZ pii vybojich obylejné influentni
elektriky. Tvar takového vyboje upomind silné na blesk, s nim#
jest téze podstaty.

Podoba vyboje toho viak se valné pozméni, vybfji-li se
indukované proudy prostorem naplnénym zfedénym plynem, &ili
jak krétce ¥kdme, prostorem zfedénym. Prostor takovy miZeme
si zjednati tim, Ze pfitavime ke rtutové vyvévé vilcovitou tru--
bici nebo kulovitou nddobu sklenénou, v niZ plyn obsaZeny po-
stupné 2fedujeme. Trubice takové maji tvar riizny a sklddaji se -
v podstaté z nddob sklendnych, do kterych jsou zataveny dva
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