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Příloha k Časopisu pro pěstováni mathematiky a fysiky. 

Theorie maxim a minim. 
Úvod k počtu differenciálnému píše dr. B. Bydžovský. 

(Dokončení.) 

Je jasno. že věta zůstane správnou, jestliže některá (nebo 
i všechna) znaménka se změní v opačná; lze tedy říci, že de­
rivace algebraického součtu funkcí obdržíme, differencujeme-li 
každou funkci o sobě a výsledky sloučíme. 

Jako zvláštní případ budiž uvedeno, že při differencování 
výrazu 

y —f(x) -f- a, kde a je lconst. 

tato konstanta vypadne; tedy 
y'=f(x). 

11. y = of(x), kde a je lconst. 

Jy af (x + /ix) — ctfjx) f(x + Jx) — / (x) 
Лx "àx àx 

.a tedy 

đx dx. 
t. j . konstanta i po differencování zůstává činitelem 

12. Shrnutím dosavadních výsledků nabýváme možnosti, 
differencovati libovolný mnohočlen, i takový, který obsahuje 
sinus a cosinus, nebo druhou a třetí odmocninu proměnné x. 

Příklady: 
<*) y = 3s 5 — \x* — \/2 . x* + 0-Ol.z2 — 2ax +m 

y' — 15a4 — 2x3 -*3 V2-: # 2 + 002# — 2a 
20 
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b) y zzzaSjx — -\Jx + bx 

y =—ÍTZ — vř + h 

3 V*2 V * 
c) y zzza sin x + & cos a? 

yř zzz a cos x — & siw X. 

13. ! í = / i (*)•/.(*) 
fty _ / i (a? + .43?)/a (a + .4a?) — /, (a:)/,, (a;) 
Ja? //a; 

Čitatel lze přičtením a odečtením výrazu 
f2(x)fx(.K + Jx) 

uvésti na tvar 
/, (*+z/a?) /„ (a? + Jx) - /, (a? + /#*) / , (a?) + }\ (x + áx) f.2 (x) 

- / . ( * ) / » ( * ) 
a psáti 

čili 

Jy _ A (* + -**) [/. (g + ^*) - h (*)] 
Ax dx 

+/•(*)[/,(-'+--'•*)—/i(«Q] 

.4a? 

. /, (* + Jx) —/, (X) 

+/»(*Y zfø 

a tedy 

^ = / i ( * ) / . ( * ) + / f l (*)/í-r); 

což se psává také: 

je-li 
y zzz u . Vy kde u, v jsou funkce xT 

y = ««/ -f- u\\ 

14. y zzz - . 
v 

Ti) lze psáti 



299 

Differenciálný kvocient obou stran musí býti stejný; pro 
levou stranu užijeme pravidla právě odvozeného: 

yvř -f- vy' = u'. 
Z toho 

?z =
 u'—yv' 

J v 
Avšak za y dosadíme; obdržíme 

vu' — uv' 
y 

v 
15. Stává se, že funkce neobsahuje proměnnou x jedno­

duchou, nýbrž v nějakém výrazu algebraickém. Na př. 
y = (x* - a2)3. 

Ditferencování bychom mohli provésti tak, že bychom třemi 
skutečně umocnili a pak differencovali, tedy 

y = x6 — 3a2*4 + 3a4^2 — a6 

y' = 6x5 — 12a2x3 + 6a4#. 

Lze však si počínati také tak: položme 
s 2 — a2 = z. 

Pak 
Ay Ay A z 
Ax dz ' Ax? 

což je totožnost samozřejmá; obdrželi jsme pravou stranu z levé 
tím, že jsme dělili a zároveň násobili veličinou Az. I je dále 

Jx 
t. j . 

lim ~r- = lim [^ • — | = lim ^- . Um —- . 

Avšak 

tedy 

dy dy dz 
dx dz ' dx 

y = * a a Џ = Зг2 

йz 

z = x2 — a2 a — = 2x, 

J-- = З ^ . 2x = 3 (я2 — a*)2. 2fc, 

90* 
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V jiných případech nelze způsobu prvého vůbec užíti; 
na př. 

y — \jr+~ť. 
Ale užijeme zase substituce 

z=l + x'\ • 

Opět bychom ukázali, že 

dy dy dz 
dy dz ' dx ; 

t. j . 
^ = - 1 _ . ilx = ~JC---

t 

d* 2\/s ' ' \/I +xv 

X příkladu 
y = sin 2x 

lze bud psáti 
y •= 2 sin x cos x7 

a tedy 

y' = — 2 sin x . sin .x + 2 cos x .cos x= - 2 srn2 x -f- 2 cos'2 x 
= 2 005 2#, 

aneb položiti 2# = z; pak 

% dy dz _ ,4 _ 
-.i- = -—- • -7- = cos z . 2 = 2 cos 2#. a# a# dx 

Pravidlo odtud odvozené je tedy: máme-li differencovati 
funkci, jež obsahuje x ve funkci jiné, differencujeme funkci 
první, jako by funkce v ní obsažená jbyla proměnnou, a differen-
ciálný kvocient tak vzniklý násobíme differenciálným kvocientem 
dle x funkce druhé. 

Píšeme 
y=f((f(x)) 
y'=f .<p'. 

Několika příklady uacviCíme pravidla uvedená. 

l- "y = !£ = *-"> ,;..', 

kde n je číslo eéíí&tvé kladné.- Užneme vzorce pro differencování 
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podílu. Zde jest 
u = 1. v = xn 

u' = O, v' = nxrt-1 

, u'v — uc n „ 1 

y = - —&- = T̂TV = — v*—1 • 
Avšak — w je původní exponent, — n — 1 je exponent 

snížený o 1; i je patrno, že pravidlo uvedené pro differencování 
mocniny na str. 193 platí pro n kladné t i záporné. 

2. y = (a + bx) (c — dx"). 

Užijeme vzorce pro differencování noučinu ; klademe 

u = a + bx, v =-c — dx~ 
a tedy 

u' = b v' = — 2dx 
y' = — 2dx(a + bx) + b (c — dx°+ . 

3. • y = (x —.?>) (x — 2) (x — 1). 

Zde opět 
u = x — 37 v.= (x — 2) (x — 1) 

•••r.u'-= 1, -v' = ix:]rr 2) . 1 + (r — 1) . 1 — 2x --H 3 
: r y' = (2x — 3r '(# - 3) -f (x - 2) (i — 1); - -• ' * 

A a + bx 

Dle vzorce pro differencování podílu: 

u = a + bx ^v = a + dx 
u' = b ; v' = d 

, b(c + dx) — d(a + 'bx) bc — ad 
y = — (c + dxY (c + dx) _Ґ 

- ía + bx\" 

Pokládáme výraz v závorce za novou proměnnou a užijeme 
pravidla nahoře vysloveného::

 ? 

( a + bx\w-* bc— aá 
c+d±) ' (c + dx) 

— ad 
T 
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a + bx1ł 

9 = 
, xm . n 

У — 

xш 

xm . nbx1l~l — mxm~~l (a + bx") 

x*"1  

(n — m) bxn+m~l — amxm~l (n — w) bxH — am 
— X2m — ^ + í "" 

7 _ a2 + x2 

y — (jp + x*) (C» + a*) • 
Differencujeme jako podíl, nezapomínajíce, že jmenovatel 

je součin 
y' = 

2x (ž>a + x*) (ca + x2) - (a* + s8) . [2a(cg + a;2) + 2* (b" + «-)] 
(6-+ .s-)?(c-•+«:-)-

, ' — -*(ft'ca — a '6 ' — « y - 2a2.c^—_**) 
?/ — ( 6 - + * - ) - ( c - + *-)-" 

8. t/ -= ÍCV-^ 

^ = ^2W + V í = ^ V í : 

9. y - \ ' í + ~ í \ 
Pokládáme (a + #n) za proménnou # a užijeme pravidla 

o differencování funkce jiné funkce: Podrobné provedeno je 

y = \Jz 

ii L, 
dz ~2\Jz 

dy dy dz 
dx r dz dx 

z = a + x" 
ÍB 
clx 

a tedy 

Na i*. 
2 \Ja + a:-

y = V'l + **• 
, • x , 

9 = Д/l + ж-' 



303 

10. У = 
1 

- v* 
Differencujeme jako podíl: 

u — = 1, V = • V.Ғ 

u' = o, v' = 
1 

2V 

У — 
2V; 
1 

11. y=w 
Dle návodu předchozího příkladu ve spojení s výsledkem pří­
kladu 8.: 

V 2V* 6 ' 

12. y 

3 

7 
i 

13. y 

У' = Wx*' 
1 

VLҒ* 

14. y = 

3 • Vx' 
x 

ӯjTŤ^' 
ť= 

(l + o ; 2 ) V l + ^ 
15. y zzz xn sin x 

/ zzz nxn~l sin x + xn cos x zzz xn~x (n sin x -f- x cos x). 

16. y zzz sin2 x 
yf zzz 2 sin x cos x zzz sin 2x, 

17* # -== 0os%x 
yf zzz 2 cos x • — sin x zzz — sin 2x. 
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18. 
sгn x 

y = tg x = 
cos X 

, COS X . cos x -\- sin X . sin x 1 
y — COS* X C0S' X 

-. n . COS X 

19. y == cota x = —.— 
s^n x 

1 
sгn- x 

20. y = -.-—. 

Pokládáme sm x za proměnnou a užijeme výsledků překladu 1. 

" • • . ' • • • • • ' , . • . '• n ; " '• 
?/ = r-~xi • COS X. 
J smn+l x 

Zcela podobně 

!/ = 
COSn X7 i 4 7 CO8 M + 1 X 

n 
У ~ —-̂ —> У = —гn— SIП x-

V. Druhá derivace. 

1. Můžeme nyní pokračovati ve výkladu o hodnotách maxi­
málních a minimálních. Funkce 

, ' y—f(x) 
(v. grafické znázornění, obr. 3.) nabývá některé hodnoty krajní 
pro takové re, pro něž 

f(xy^o. ' 
Kterak rozhodneme, zdali hodnota y příslušná takovému x je 
maximální nebo minimální^' Označme příslušnou hodnotu xx; 
i lze říci: f(xx) bude maximum, jestliže hodnota f(x) pro x 
menší i pro x větší než ^ bude menší, t. j . když 

f(xx +Jx)<f(x.) 
a také 

f(x1—Jx)<f(xx), 

tak Že f(xx) je hodnota vetší než hodnoty sousední. Ježťo tedyr 

když x stoupá 6d xx — Jx k xt, hodnota funkce f(x) stoupá,. 
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je patřilo, že pro hodnotu x = xt — d x musí differenciálný 
kvocient 

/ (xy - - Ax) 
býti kladný (v. str. 192). Když x dále stoupá přes #., f(x) klesá 
a je tedy differenciálný kvocient záporný (v. str. 192). I je pod­
mínka pro to, aby pro hodnotu xv funkce nabyla hodnoty maxi­
mální, ta, aby 

f(x} —• Ax) > O 
fd^ + Jxxo, "•'•'• 

je pak mimo to, jak víme, fř(x1) = 0. Vidíme tedy, že, když 
x stoupá od xx — /Jx přes #, ku x1 -f- dx, f (x) klesá od hod­
noty kladné přeš nullu k hodnotě záporně. Avšak f (x) je právě 
tak funkcí x jako fix) (v. naše příklady, nahoře provedené); 
i platí tedy i zde pravidlo, že, když funkce klesá se stoupajícím x, 
její differenciálný kvocient je záporný; i je,tedy differenciálný 
kvocient funkce f (x) záporný pro x = x1. 

Nazýváme differenciálný kvocient differenciálneho kvocientu 
druhým differenciálným kvocientem funkce původní a značíme jej 

Obdržíme jej, differencujeine-li f (x) ještě jednou dle pravidel 
nahoře uvedených. 

Jě tedy podiňínka, aby pro x1 původní funkce nabyla hod­
noty maximální ta, áby její druhý differenciálný kvocient pro xx 

byl záporný. 
Má-li naopak f(x2) býti hodnota minimální, musí .'• 

f(xq — Jx)>f(xJ .' 
f(x2 + Jx)>f(x2),\ 

t, j . , když x stoupá k xily funkce klesá a tedy derivace 
f(x2— Ax)<0 

a když x stoupá přes x2, funkce stoupá a tedy 

, . : , . „ . : - . . : . . . ; . . , ; ^ . : ; . . ; / í ( ^ * . ^ ) ^ % /:. , •;,,-.• , ; w 

t.'% když # stoupá̂  od ^••—•J&'ipŤW'^^láv x$^'tá£, sťotipá 
f(x) oé hbdftoty záporné ku kladné̂  -í>ifohWi :<KVÍ v v U w 

r(xĚ)>-w^^-' :-ř'- • ••'•':v'<-jí^ 
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I nabyli jsme k rozhodování otázky o maximu a minimu 
tohoto přesného návodu: 

Funkce 
y—f(x) 

nabývá krajních hodnot pro ty hodnoty #. jež vyhovuji rovnici 

A'*) = o. 
Pro ty hodnoty x, hovící této rovnici, které činí výraz f" (x) 
kladným, má f(x) hodnota minimální, pro ty pak, jez činí 
týl výraz záporným, má f(x) hodnotu maximální. 

Ponechávám čtenáři, aby tuto úvahu si znázornil na obr. 3. 
Druhé derivace obdržíme diferencováním prvé derivace dle 

pravidel o differencování. Několik příkladů nám tu věc objasní. 

1. y = xn yř = nxn~l y" = n(n — 1) xn~-
2. y = sin x y' = cos x y" = — sin x 
3. y = cos x y' = — sin x y" = — cos x 
4. y = ax2 -\- bx -j- c 

yř = 2ax + h 
V" = 2a, 

t. j . druhá derivace funkce kvadratické je konstanta. 

5. y = (x — a) (x — b) (x — c) 
yř = (x — b) (x — c) + (x — a) ( 2 # — 6 — c) 

y" = x — b 4- x - c -f (2x — b ~ c) -f 2(x — a) 
= 6x — 2a — 2b — 2c 

6. y = tg x 

„ 2 81П X 
У = — г:— 
* С08А X 

VI. Rřfldády. 

Zbývá nám provésti na základe předchozích úvah obecných 
nékolik příkladů, které nám ukáží, jak snadno lze užitím diffe-
renciélného počtu řešiti úlohy, jichž rřoSení by jinak bylo zpra­
vidla obtížné, ne-li nemožné. 
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1. Jest nalézti reálné číslo té vlastnosti, aby jeho druhá 
odmocnina a třetí odmocnina jeho převratné hodnoty dávaly 
součet minimální. 

Je-li hledané číslo x, je funkce, jež má býti minimální 

y = \Jx + 1r-. 
\/x 

Ptáti se po hodnotě maximální bylo by nemístné, ježto y 
může nabýti hodnoty libovolně velké, volíme-li x dostatečné velké 
nebo dostatečně malé. 

Počet je sestaven takto: 
1 1 

y ~^r~~~^~ 
2V* 3\jx* 

1 1 = 0 
2 V* 3Vx* 

3\/x* - 2 V í = 0 

3\Jx* — 2\/x 
3« . x 8 = 26x3 

a3(3« . x* — 26) -= 0 .*IM = 0 

=Џí 
Pátých odmocnin je pět, reálná jediná a o tu se nám jedná; 

označme ji a-4. Ke kořenům x123 nepřihlížíme, ježto víme, že 
vedou k hodnotě y nekonečné velké. 

Abychom rozhodli, zdali pro xi je ?/ maximální nebo mi­
nimální, utvořme druhou derivaci; 

4y?' 9v^ 
Viěž — 9 V i 

B^V^V^ 

,/< = -6VŽ--9V.T* 
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Ježto jmenovatel je kladný, závisí znaménko y na zna­
ménku čitatele. 

Xi>\Jx3 -,9V?!-^ 16,VP ^ 9Ví1*. 
Sem dosadíme 

*4 ̂  У ( т ) ; 

obdržíme 
5 £> 

16 V̂ 9 - 9 V^"= 16 V ( 4 ) 9 - 9, V ( 4 ) 1 4 

=V(i)-(16-94)=1oV(f)V,. 
I je patrno, že pro 

-=V(iF 
nabývá y hodnoty minimální, ježto y" je kladné pro tuto hod­
notu. Ježto má y jediné minimum, je zároveň patrno, že tata 
hodnota je absolutním minimem, t. j . pro každé jiné x má y 
hodnotu větší. 

Tuto minimální hodnotu obdržíme dosazením x± do y: 
tedy 

:. 6 

^=V(|f+;V(|f 
2. Ze mech pravoúhlých rovňebčžnostěníí se čtvercovou 

podstavou nalézti ten, jenž při daném povrchu h má největší 
obsah. 

Nazveme hranu základny x, výšku v; pak povrch 
1c=z2x2 + 4xv 

a tedy 
_ k - 2 i a • "• 

' ~ '• ' Ax 
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Obsah rovnoběžnostěnu je 

x*v — \x{k — 2#2). 

Uvažujeme funkci 

y — xik — Ix-) 

rovnou čtyřnásobnému obsahu. 

%jf = h — 2x- - 4x2 = O 
6x°- — Je 

*=V4-

I; = TWX = VT' 

ľak 

NI 
t. j . hledaný rovnoběžnostěn je krychle. Že obsah její je maxi­
mální, ukazuje druhá derivace 

y" — — 12*, 
jež je pro kladné x záporná. 

Pro nalezené x je 

>-ir*Yir. 
•a obsah 

i= '̂Nł=(VlГ 
3. Do koule vepsati přímý kužel maximálního obsahu; . 
Budiž r poloměr koule, a ůhélpři vrcholu kužele; pak je 

poloměr základny kužele QZZI r sin a\ výška v — r(l -\- cos a\ 
1^.-3 Obsah kužele =L\XQ$V ZZ: |^r. 3 sin1 a(l -j- cos a). Ježto \nr 

je konstanta, stačí uvažovati funkci 
y zz: sin'1 a (1 -f- cos a) 

a rozhodnouti, pro jaký úhel a nabývá hodnot krajních. 

yř zz: 2 stn a cos a (1 -f- cos a) — srn3 a zz: O 
' "' ' ' \ ' '''•• • ? šm a zz: O, azz 0. 
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Pro a = O je obsah kužele roven O, tedy minimální. Další 
řešení podává rovnice 

2 cos a + 2 cos- a — sin2 a = O 
čili 

3 cos12 a + 2 cos # — 1 = 0 
- 2 + 4 c0s a = —= 

u 
c0s cťj = \7 cos a2 = — 1, «2 = 180. 

Uhlu a2 zase odpovídá hodnota obsahu nullová; i zbývá 
úhel «,. 

Z c0s ^ = | plyne sin «, = f V̂ -
?/" = 2 c0s2 a ( l -f- £0.9 a) — 2 w*2 «(1 + cos a) 

— 2 sin* a cos a — 3 sin* a cos a 
y" = 2 c0s2 a — 2 sin1 a + 2 c0s3 a — 7 srn2 a cos a 

a po dosazení nalezených hodnot 

y" = - f < 0, 

t. j . pro nalezený úhel hodnoty y maximální. Je pak 
y 3 2 
tfmax 2 7 

a obsah nalezeného největšího kužele: 
32 n r l \ 

4. Jest ulíti z kovu dutý válec o tloustce stěny d7 jehož 
obsah by byl h7 aby spotřeba kovu byla co nejmenší. 

Nazveme x poloměr vnitřní základny válce; x + d je po­
loměr vnější základny. Výška dutiny budiž v; výška válce tedy 
y + ch Spotřeba kovu co do objemu je 
7t(x + df (v + d) — TtxH = 7t(x2d + 2xvd + 2xd* + vd* + d3) 

= Ttdix* + 2vx + 2xd + vd + d*). 

Jde tedy o minitoální hodnotu funkce 
y = x* + 2rx + 2xd + vd + d\ 

Má-li dutina míti daný obsah h7 

k 
O 7 & 

%x~v = k, v = —-., 
7 TtX27 

'9 = x* + - + 2xá+—% + á\ 
* ' TtX XX* 
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Utvoříme derivaci 
2k , n7 2kd 

i/' = 2 * - ^ + 2 J - ^ -
Podmínka maxima nebo minima zní 

y' = o, 

2*-2\ + 2d-2-^ = 0 
itx1 nió 

nxx + dnx3 — kx — lul = 0 
Ttx3 (x + (?) -- A (x -f- d) = 0 

^ = — rf. 

Tento kořen nemá pro naši úlohu smyslu. 

nx3 — k = 0 

xó = -
it 

*=vi 
Pro tuto hodnotu je 

*=vi-
Příslušná hodnota y je minimální; je totiž 

J ' Ttx3 nxA 

veličina pro každé kladné x kladná. 
5. Jest zhotoviti lepenkovou krabici objemu 80 cm3, jejíž 

základna by byla čtverečná a vfko mělo výšku 1 cm, tak aby 
se spotřebovalo lepenky co nejméně. 

Budiž x rozměr čtverečné základny, v výška krabice. Pak 
na krabici otevřenou je třeba lepenky (a?a -f- 4xv) cmq. Na víko 
je třeba lepenky x* -f- 4x . 1. Na celou krabici tedy 

y = 2xa + 4x + 4xt\ 

Víme mimo to? že má býti 

«»r = 80, t. j . » = !?•. 
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a tedy konečné 

y = 2x* + Ax + . 

Tato funkce má nabýti hodnoty minimální: 

í,' = 4* + 4 - ^ = 0 

4 r r + 4a;2 —320 = 0 
x9 + x2 — 80 = 0. 

Snadno shledáme, že této rovnici hoví 

xx = 4. 

I lze troj člen třetího stupně na levé straně rovnice rozlo­
žiti ; máme 

(x — 4) (x1 + hx + 20) = 0. 

Druhé dva kořeny obdržíme řešením rovnice 

x1 + bx + 20 = 0. 

Avšak ty jsou, jak snadno lze se přesvědčiti, imaginární 
I máme jediný reálný kořen 4. Nastane pro tuto hodnotu ma­
ximum nebo minimum funkce y? Utvořme druhou derivaci: 

Pro .: ; x = 4 

je y" = 164 > 0, 

tedy příslušná hodnota y skutečné minimální. Určíme ji z řbv-
nice prve dosazením # = ' 4 ' ' •' 

ym;u = 128 cm*. t .....,•/ • 
:.; : Je. tedy základna krabice čtverec o straně 4 cm, ivýška 

•v.Tsz | f = hcm: '• , v/>. . ";' .••..; •-•.:•:' i - ' -'i 

6. Z óstťóvcf, jeJíož vzdálenost od rovného Wehu je 6 Jím, 
má se dosáhnouti místa na břeJiu vzdáleného od ostrova 15 Jem; 
je-li ryeJdost jízdy po vodě 4 Jcm} rychlost chůz,e $o břehu 6 Jem 
za hodinu, jakým sn$rem jest veslovati Jcu břehu, abycliom do­
sáhli onoho místa co^nejrýcJileji. ' * 
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Značí-li na obr. 4. O ostrov, AM břeh, M místo, k němuž 
spějeme, O A kolmici vedenou z ostrova ku břehu, je OXM dráha 
proběhnutá, vesluje-li se ku břehu pod úhlem a. Doba k pro­
běhnutí této dráhy potřebná, vyjádřena v hodinách, je 

Jest však 

kde 

OX XM _ 

ox = 6 
cos cr 

XM= d — AX = d — 6 tg a, 

d = \JW^W> = VÍ89 = 3 \J21 = AM. 

Je tedy 
6 d — 6 tg a 

4 cos a 6 ? 

a jest určiti a tak, aby t bylo minimální. Píšeme 

* = "o——T +-a- — tff"-

Derivace prvého členu na právo je -=- -.—, derivace dru-
2 cos2 a7 

-T^rr-- I J e 

= 0, 

hého členu, jenž je konstantní, je 0, třetího je 
dt 3 sin a 1 
da 2 cos* a cos12 a 

t, j . 3 sin a — 2 = 0, 
_2_ 
3* 

Pro tento úhel a je cos a z= -5-—-, tg a = —=-» 

druhou derivaci 
ť?2č 3 cos3 a + 6 siw2 a .cosa 2 sina 
_ _ O ^ , . 4 „ i 

sm a 

da- 2 ĆØS4 a 

Utvořme 

21 
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což je veličina pro náš úhel kladná a tedy příslušná doba t mi­
nimální. Je pak 

tmjn = ^ 5 + ^ 2 1 = 3409 , . . hodin. 

7. Jak musí býti nakloněna rovina7 aby síla7 potřebná ku 
posunováni břemene po ní vzhůru, měla hodnotu co největší 
nebo co nejmenší, je-li koefficient tření k. 

Je-li hmota břemene m7 je jeho váha mg; síla. kterou je 
třeba posunovati po rovině vzhůru, je 

k . mg cos a -f- mg sin a7 

ježto vedle složky tíže zemské je nutno překonati také tření, 
které je úměrné kolmému tlaku 

mg cos a. 

Hledáme krajní hodnoty funkce 

y = k mg cos a -f- mg sin a, 
I jest 

yr = — k mg sin a -|- mg cos a = 0, 

t. j . tg a = — . 

Ježto zpravidla k < 1, je a ;> 45°; 
anebo a > 325° atd. 

Pro nás má význam jen úhel ostrý. Utvořme druhou de­
rivaci 

yfr = — k mg cos a — mg sin a. 

Pro úhel ostrý je pravá strana záporná; i jest pro 

tg* = \ , 

yrr<07 

t. j . příslušná hodnota y je maximální. Tato hodnota je 

yviax = mg\Jl + & 2 , 

jak lze snadno vypo6ísti dosazením tg a = — do rovnice pro 

y, kde sin cc i cos a vyjádříme tangentou. 
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Dodatek. Provedených několik příkladů stačí zajisté úplně 
k poznání způsobu řešení; odporučuji čtenáři, aby sám se pokusil 
0 sestavení a řešení některých úloh maximo-minimálních. Nechť 
uvažuje na př. rozmanitá tělesa (kužel, válec, jehlany a hranoly 
atd.) do koule vepsaná nebo kouli opsaná, jež mají největší 
(nejmenší) možný obsah nebo největší (nejmenší) možný povrch; 
rovněž jsou zajímavé otázky, týkající se trojúhelníku určeného 
dvěma částmi, jehož obvod nebo obsah nebo některá část má 
býti co možná největší; totéž pro čtyřúhelník určený čtyřmi 
částmi atd. 

Předkládám čtenáři mimo to k řešení tyto tři poněkud 
složitější příklady, jichž správné a úplné řešení vyžaduje vedle 
znalosti pouček o differencování také trochu obratnosti a trpě­
livosti: 

1. Z okna ležícího v metrů nad ulicí pozoruji chodce výšky 
1 m, jenž kráčí ulicí ve vzdálenosti d m od domu (a s domem 
rovnoběžně). V kterém místě jeví se mi chodec v úhlu největším? 

Upozorňuji, že dle volby čísel r, /, d mohou nastati při 
řešení různé případy. 

2. Bodem m ležícím ve vodorovné rovině vedené středem 
koule o poloměru r jest položiti rovinu, po níž by těleso, pa­
dajíc z bodu m, dospělo k povrchu koule v době co nejkratší 
(vzdálenost bodu m od středu d < r). Jest provésti geometrickou 
konstrukci této roviny. 

3. Do rovnoramenného trojúhelníku o dané základně a výšce 
jest vepsati ellipsu, jejíž jedna osa by ležela v ose trojúhelníku 
a jejíž obsah by byl maximální. Zvláštní případ: trojúhelník 
rovnostranný. 

Poznámka redakce. Z usnesení výboru J. C. M. vypisuje se na 
nejlepší řešení těchto Iři úloh zvláštní cena: í výtisk Weyrova Differen-
ciálního počtu. 

Tečny dvou knihu. 
(P. Rajmund Fišer.) 

Obsahem pojednání tohoto jest jednak kriterium, kdy jsou 
souřadnice všech osmi styčných bodů společných tečen dvou 
kruhů vyjádřeny čísly racionálnými, jednak návod rovnici takových 
dvou kruhů sestaviti. 

21* 
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