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Priloha k éasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

Theorie maxim a minim.
Uvod k pottu differencidlnému pise dr. B. Bydzovsky.
(Dokonéeni.)

Je jasno, ze véta zistane spravnou, jestlize nékterd (nebo
i v8echna) znaménka se zméni v opalnd; lze tedy Fici, Ze de-
rivace algebraického souttu funkci obdrzime, differencujeme-li
kazdou funkei o sobé a vysledky sloutime.
Jako zvldstni piipad budiz uvedeno, Ze p¥i differencovini
vyrazu '
y =f(x) + a, kde a je Lonst.

tato konstanta vypadne; tedy

y =7 @
11. y = af (x), kde a je konst.
dy __ aof (x + dx) — af (2) __ a [z + 42) — f(2)
Ax ™ Ax - Ax
a tedy '
dy _ & B
dx ™~ dzx '

b
t. j. konstanta v po differencovdni ziustdvd cinitelem

-12. Shroutim dosavadnich vysledkid nabyvime moznosti,
differencovati libovolny mnohoélen, i takovy, ktery obsahuje
sinus a cosinus, nebo druhou a treti odmocninu proménné z.

Priklady : S
a) y =3x°—jx*— V2. 2% 4 0012 — 2ax 12
y = 162 — 22° -~ 3\2.:22 4 0022 — 2a
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e

b) y=a\/x—2\/x+bx
a 1
3_—_+b

3 \z? z

¢) y—asmz+ bceosz
Yy —=acosx —Dbsin x.

Y=

13. y=/5H@ . fu@
ﬂ_fl (x + 4z) fo (x + dz) — f, (@) f, (2)
Az~ Az :

Citatel 1ze pFittenim a odeétenim vyrazu

fa (@) fr (2 + 4x)
uvésti na tvar
fi @+ 4z) fy (x4 4x) — f, (x + 4x) [,y (@) + f, (+ 42) £, (2)
— fi @) f2 (x)

ﬂ_fl (x 4+ 4dz) [f, (x + Ax) — £, (2)]
Ax~ Az
+fo @) [fy (@ + dx) — £, (2)]
Az

a psati

¢ili

ZZ’% =/fi(@+ 4z) U ‘Zg — fa ()
(x + dz) — f, ()

+ i@/

3 tedy
d R .
L=/@ 2@ + 1@ @)
coZ se psdvd také:

je-ii '
. y=u.v, kde u, v jsou funkee u,
Je .
Yy = u + u'v.
14, =",
y=2%

To lze peiti
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Differencidlny kvocient obou stran musi byti stejny; pro

levou Stranu uZijeme pravidla privé odvozeného:
)
Yo'+ vy’ =,
7 toho

’ ’

U — Yyr
y="2_Y

v

AvSak za y dosadime; obdrzime

, o — '

oy =
Yy 2®

15. Stdvd se, Ze funkce neobsahuje proménnou r jedno-

duchou, nybrZ v néjakém vyrazu algebraickém. Na pf.

y = (22 — a?’.

Differencovini bychom mohli provésti tak, Ze bychom tiemi

skutetné umocnili a pak differencovali, tedy

y = 2% — 3¢%z* 4 3a'z® — a®
y = 6z — 12a%% 4 6a’z.
Lze v8ak si poc¢inati také tak: poloZme
2 —a? =2z
Pak
dy __dy 4z

Ax —dz Az’

coZ je totoznost samoziejmd; obdrZeli jsme pravou stranu z levé
tim, ze jsme delili a zdroven ndsobili velicinon 4z. 1 je ddle

A9 dy A\ _ g Ay o de
Ai“i“.dx —Ax@?—fo (Az ) dx) = lim = . lim Az’
t. J. ’
ay _dy &
de ~ dz " dz’
AvSak
dy
—_— g3 e o
y=e% a P = 3¢
r =2 — a? a 5— = 22,
tedy
dy —_— 2,2 — 2 ,2)2
dx_3z 22 =3 (2 a%?. 2w,
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. V jinych piipadech nelze zpusobu prvého vibee uziti;
na pi.
y=VI1 + z*
Ale uzijeme zase substituce
2= 1+ x*%-
Opét bychom ukdzali, 7e
dy _dy  dz
‘dy T dz T dx’
t. J.
x

dy __ _ ,
TV

dy _ 1
dr ~9V\z

YV ptikladu
' Yy = sin 2x
Ize bud psdti
¥ =2 sin x cos x,
a tedy v !
Yy =—2sinx.sinec+2cosx.cosx= -2sm*x+ 2cos*x
= 2 cos 2z,
aneb poloziti 2z = z; pak
dy __dy dz — - ,4» —— €
i —ds " dn _va‘)s; .2 =2 cos 2x.
Pravidlo odtud odvozené je tedy: mdme-li differencovati
funkei, jez obsahuje z ve funkei jiné, differencujeme funkei
prvni, jako by funkce v ni obsaZend byla proménnou, a differen-
cidlny kvocient tak vznikly ndsobime differencidlnym kvocientem
dle z funkce druhé.
Pi%eme . -.
y=/lp @)
-y :f' 9.
Nékolika pﬁklady, nacvitime pravidla uvedend.

1
1. _ y = F:x"’,

kde n je tislo eslistvé kladné. Utijeine vzorce pro differencovani
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podilu. Zde jest
=1, v=2a"

w =0, " = nz"!

’ ’
P 7 1 W I
— T i RyTEay = — nx "1,
AvSak — » je pivodni exponent, — n» — 1 je exponent

snizeny o 1; i je patrno,-Zze pravidlo uvedené pro differencovéni
mocniny na str. 193 plati pro » Kladné i zdporné.

2. ¥y =1(a + bx) (¢ — dx?).
Uzijeme vzorce pro differencovini soutinu ; klademe
w=a-+ bz, v=-c¢ -~ dx®

a tedy
wW=">b v =—2dz
y = _ 2d¢ (@ 4+ bx) 4+ b (¢ — dz?).
3. y=(z—3) (& — 2 (& — 1).
Zde opét I

u—zx—3 ct=(@—2)@x—1)
cut =1, Vv =@—2). 14+ (r—1).1=2+—3

Y = 2r — ‘il - -3+ (x-—2)(@—=1)."~"H -
e+ bz
4. Y= F an

Dle vzorce pro differen‘covéni podilu:
u_a+bc ;‘. :—'c—{-dx

w=b . . =d
, __b(c+ dz) — dla +jb‘_Li __bc —ad
y = €+ dn¥ (c+ do)F
(e + bx "
5. y= (c + d.c

Pokldddme vyraz v Z4vorce za novou proménnou a uzijeme
pravidla nahote vysloveného:. _
, a + bz \*7' be — ad
Yy =n - .
c4ide ] (c 4 dx)?




a bx
6' ‘1] = —_{;m -
y’ _ m nbxn—l . mxmvﬂ'l (a + bxn)
- Z“"m
_ (n—m) bx"+m! — gmprm—1 (n — ) bz — am
= e BT T
2 2
a4+ x
1.

Y="%"F a0 @+ 25
Differencujeme jako podil, nezapominajice, Zc jmenovatel
je soudin

y =
22 (b + 2% (c* + z%) — (a® +2%) . [2x(c® + ) 4 22 (b* + a¥)]
6%+ 2% (c¢* + 27)*
o — 2z (b%?* — a?® — a%* — 2a%x® — z%)
ST e
8. y=z\x

9. y = \a + 2.
Pokldddme (a 4 2") za proménnou ; a uzijeme pravidla
o differencovéni funkce jiné funkee: Podrobné provedeno je

y=V\7

L/
dz —aVz
dy _dy dz
dz — dz " dx
z=a-+x"
d—g~—1w"“'
de = 77
2 tedy .
. _ ngt?
Y = te—
‘ 2Vu+x"
y—VL+ﬁ*
LT,
y —

Vi —{-a:’" '
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1
10. Y= =
Vz
Differencujeme jako podil:
u=1 v=V\z
1
u’ = O, ‘v, = 2—\/—§‘
,_ 1
Y= wWe
11. y = ——1:;_:

Dle ndvodu piedchoziho piikladu ve spojeni s vysledkem pii-
kladu 8.:

12. Y= o=

13.

TVt e
, 1

Yy =

A4 aVit e
15. Yy =2z"sinx
Y = n2""! sin & 4 2" cos x = 2™ (n sin x + ¥ cos x).
16. y=sin®x
¥ =2 sin & cos x = sin 2z.
17, - Y = cos*zx
Yy =2cosx.— sinx = — sin 2.



304

sin x
18. = t r= —-
y==4 cos x
) __€C0SZ.cosx+sinx.simx 1
cos*x T cos®x
: cos x
19. = colg x —= =
Y= %= Gnz
- 1
, . c———
Y= " sn*z
: 1
20. Yy = ——".
Y= s x

Pokldddme sin x za proméhnou a uzijeme vysledki pijkladu 1.

= ”'vﬂcbsx
y= sinntiz )
Zcela podobné : .
1 L, n _
g = SN X.
y cos™ x Y cos"tlx

V. -Diuha, derivace.

1. Mizeme nyni pokratovati ve vykladu o hodnotdch maxi-
mglnich a minimdlnich. Funkce

Cy=fl)

(v. grafické zndzornéni, obr. 3) nabyva nékteré hodnoty krajnf{
pro takové z, pro néz

f@)y=0.

Kterak rozhodneme, zdali hodnota y piislusnd takovému z je
maximélni nebo minim4lni?' Oznatme piislunou hodnotu =z, ;
i lze Hci: f(x,) bude maximum, jestlize hodnota f(x) pro =
mensf i pro z vétd{ nez.x, bude mensi, t. j. kdyz

Sz + 4x) <f(x|)
a8 také

fla, — a2) <f(x,),
tak Ze f(z,) je hodnota v&tst  nez ‘hodnoty sousedni. Jezto tedy,
kdyZz = stoupd: od 7, — dr-k 'z, , hodnota funkce f(z) stoupd,
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je patrmo, ze pro hodnotu z = z, ~4x musi dlﬂelencuilny’
kvocient
f'(z, - dx)

byti kladny (v. str. 192). Kdyz z ddle stoupd pies x,, f(z) klesd
a je tedy differencidlny kvocient zdiporny (v. str. 192). I je pod-
minka pro to, aby pro hodnotu. z,. funkce nabyla hodnoty maxi-
mdlni, ta, aby

o f(x, — dz) =0
f (:c\ + Ai) < 0,

je pak mimo to, j‘lk vnne, F(x) =0. Vidime tedy, ze, kdyz
x stoupd od x, — dx ptes z, ku z, + 4z, f'(z) klesd od hod-
noty- kladné p¥es nullu k hodnoté zdporné. Aviak f’(z) je prdvé
tak- funkef jako f(xz) {v. na¥e priklady, nahote proveden);
i plati tedy i-zde pravidlo, Ze, kdyZ funkce klesd se stoupajicim =z,
jeji differencidlny kvocient je zdporny; i je.tedy differencidlny
kvocient funkce f’(z) /.iporny pro x =ux,.

NaLYV:ime differencidlny krocient differencidlného Lwcmzfu
druhgm differencidilnym kcoczcn/()m Sfunkee pivodni a znatime jej
2 o
311‘1’ ’uf (’l?), ]/”~
Obdrzime jej, dlﬂ"erencujeme 1l / (x) JeSté Jednou dle prav1deI

nahofe uvedenych. ‘

Jé tedy podminka aby: pro’ x, puvodni funkce nabyla hod-
noty maximélni ta, aby je&ji druhy dlf?ferenu{tlnir Kvocient pro i,
byl zdporny.

Mé-li naopak f(z,) byti hodnota minimdlni, musi

flag — a0 >fz)
S (xy + 4z2) >f(1'2>,:_‘_ y
t. j., kdyz x stoupd k z,, funkce klesé- a. tedy derivace
a kdyZ x stoupd pres z,, funkce stoupd a tedy
T ol Erdr AT Oy
t. 3 ‘kdyZ: & stoupzi od @y —. A pres i, kw x, +1 Ax stoupei
F'(x): od hodnoty zdpormé ku kladné, ige ‘ B

it

f"(rg) ~ 0 O A 3¢



I nabyli jsme k rozhodovdni otizky o maximu a mmlmu
tohoto pfesného ndvodu:

Funkce
y = f(x)
nabyvd krajnich hodnot pro ty hodnoty x, je? vyhovuji rovmics
S {x)=0.

Pro ty hodnoty x, hovici této rovmici, které éini vyraz f'' (x)
Kladngm, md f(zx) hodnotw minimdlni, pro ty. pak, je# céini
{4z vyraz zdpornym, mda f(z) hodnotw maximdini. »
Ponechdvdm Ctendfi, aby tuto Gvahu si zndzornil na obr. 3.
Druhé derivace obdrzime differencovinim prvé derivace dle
prav1del o differencovini. Nékolik piikladd ndm tu véc objasnf.

1. y=z" Yy = nan1 y' ' =nmn—1) Zn
2 y=sinzx y =cosx y' = —sinzx
3. Y= cos x y':é—si¢zx y' = —cosx
4 . y=ax? 4+ bx + ¢
Yy =2z + b
Y’ = 2a,

t. j. drubd derivace funkce kvadratické je konstanta.

5, y=(x—a)(@x —b)(x—rc)
y=@—=b)(x—¢c+@&—a) 2x—>b—rc)
y"::x—b+x—c+(2x—b~—c)+2(x—a)

= 6xr — 2a — 2h — 2¢

6. y—=tlgzx
, 1
VY= tos?z
w__ 2sinx

cos® x

VI. Pikiady.

Zbyvd ndm provésti na zdkladé predchozich tvah obecnych
nékolik prkladd, které ndm ukdzi, jak snaddo lze uZitim diffe-
rencidlného pottu tesiti Glohy,-jichZ .feSeni by jinak bylo zpra-
vidla. obtiZn€é, ne-li nemozné.
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1. Jest nalézti redlné dislo té vlastnosts, aby jeho druhd
odmocnina a treti odmocnina jeho prevratné hodnoty ddvaly
soucet minimding.

Je-li hledané &islo z, je funkce, jez md byti minimdlni
— 1
y=\Vz + +—
x
Ptiti se po hodnoté maximdlni bylo by nemistné, jezto y

miZe nabyti hodnoty lihovolné velké, volime-li x dostatelné velké
nebo dostatetné malé.

Potet je sestaven takto:
_ 11
R\
11
Ne gz
3 _ L
s\Vz* — 2z =0
5 _
3\ao* = 2\/x
36 28 = 26%3
a3(3% .2 — 26y =0 . Zygy = 0

1 6
=3
5
ot
Pétych odmocnin je pét, redlnd. jeding a o tu sc ndm jednd,;

oznaéme ji x,. Ke kofentim z,,; neptihlizime, jezto vime, %e
vedou k hodnoté y nekoneéné velké.

Abychom rozhodli, ‘zdali pro x, je y- maxxm’ilni nebo mi-
nimélni, utvofme druhou derivaci: . :

1 4
4\/—5 9\
y = 16 Vx" — 9Vx’
36V Vi

=0
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Jezto Jmenovatel Je kladny, _mvm znaménko y ma zna-
ménku Citatele. ‘

. s 6 6'_;
16Vzd — 9Va? = 16\z® — 9z

Sem dosadime
5

obdrzlme

16 V2 — 9 Vo' = 16 \5/( —9 /(g)”'.'

H~

I je patrno, ze pro
. . /" 216
-~ <?~>
nabyvd y hodnoty minimdlni, jezto y” je kladné pro tuto hod-
notu. JeZto md y -jediné minimum, je zdroveir patrno, Ze tato
hodnota je absolutnim minimem, t. j. pro kazdé jiné z md y

hodnotu vétsi.
Tuto minimdlni hodnotu obdrzime dosazenim z, do y:

L T

-9, - Ze vsech pravoihlych roxnobéiiiosténti se dtvercovow
podstavou nalézti ten, jeni pr¥i. daném povrchw % md wejvétss
obsah.

Nazveme hranu zékladny x, vytku v; pak povrch

= 22% 4 4av
a tedy

__Ak—-"?x"
=



Obsah rovnobéznosténu je
v = ja (b — 22%).
Uvazujeme funkei
y = x(k — 2x?)
rovnou ¢tyrndsobnému ohsahu.

y =1k — 2x* — 4f-:()
b.’L':L

= \E
xr = 0
Py &

) _ ()’

4 /k

t. j. hledany rovnobéZnostén je krychle. e obsab jeji je maxi-
mélni, ukazuje drubhd derivace

Pak

T 121‘
jez je pro kladné z zdpornd.
Pro mnalezené z je

a obsah S Co
v 1 \E_(VEY
476 " V6T 6/

8. Do koule vepsati primy kusel mazimdlntho obsahu. -

Budiz » polomér koule, ‘« wthél pii vrcholu kuzele; pak je
polomér zdkladny kuzels ¢.==r sin a, ¥vyika v = »(1' 4 cos «).
Obsah kuzele = 1mp% == Lmrd sin? (1 4 cos @). Jeito jmr?
Jje konstanta, stati uvazovatx funkcx

sm“ (1 -I— cos a)

a rozhodnouti, pro Jaky ubel ¢ nabyvd hodnot krajnich.

y —‘Zsmacasoc(1+ cosa)——sm"’oc__O
: : sme =20, ea=0.
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Pro « = 0 je obsah kuZele roven 0, tedy minimdlni. Dalsi
feseni poddvd rovnice

2cosa+ 2cos*a —sin*a =0

¢ili
Bcosta 4+ 2co0sa—1=0
— 244
s @ — ———=——
6
cosa, = 3%, cose, = —1, a, = 180.

Uhlu «, zase odpovidd hodnota obsahu nullovd; i zbyvi
tihel «,.
Z cos &, = ! plyne sin a, = 2\/2.
Y =2 cos?a(l + cos &) — 2 sin® a(1l + cos a)
— 2 sm®a cos @« — 3 sint « cos a
Y =2cos*a — 2sin?a -+ 2cos®a — T sin®acos a
a po dosazeni nalezenych hodnot

s

Yy = — 32 <0,

t. j. pro nalezeny thel hodnoty y maximdlni. Je pak

— 32
Ymaz = o5

a obsah nalezeného nejvétsiho kuzele:
2 ard,

4. Jest uliti z kovu duty vidlec o tloustce stény d, jehoZ
obsah by byl k, aby spotieba kovu byla co mejmensi.

Nazveme z polomér vnitfni zdkladny vdlce; x 4 d je po-
lomér vnéj§i zdkladny. Vys&ka dutiny budiz v; vy8ka vdlce tedy
v 4 d. Spotieba kovu co do objemu je
T(Z + )t (v + @) — az% = n(2°d 4 2zvd + 2zd* + vd? 4 d°)

= ad(z? + 20z + 22d + vd + d?).

Jde tedy o minimdlni hodnotu funkce

' y = 2%+ 2vx 4+ 2xd + vd + %
) Mid-li dutina miti dany obsah #,
je
k

Dy — —_—
“xv—-k, ’D—;F,

2k kd
] 2
y==a +“——x+2xd+ e+ d%



Utvoiime derivaci
2k 2kd
y =2 —_ +2d—n‘:c""

nx?
Podminka maxima nebo minima zni
y =0,
t. J.

2k
2 — —, + ¢ =
z .+ 2d )

_ 2
ad
axr® 4+ dnx® — he — kd =0
ad(x4+d)—k@+d=0
r, = -—d.
Tento kofen nemd pro nasi vlohu smyslu.
axd — k=0

xd = -

14

3
\/k
x= \/--
19

Pro tuto hodnotu je

s _
Vi
= -
n

Prislu$nd hodnota y je minimdlni; je totiz

" 4k | 6kd
V=24t
veli¢ina pro kazdé kladné z kladni. .
5. Jest zhotoviti lepenkovou krabict objemu 80 em3, jejiz
zdakladna by byla &tverednd a viko mélo vyskw 1 em, tak abdy
se spotiebovalo lepenky co nejméné.
Budiz z rozmér ¢tveretné. zdkladny, v vyska krabice. Pak
na krabici otevienou je tieba lepenky (z* 4 4zv) ¢m? Na viko
je tkeba lepenky x* 4+ 4x . 1. Na celou krabici tedy

y = 2z* 4 4z + 4z,
Vime mimo to, Ze md byti

v . 80
2% =280, t } v =
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a tedy konelné ;
ZU

1/ = 2x* 4 4 + —
Tato funkce md nabyti hodnoty minimdlni :
320
Y _.4x+4———ﬂ—_.0
x
42 -+ 42* — 320=0
x® 4 2% - 80 = (.
Snadno shleddime, Ze této rovnici hovi
= 4.
I 1ze trojélen titetiho stupné na levé strané rovnice rozlo-
Ziti ; mdme
(x — 4) (z* + dx + 20) = 0.
Druhé dva koteny obdrzime Fesenim rovnice
z* 4 Hxr 4 20 = 0.
Avsak ty jsou, jak snadno lze se piesvédCiti, imagindrni
I mdme jediny redlny kofen 4. Nastane pro tuto hodnotu ma-
ximum nebo minimum funkce % ? Utvoime druhou derivaci:

— +b4u

Pro o x=4 ‘ »

je -y =164 > 0.
tedy pﬁsluéna hodnota y skutetnd mlmmalm Uréil_ne_ji Z roV-
nice pwe dosazemm r=4 B
./mm p— 128 C?n . . . _-‘ "
Je. tedy zékladua krabice t,tVeroc 0 Strané 4 emy vyska
1}.“—'—-_’2'%-_.001” . RS P S i O P i
6. Z ostrova, jelios veddlenost od rovncho biehu je 6 Fm,
md se dosdhnouti mista: na biehwu vzddleného od ostrova 15 km ;
Je-li rychlost jizdy po vodé 4 km, rychlost chiize po biehw 6 km
za hodinu, jakym smirem jest veslowta ku brehu, abychom do-

Sahli onoho mista co nejrychleji. '
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Zna¢f-li na obr. 4. O ostrov, AM bfeh, M misto, k némuz
spéjeme, OA kolmici vedenou z ostrova ku biehu, je OXM dréha
probéhnutd, vesluje-li se ku bfehu pod dhlem «. Doba k pro-
béhnuti této drdhy potfebnd, vyjddfena v hodindch, je

0X | XM _

r t§ =t
Jest viak . 6
0X = ——,
: cos o
XM=d—AX=d— 6 tg «,
kde d=\15—62=\/189 =3\21 = 4.

y i

Obr. 4.
Je tedy
f— 6 4 d—6tga
T 4cosa 6 ’
a jest urditi « tak, aby ¢ bylo minimdlni. PiSeme
3 d
t= 2 cos +F—tg“'
. ki % . dsine .
Derivace prvého ¢lenu na pravo je % o5t &’ derivace dru-
) y L. Lo o e 1 .
hého ¢lenu, jenz je konstantni, je O, tretiho je — e Ije
at _3sine 1
de ™ 2costa cos®e”
t. j. 3sinae-—2=0,
Sin & = 3

Pro tento whel e je cos @ = tg o = 2 Utvome

EX V5
druhou derivaci
(Et_ __3cosPa 4 6sinta.cosa +2sz’na_—
da? ™ 2 cost e _ cosde’

21
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¢0z je velitina pro nd$ dhel kladnd a tedy piislu$nd doba ¢ mi-
‘nimdlni. Je pak

fmin —_—

yﬁ_%YQ_l — 3-409 . . . hodin.

1. Jak must byti naklonéna rovina, aby sila, potrebnd ku
posunovani biemene po ni vzhiru, méla hodnotu co nejvétsi
nebo co nejmensi, je-li koefficient treni Ik.

Je-li hmota bfemene #, je jeho vdha mg; sila, kterou je
tfeba posunovati po roviné vzhiru, je

k. omng cos & 4+ mg sin «,

jezto vedle slozky tize zemské je nutno pfekonati také tieni,
které je umérné kolmému tlaku

mg cos «.
Hleddme krajni hodnoty funkce

y =k mg cos &« + mg sin e.

1 jest
Y = — kmg sin & 4+ mg cos « =0,
. 1
t. J. tg o = =
Jeito zpravidla k=<1, je = 4bH°;
anebo ' o> 325° atd.

Pro nds md vyznam jen uhel ostry. Utvoime druhou de-
rivaci

Yy’ = — kg cos « — g sin .

Pro thel ostry je. pravd strana zdpornd; i jest pro

1
tg o =5
yll<0’

t. j. prislusnd hodnota y je maximdlni. Tato hodnota je

| Ymar = mg \1 4%,
jak lze snadno vypotlisti dosazenim fg & —

[y

do rovnice pro

o~

o

y, kde sin @ i cos @ vyjddiime tangentou.
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Dodatek. Provedenych nékolik piikladi staci zajisté dplné
k pozndni zpiisobu feseni: odporutuji ¢tendii, aby sdm se pokusil
o sestaveni a feSeni nékterych uloh maximo-minimdlnich. Necht
uvaZuje na pi. rozmanitd télesa (kuzel, vélec, jehlany a hranoly
atd.) do koule vepsand nebo kouli opsand, jez maji nejvétsi
(nejmensi) mozny obsah nebo nejvétsi (nejmensi) mozny povrch;
rovnéZz jsou zajimavé otizky, tykajici se trojuhelniku urteného
dvéma ¢dstmi, jehoZ obvod nebo obsah nebo nékterd ¢dst md
byti co moznd nejvétsi; totéZz pro Ctyfdhelnik urteny Ctyfmi
¢dstmi atd.

Piedkliddm ¢tendfi mimo to k feSeni tyto tii ponékud
slozitéjsi piiklady, jichz sprivné a tplné feSeni vyzaduje vedle
znalosti poutek o differcncovini také trochu obratnosti a trpé-
livosti: -

1. 7 okna leziciho + metrid nad ulici pozoruji chodce vysky
{m, jenz krdti uliei ve vzddlenosti d m od domu (a s domem
rovnobézné). V kterém misté jevi se mi chodec¢ v thlu nejvétsim ?

Upozoriiuji, ze dle volby ¢&isel v, I, d mohou nastati pii
feSeni razné piipady.

2. Bodem m lezicim ve vodorovné roviné vedené stiedem
koule o poloméru r jest poloziti rovinu, po niz by téleso, pa-
dajic z bodu e, dospélo k povrchu koule v dobé co nejkratsi
(vzddlenost bodu m od sttedu d << r). Jest provésti geometrickou
konstrukei této roviny.

3. Do rovnoramenného trojihelniku o dané zikladné a vysce
jest vepsati ellipsn, jejiz jedna osa by leZela v ose trojuihelniku
a jejiz obsah by byl maximdlni. ZvldStni piipad: trojuhelnik
rovnostranny.

Poznamka vedakce. Z usneseni vyboru J. C. M. vypisuje se na
“nejlepsi Feseni techto I uloh zvlastni cena: [ vytisk Weyrova Differen-
cialniho poétu.

Teény dvou kruh.
(P. Rajmund FiSer.)

Obsahem pojedndni tohoto jest jednak kriterium, kdy jsou
souiadnice vSech osmi styénych bodd spoleénych teten dvou
kruha vyjidieny &isly raciondlnymi, jednak ndvod rovnici takovych
dvou kruh@t sestaviti.
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