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a1

kteryZ pro m ==« pfejde v nuilu, a tudiZ

1
(A-+2ma)m=1.

Jest-li v rovnici (10) n= oo, takde hra jde do nekoneéna,
jest tento p¥ipad pro osobu B nejpiznivéjsi.

Pro dané ¢ d4 se snadnd logarithmickym splisobem &
urditi, zvelime-li dostateény poéet Cimiteld.

Pro J* =100 zl, tedy & =001, vypoéital Laplace*)
J=10789 zl, proto S=789zl, t j. kdyZ jméni osoby B
na zatdtke hry obnéd{ 107-89 zl., vsadi s rozvahou na tuto
hru jen 789 zl, kterdito suma dle mathematické nadéje byla
nekoneénoun **)

O souvislosti kriterii konvergence nekoneé-
nych rad.t

Napasi

Dr. K. Zahradnik v Zahfebé.

1. D¥ive nei upotfebime ¥ady nekoneéné, musime se pfe-
svédéiti o jejf konvergenci; nebo divergentnfm Faddm nepifslus{
urcité hodnota a tim se samy vyluéuji od upotfebenf.

Tim je patrnd véinost a dilefitost, jakd znakiim o kon-
vergenci a divergenci nekorelngch fad rozhodujfefm v analysi
pripadi. Prévé tato jejich dfileZitost méla za ndsiedek, Ze nynf
celou fadou takovych kriterif vlddneme, které odpovidaji jednot-
livfm tvarGm Fad nekonednych.

Udelem tohoto pojednéni je, vyloZiti vmitini souvislost
téchto znaki.

2. Znémo, Ze Fada nekoneénd

U o L L A
konverguje, kdyZ od uréitého mista pocinaje, jest

—_—

*) Théorie analitique des probabilités. pag, 441. Iaris, 1820.
**) Brovnej §. 2. pFpad IL
1} Uvefejndno v ,Radu jugoslovenské akademije® knibha 40. v Zahfebn.
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lim 8 <1, 1)

Up
kdezto v opaéném p¥ipadu diverguje; je-li pak

.
lim.—3L — 1,
n

Vje konvergence nebo divergence ¥ady nerozhodnutd, a tm vy-
skytuje se ndm potieba, ohlidnouti se po jinych znaclch méame-li
platné rozhodnouti.

Kriterium Cauchy-ho.

' 3. Takové kriterium podal Cauchy,*) jei pravé jako tvar
(1) z principu porovnéni fad piivod sviij vzalo. Kriterium Cau-
chyho zni: '

Obé fady
Uy - up g -y

v uy 4 Yy + duy 4 8ug ... . @)

konverguji nebo diverguji soucasné.
Dikaz je znim. BudiZ dand fada konvergentni
R=u +uy,+uy 4w, 4 ...;
ponévad’ z pojmu konvergence plyne
Up41 < Un,
plati tedy patrné 4
' u, = 2u, —u,
Qu, == 2uy
du, < 2uy +2u,
8uB < 2u, + 2u6 -}— 2u- + 2“3

Seéitdnim na obou stranach obdrzxme

uy - 2uy - duy +8ug . <2 (g Uy oy u ) — .
* Konverguje-li nyn{ fada v zdvorkich obsaZend, musi tim
. vice i fada na levé strand konvergovati. Podobné plati, je-li R
rada divergentnf a zéroven o .
- Unpr > “n,
jak snadno se pozni,

*) Cauchy, A, L. ,Cours d’ analyse de I école pohtechmque,“ Paris,
1821, . :
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u, = 2uy — u,
2u, = 2u,
4y > 2u, + 2u,
8ug = 2y ~ 2us + 2u; —+ 2uy

' .o,
Scéitanim obdrZime

uy Sty - dug - Bug . > 2 (uy Uy g ug L) —uy

Jmenujeme-li Fadu ,
wy + 2uy + duy + 8ug + ..
radou odvozenou, vidime, Ze odvozend tato fada soucCasné s da-
nou tadou a k tomu rychleji bud konverguje nebo diverguje.
‘4, Pomoci této véty odvodime si podminku konvergeuce
rady '
1 1 1
14+ tgrto

coz bude zdkladem dalsiho nasehe vyvoje.

Odvozend fada je

1 1 1
_1+2»g;+4~4r— +8 g T
aneb po malé proméné
1 -1 1
1 + 9r—1 + 22(1-—-1) + 23(r—1) + e

Rada tato je ¥adou geometrickou, kteraz konverguje, je-li

1
g <Ly
tedy za podminkou
r>1.
V jiném ptipadu, tedy za podminkou
r=1

diverguje dand Yada, kterd za » = 1 harmonickou se zove.
5. Z principu porovndni fad plyne, Ze fada
A T e i e PR (@)
konverguje, jsou-li jeji ¢leny potaZmo menii neZ ¢leny fady
1 1 1
Ittty t -
kterd za 7>>1 konverguje, coi takto se vyjadiuje: Rada (2)
konverguje, plati-li podminka, pocinajic od uréitého. mista,
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o () >t @

To je vztah, od néhoZ vyjdeme pti dalsim vySettovani. Za pod-
minku divergence méli bychom

un+1 = (1+ ) , r<<l

Odvozenf v tomto pripadu je docela podobné tomu, které
jsme pro konvergenci provedli.

Kriterium Raabe-ho.

6. Podmince konvergence
'un—{—l
<(=) >t
miZeme dati pi'ihodne_]m tvar. Odecteme-li nerovnost (4) od
jednicky, obdriime
oy (Y
1— s +n) :

n

Znasobime obé strany Cislem =, obdrzime pak

n(l “”+1)>n[1—(r:b_—n)r],
limn (1—-——1';—{1-)> lim n[l— (l _T;n)r ],
Ponévadz viak je

limn [1—-(%&)' ] =,

limn (1————%":—1)>r> t,

je téz

novy tvar podminky (4), jejz pod jmenem Raabeho kriterium
konvergence zndme.

¥) Uvefejnéno ve ,Zeitschrift fiir Phys. und Mathem. von Baumgartner
und Ettingshausen Bd. X pag. 63 a v Crellové Journal f. d. r. u. a.
Math. 11, dil, pag. 309, kde jej J. Raabe ve obecnéjsim tvaru
. f(Un+1)
] — L8 7/
lmn[ F (T ]<r<1

podévé.



Predlozena-li na piiklad fada:

tgl4Yotg o4 Ystg s+ atg Yat - s

bude
Unt1 . __1* 'n+1
n(l——-——-u” )_n 1 n+1——————1

1 1 1 1
n tg ;,,—+ty7——(n~l-1)tg,H_l—l-tyn_{_1

=n

1 1
nitg - -+ tg w
Ponévadz vsak, jak zndmo,
. 1y _ _
lim (_cotg —GT) =1 pro o = o,
tedy bude

. 1 1
n\tg —4tg——
limn[l—&]:lim ( “ 91—}—1):2’
g n n
z ¢ehoZ patrno, Ze konverguje dand fada.

Kriterium Gaussovo.

7. 7Z téhoZ kriteria konvergence
Unt1

. n r
Uy < 'n+1) ’ 7'>1.

plyne v tom piipadu, kdy se podil _“7"%1 vyjadriti da algebraickou

raciondlnou lomenou funkci tvaru:
tnpr _ Ayt LAt
Uy W4 gt Hayn? L]

3 A’ s—1 ns—2 . n -\
e > ()

anebo

(ay — A) 0~ - (@, — A,)) n*—2 - ... n
: '+ a, nt-l4-a, w24 L. >1_(n+1)
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Zndsobime-li obé strany ¢islem =, obdriime pak

(ay,—A4) n -+ (a, —A)n 14 ... ) n o\
l 1'11,‘—|—a1n~'~1—i—2... >n[1— ;-ﬁ)]

- Jest viak, jak zndmo,

. _ s — s—1

. . n \"
a lzmn[l—(n+1) ]:9',
tedy je téz

~lim

4 —4,>r>1 | (6)
novy tvar znaku (4), ktery sluje kriterium Gaussovo.

Je-li na pi. ddna Fada

2 2.3 2.3.4
1""_5"'" 5.6 + 567 T

*

tu je
n-1 Uy, n-1
un+1:un7—:_+’:—4, tedy *z—t——:L = ni‘i

a podlé toho

ay— 4, =4—1=3,
protei konverguje dand Fada.
Kriterium Schlémilchovo.
Misto podminky konvergence
Un+41 n r s
< (n +1) a r>1

Un
miZeme téZ psati
Ny - ( n 1)"
Up-4-1 n

()= (1)

Unt1

logarithmujeme-li na obou strandch, obdrZime

anebo

*) Disquisitiones gen. circa seriem infinit. Sec. III. Coment. soc. reg.
Gotting. T, 2. an. 1812.
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Jest vSak
lz'ml(1+—i-) =1 pro n=oco,
tudiZ je téz

lim

nlt)>r>1, @

coZ piedstavuje kriterium Schlimilchovo.*)
Budiz na piiklad dand fada nekonecni
1 1
1+ -

1 1
(142tg2) ** (1+2tyw)w(1+2ty—926—)2’9§

1
+ N 1 —+ .-
z N —
(1—-|-2tgx)’9 (1+2tg_g_)21g—2-(1+2tg%)3tg§-

Patrné zde mame

1

Upf1 — Up )

(1424 ——)w—

z ¢ehoZ plyne

nl _l(1+2tg-—)’9—

'un 1

tudiz bude

limnl - = = 21lin(1 —f—Ztg—-)Ztg— =9

z ¢ehoZ soudime, Ze dand fada konverguje.

Kriterium Sternovo.

9. Obratme se opét na podminku konvergence
un+1
< (n—]— 1) r> 1

*) Viz ,Handbuch d. algebraischen Analysis von Dr. Oskar Schlomilch”,
5. Aufl. Jena 1873, pag. 108, .

Cnsopls math, 7
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Mé-li dand Fada
U+t AUy e

konvergovati, musf byti v podilu

e 1 4«
« povidy velicinou positivni, Je-li ¢ koneénd veli¢ina, tu mdme
piipad ¢l 2. Tieba jen, abychom zde vySetiili pfipad, kdyz e
je nekonefné mald velitina, t. j. kdyZ e konverguje k nulle.
Vzhledem k rovnici (8) miiZzeme difvéjsi podminku konvergence

psati

n r
, l+w< (n—}~—l ! I)_> L

z cehoZ jde, prevritime-li zlomky,
n -1\
the>("7),
1y
u>(1—[—-—~n) —1

Znésobime-li obé strany ¢islem », a piejdeme-li k mezim,
obdrZime

lim (na) >limn [(1 —{——71;—)1 — 1] )
a ponévadZ jest, jak zndmo,

(2 1]

lim(ne)>r>1. ©
Tim dobyli jsme transformaci kriteria konvergence (4) opét
novy tvar, jejz Stemovym*) znakem jmenujeme.

BudiZ na pf. ddna fada

~ bude tedy

1 1 5) 1 5 9
st3 -7ty 7ot o
tu mame
A1 gy _ Ant1
Ynt1 = " 4n +4 nebo Uy  4dn--4

*) M. A. Stern ,Lehrbuch der algebraischen Analysis, Leipzig 1860.
pag. 100, .
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procez
1 1
1+a 2
‘ . 1'+4n—{—1 '
-z CehoZ
-, Y __i
lzm('na)_hm4 +1 = s

z ¢ehoZ se poznava Ze dani tada dlverguge

10. Diive nez se obritime k odvozeni obecnéjsich knteru,'
- pomoci nichz bychom mohli rozhodovati o konvergenci nebo
divergenci nekonecnjych fad v téch pfipadech, kde uvedend
dosud kriteria nestacf, odvodime jesté dva znaky, kteréz se
taktez zakladap na principu -porovnini dané fady

u,—}—uo—l—u +u, + .

se fadou
' 1
1 + ’Q: + —37 + =+
Rada tato Je totiz: konvergentm pro r>1 a tudiZz i dand
fada, je-li ‘
| . Un < ;r pro r>1,
"z &ehoZ plyne "
. . 1 ~
.u"
-tudiz. '
1
l ;;;> rin,
procez je :
| L '
n : :
= 1, . (10),
 dalgf to krlterlum konvergence rad nekonecnvch, jex téz mﬁieme
'psatl tvalem

lim

z_

© .BudiZ na pifklad dana fada .
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32 43 54
2+ttt

tu jest

tudiz
it 1 ’i) —9ln
n

lu, nnt?

(L L
n n

—In

z ¢ehoZ déle plyne

A
lim ’; =2,

1—

m

takZe dana fada tedy konverguje.
Kriterium Olivierovo.

11. BudiZ zde pripomenuto, Ze z ¢linku (4) pfimo mdiZeme
odvoditi kriterium divergence Oliviera,*) ponévadZ fada (2)
tim rychleji se shihd, konverguje-li rada (3), tudiz je-li

Uy => "l“ . .
. nr
Rada (3) vsak diverguje pro » =1, tudi* diverguje tim vice
fada (2), je-li .
Uy => e r<1,
coZ téZ miZeme nahraditi podminkou
1 _
N Uy = eyl r=<1.
Mad-li se na zreteli, Ze predpokldddme » =1, obdrzi se
lim nu, > 0. (11)

*) L. Olivier uvedl v Crelle ,Journal f. d. r. u. angw. Math. II dil pag.
31, limnua =0 za obecné kriterium konvergence. Ze neni obecné
platno, dokézal Abel v témZ cCasopisu IIL. dil pag. 79, poukézav na

o 1
fadu 2 i U niZz je lim (nun) =0, ana piedce diverguje. Jest sice
n—2

pravda, Ze Fada diverguje, je-li lim nn,>>0, aviak neplati obracené
to povidy. Co se tkne upotiebeni tohoto kriteria viz pojednéni
Kummera u Crelle’-s Jour. svaz, XIIL
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Kriterium toto nedd se viak obratiti, nesmime praviti, Ze fada
konverguje, je-li

lim nu,, = 0,
nebo jiz rada

1 1 2
519 T 373 T T

ddvd ndm piiklad fady divergentni, a¢ tu plati Iém nu. =0O.
Znimo, Ze zde za kriterium konvergence lim n*u,—=a tfeba
staviti.

Kriteria uvedend ve ¢lancich 4.—10. naznacuji nidm kon-
vergenci nekoneéné fady, kdyZ mezni hodnota r je vétS{ nez
jednicka. Je-li naproti tomu mezni hodnota » mensf nez jednicka,
diverguje dand Fada, a piipad je nerozhodnut, rovnd-li se meznf
hodnota jednice. V tomto pripadé musime se poohlédnouti po
obecnéjsich kriteriich, z nichz jedno zde uvedeme.

12. Predpoklidejme, Ze pro nekoneénou fadu danou jest

lim 2t — 1, limn [1— l:j—‘] =1;

tu musime poznova upotfebiti principu porovndni ¥ad, mime-li
platné rozhodnouti o konvergenci nebo divergenci fady. Misto
fady (3) vezmeme nyni fadu

sr T 3wy T iy Tsap e @

kterdZz konverguje *) pro »>> 1.
V tomto piipadé je

Upt1 M [ in 7T
U, ~ n-+1LIn41)1°

tudi# konverguje dand ¥ada, je-li

Upt1 n In
4 1T

aneb je-li
_7%’“_1 1)1 (n+1) <nin,

tudiz je-li

*) Viz Stern 1. c. pag. 119,
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nln — ULJ"L (n+1l(n+1)>0"
Dang ¥ada nckoneénd
Uy =y - ug -y +
tedy konverguje, je-li rozdil
nln — i‘ﬂi (n4-1)1 v +1)

positivni, v piipadé opacném diverguje. _
Rovnd-li se vSak rozdil tento nulle, je konvelgence i di-
_-vergence -nerozhodnuta, a zdvis{ na oznaleni rozdilu

nlnlln—i"f—(n—l-l)l(vz—[-l) Uind1);

' Je-h vyraz tento positivni, konverguje, v ptipadé opacném di-
verguJe Vyhleddvan{ dalsich kriterif v nerozhodnych prlpadech
-je tim-patrno.

Tim je souvislost jednoduchych kriterii’ d0\07ena a co se
tkne slozitych kriterif, z nich# jedno zde uvedeno, o tom po- -
jedndme budoucné.

" Novy spiisob, jak se mohou vypotitati koreny
‘¢iselnych rovnic druhého stupné.
S.Ci)sal - N
Dr. 1. Odstréil, gymn. prof. v Tésiné.

Splisob, kterym se odmocnina .druhd a tfeti vypoditati dd,
mize taktéz slouZiti k vypomtanf kotend rovnic druheho a tie-
tlho stupne -

A. Rovnice druhého ,stupne.

. Tvar rovnic kvadratickych jest '

_ 2?4 Ax =

1 Jsou-li soucinitelé A4 a B c1sla positivni, snadno se
pozna,. Ze rovnice ma positivni kofen.

Rovnici tu moZnd vyjadiiti tvarem

B: (- 4)=mw,
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