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Kyvy spfaZenych netlumenych kyvadel torsnich.
Josef Zahradniéek, Brno.
(DoSlo dne 14. bfezna 1941.)

Tato prace podava obecné FeSeni problému dvou spfaZenych netlume-
nych kyvadel torsnich a to spfaZenych vychylkou. Verifikace odvozenych
vztahil je podéna na zdkladé zachycenych autogramit a to z poétu raziu ve
dvou Fadidch méfeni o libovolnych frekvencich vlastnich a rtzné tésném
spfaZeni p¥i zavésu spodnim i bez ného. V tomto sméru je tato price pokraéo-
vanim a dopliikem prace Oberbeckovy, M. Wienovy, Bouassovy a Stock-
mannovy na strané jedné, i praci provedenych ve fysikalnim tstaveé brnénské
university Kostalem, Kotovou a autorem na strané druhé.

V jednom dilu své ,,Fysiky‘ fe&il Bouassel) tento specidlni
piipad dvou spraZenych netlumenych kyvadel torsnich: Dvé stejné
kyvadla torsni (o stejnych momentech setrvaénosti) jsou zavéSena
na spoleéném zavésu délek I, [, I, pii ¢emz i spodni konec z4-
vésného dratu je pevny. Bouasse vySetiil sprazené kmity této
soustavy pii podateénich podminkich: {¢=0, ¢ =0, 5 =0,
¢ >0, y =0.

Ve fysikalnim tstavé brnénské university fesil pfipady spra-
Zenych kyvadel torsnich za raznych podminek jednak R. Ko§tal,?2)
jednak R. Kotov4,?) jednak autor.?) V nasledujicim podam
obecné Yefeni Bouassova problému spiazenych kyvadel torsnich,
zavéSenych na spoledném vldkné, jehoz spodni konec je rovnéz
pevny, a upozornim na experimentalni obtiZze, pro které je nékdy
nesnadno dosdhnouti Zaddouciho souhlasu mezi poétem a méfenim.

1) H. Bouasse, Pendule, spiral, diapason, II., 394, Paris 1920.

2) R. Kostal, Kmity spraZenych netlumenych kyvadel torsnich,
Rozpr. &s. akad., 44 (1935), 16.

3) R. Kotova, Mé&feni koeficientu spfaZeni p¥i kyvech torsnich ky-
vadel spfaZenych vychylkou, Spisy pfFirod. fak. Masarykovy univ., &. 216,
Brno 1935.

4) J. Zahradnidek, Kyvy spfafenych kyvadel torsnich, Cas. pro
pést. mat. a fys.,, 61 (1932), 268; Mé&feni gravitaéni konstanty torsnimp
vazkami, Spisy ptirod. fak. Masarykovy univ., ¢é. 153, 1932; Resonanz-
methode fiir die Messung der Gravntatlonskonstante mittels der Drehwage,
Phys. ZS., 34 (1933). 126.
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Rovnice energie spraZenych kyvadel torsnich (bez ttlumu)
jest v predlozeném pripads (obr. Ia)

309" + 505" + 1D + §Dop* 4 $Do (p — x)* = 43, (1)

kde 0,, O, jsou momenty setrvaénosti kyvadel, D,, Dy, D, pruz-
nosti zavésu délek 1, I,, l,; A? je hodnota energie vlozené do sou-

—
N 1

Obr. 1.

Schema dvou sprazenych kyvadel torsnich a to se spodnim zdvésem (a) a bez
spodniho zavésu (b).

stavy na pocéatku pohybu v ¢éase ¢ =0, na pi. ¢' =0, ¥ =0,
@ =Dy, x =X, pIi temz jest

Dy Xy = (lg + L) : L.

Pruznost D je funkei konstant zavésného dratu (délky I, polomé-
ru 7 a modulu pruznosti v torsi F), t. j.

T o, rt
V predeslé rovnici (1) jsou patrné &leny tykajici se kinetické
a elastické energie obou kyvadel a to kazdého zvlast a elastické
energie souvisejici s vazbou obou kyvadel Dypy. Elasticka energie
kyvadla jednoho resp. druhého, kdyz druhé resp. prvni je za-
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brzdéno, jest
1 (D1 + Dy) @* resp. 4 (Dy + Dy) 22
Momentové rovnice Lagrangeovy®) pro obé kyvadla jsou:
019" + Dip + Do (p — ) = 0, 033" + Doy 4 Dy (x—¢) = 0. (3)
Tyto rovnice maji feSeni
@ = «xsin Qf, y = B sin Qf. (4)

Frekvence sprazenych kmiti je vézdna s konstantami kyvadel
vztahem

(Dy + Dy — 0.02%) (D, + Dy — 0502°%) = Dy (5)
Zavedeme-li sem vlastni frekvence obou kyvadel
D, + D D, + D
P ! 0 2 __ 1 0
" = @1 ’ Wy @2 ’ (6)

kterymi kazdé z kyvadel kyvd samo o sob&, kdyz druhé je za-
brzdéno, pak predesld rovnice pro frekvence spraZzenych kmiti jest

Dy?
0.0, — 0. (7)
Jak uZz bylo naznadeno, fesil Bouasse piipad 6O, = 0,,
Dy, = D,, t.j. 1, =1, a tedy w, = w,; pak jest
D D4 2D,
e’ o
Zv1astni pripad Bouassuv byl Dy=0, t. j. [ D)) I.
Z charakteristické rovnice pro frekvence sprazenych kyvi (7)
plyne v obecném piipadé

o w12+w22 w? — wy? \? Doz
o=t i]/( Vg ®

t. j. ve vSech p¥ipadech dvou spfazenych soustav jsou dvé od sebe
riazné frekvence 2,, 2, a to tim vice od sebe rozdilné, ¢im v&tsi
je vyraz pod odmocninou. V obecném piipadé jsouwol?saieny dva
mezné pifpady hodnoty pod odmocninou, kdy totiz je

0ot — (w12 + w22) 022 4 6012(022 -

QZ

w02 — w2 2<< Dy ©)
2 > 0,0, ‘
V prvnim piipadé krajnim o, = o, jest
D,
2= o® £ (10)
Jo.6.

5) Plgou z druhé formy rovnice energie dE =0 v pripadé x' =0
resp. ¢’ = 0. )
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s limitou Dy =0, t. j. I, >> &, l;; v druhém krajnim pripadg je
D02 . D02
0,0, (0, — w,?)’ 0,0, (0,* — wy?)
s limitou Dy, = 0. (11)
Pribéh pohybu spfazenych kyvadel primarniho a sekundar-
niho je vystiZen obecnym integralem Lagrangeovych rovnic [(3), (4)]

P = Qg SIn (1 + &) + @oo sin (258 + &), (12)
2 = Zo Sin (248 + &) + oo SIn (258 + &).

Pii tom jsou amplitudy sekundarniho kyvadla zavislé na ampli-

tuddch primarniho kmitu, t. j. na polateéni hodnoté energie do

soustavy vloZené a na konstantich obou kyvadel. Pro amplitudy

obou parcidlnich kmitt vyplyvaji z Lagrangeovych rovnic (3)

vztahy

Q2 = o +

2 2
2, = wy? —

Xor _ w2 — 0,2 _ D,/0, oz __ ;% — Q2 _ D,/0; .
Por D,/6, s — %7 oy D,/6, wy* — ¥
z nich plyne dale pro kyvadlo sekundarni®) (13)
2__ 02
% = Z:z - giz . %: Xo1Xoz = _%:%1%2 (13")
a odtud konedéné
O, 0 — w,? 0, ;2 — w,’

2:_*' 2 2 1 2 2. 13”
Xo1 0, 0F —wy Po1”s  Xo2 0, 0F o Poz (137)

Integra¢ni konstanty v kmitu primérnim a sekundarnim uréime
z podateénich podminek. V &ase ¢ = 0 necht jest

p=0, =0, ¢'>0, ¥y >0,

t. j. klidnd soustava dostane na primdrnim kyvadle balisticky na-
raz. Vazbou mezi obéma kyvadly jest ¢ast vloZené energie prene-
sena i na kyvadlo sekunddrni. Bouassiv piipad: ¢ =0, y =0,
@' > 0, ' = 0 nedd se realisovat; pravé tak se nedd realisovat
podateéni piipad: ¢’ =0, ' = 0, ¢ = @D, x = 0. V obou téchto
piipadech je na pocitku pohybu rychlost resp. vychylka sekun-
darnfho kyvadla od nuly rozdilnd a to tim vice, ¢im tésnéjsi je
vazba mezi obéma kyvadly, t. j. D, > 0.7)

8) Se zfetelem ke vztahu plynoucimu z (7)
02,2 + 2, = 0, + w,?

) Poéateéni podminky byvaji voleny co nejjednodussi; nutno p¥i tom
dobfe v&dét, jakd energie soustavy se na poéatku uvolnuje. Tak na p¥. pfi
¢ =@, je x = X, nebo y = 0 a podle toho je pak ¢’ = 0 a y’ = 0 nebo
x> 0. Energie vloZené do soustavy a uvoliiujici se je bud 1D, P>+ 1D, X2+
+ 1Dy(Py, — X,)?%, anebo 1D, D2 + 1D,P,*> a obdobné v pripadé druhém.
Podobné& pii ¢ = 0 a y = 0 je rychlost ¢’ maximalni a rychlost yx’ od nuly
rozdilnéd — balisticky néraz.
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Z rovnic (13) je patrno, Ze amplitudy Pez & Yoz Maji rizné zna-
ménka, tak¥e je vhodno vychylky sprazenych kyvi pséti ve forms

@ = Qo Sin (21f + &) + g SID (2o + &),
x = 96211 sin (Qit + si) —X:)): sin (24 + &). (14)

Viéase t=0je ¢ =0, y=0,t.j.
Qo1 SIN & + Qoo Sin &, = 0, ¥y SIN & — Yoz SN &, = 0. (15)
Odtud plyne bud
L R {0 —, (16)
Po2 Xoz2
[tento vztah neni v8ak podle (13') obecné splnén], anebo

sing =0, sing, =0, t. j. & = by, &5 = kym. (16")

Pro dal$f rozbor pohybu spiazenych kyvadel pisme pro ky-

vadlo primarni
9= ‘PooSin(Ql t %, ade eo),

P> = Pou® + Po2® + 2000z €08 [(2y — ) ¢ + & — &), (17)
tg 6y = ¢01—(p02tg(91;!22t +81—2‘32)

Por + Poz
a obdobné pro kyvadlo sekundarni
(2 + 2 &g+ e ‘
x:xmsm( e 5 2t + 1—{2— : +770):

Hoo® = Xor© + Xo2® — 2Xo1Xo2 €08 [(21 — ) t + & — &), (18)
X01+ontg Ql_gzt_l_ﬁ—‘sz )
Xor— Xoz 2 2

Rovnice tyto vyznaduji, Ze vychylka i amplituda vychylky jsou
periodické funkce Gasu.

Podateéni podminky pro vychylku a rychlost obou kyvadel
davaji celkem &tyfi rovnice pro parcidlni amplitudy a fize obou
kmijtd. K nim pristupuji jeSté rovnice plynouci z Lagrangeovych
(13). Velké zjednoduseni téchto vztahu nastivd v pripadé reso-
nance w; = w, Tehdy a jen tehdy jest & — &, = kn a soulasné
konstanta v rovnici (16) @ = 1, t. j. pro hodnoty amplitud a fazo-
vych posuniti plati®)

tg o =

8) Je-li jeSt8 spln&no O, = O,, jest g9 = Ygo- Neni-li w; = w,, pak nejsou
splnény rovnice (16) a (19). Amplituda vychylek méni se v mezich @y 4= @gq
Tesp. Xo1 = Xo2» Nikdy vSak nedosahuje nuly, jak patrno z autogrami 4 a 5.
Nulového minima nedosahuje kiivka amplitud také tehdy, jsou-li v &ase
t = 0 vychylky obou kyvadel od nuly rozdilné a to at ve fazi stejné nebo
opadné — ani v p¥ipads resonance (obr. 3b, ¢).
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- 7
Po1 = Poz = ‘P;ao, Xor = Yoz = %0', & =0, ny= 5 (19)

Vychylky spfaZenych kmité jsou v tomto pripadé

B 0 —0 . 0 +0
@ = Qg cos—ztsm — 5 t (20)
x:xmsingl——;gztcosgl—_gg—?t.

Je-li Q, — Q, malé proti Q, + Q,, méni se amplituda vychylek
pomalu od minima (nuly) k maximu ¢y, resp. xq (Viz na p¥. prvni
z autogrami 4. a 6.) TéZko je vSak splniti soudasné podminky

Obr. 2.
Proménnéd minima amplitud spfaZenych kmita.

Q,— Q,
2

(ky, ko celd ¢isla), jak patrno na nulovych minimech autogramu
na pi. obr. 2.

Zcela obdobné, jak jest naznadeno v predeflém, je moZno
probrat piipad s podateénimi podminkami ¢’ = 0, 5’ = 0, ¢ = @,
x = X, pii demz je '

Dy: Xy =+ b) Ly,

jsou-li poéateéni vychylky stejnosmérné. Neni v8ak mozno u téchto
sprazenych kyvadel splniti podateéni podminky: ¢ = @, y = 0,
o =0, ¥y =0, anebo ¢ =0, y =0, ¢ =&, ' =0, jak se
snadno presvédéime pokusem, zachycujice oba autogramy jak
primarnfho tak sekundarniho kyvadla soudasné na tyz fotograficky
papir (obr. 3a). Tyto podminky jsou tim méné splnitelné, &im
tésnéjsi je vazba, t. j. drat [, kratky nebo velkého priméru.

Verifikaci podetnich vztahti, pokud se tyka frekvenci a vy-
chylek sprazenych kyvadel torsnich, at jsou hodnoty konstant
0., O,, D,, D, D, jakékoliv, je moZno provésti na soustavé libo-

Q4+ 2
2

t = ky, t=(2k— 1)
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Obr. 3a.

Autogramy primarniho a sekundérniho kyvadla soudasnd zachycené na ty%
fotograficky papir s podatetni vychylkou statickou.

Obr. 3b.

Autogramy primarniho a sekundarniho kyvadla soudasnd zachycené s poda-
teénimi vychylkami ve fézich stejnych.

Obr. 3c.

Autogramy primérniho a sekundarniho kyvadla soucasnd zachycené s poda-
teénimi vychylkami ve fazich opaénych.
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volné. Uvedeme zde dva pripady, a to se spfaZzenim tésnym, t. j.
Dy >> 0 a se spraZenim volnym, t. j. D0: 0, kdy délka stied-
niho zavésu je mald resp. velkd. Spodni zavés l2 je zaveden k vuli
zvyseni stability celé soustavy (pokud se tyka stalosti rovnovazné
polohy) a k vili soumérnosti v podetnich vztazich.

Clen pochazejici ze spraZeni DO/V@1@2 muzZe nabyti hodnot
v mezich 0 aZ w,w, resp. w? podle toho, je-li vazba volnd nebo
tésna. Prvni piipad nastiva tehdy, je-li D, >> D,, D, >> D,. Reali-
sovat se d4 tento p¥ipad malym 1,, I, proti [, na p¥. 5 cm a 100 cm
[resp. velkym 7y, 7, proti ry]. V piipadé w, = w, je v tomto krajnim
piipadé (10)]

D,
( 202]/6,0, ) -
Druhy krajni piipad, kdy &len pochazejici od sprazeni blizi
se hodnoté w?, nastiva tehdy, jsou-li hodnoty pruznosti D, D,
zanedbatelns malé proti D,, t. j. délky zavési [, l2 velké proti I,
Tesp. prumery krajnich dratt malé proti priméru zavésu st¥edniho.

V tomto piipadé je vlastné jen jedind frekvence Q = wV2, druha
je nulova.
Ladéni kyvadel na uréity pomér frekvenci spfaZenych kmitd
d4 se nejvhodnéji provésti nastavenim zavésnych drata 1, Iy, .
Pii tom ponechdvidme momenty setrvaénosti stejné?) a podobné
délky I,,1,. V tom piipadé je snadno splnitelné w;, = w, a plati
tedy
D, D + D
2 — 2 + = 2 __ T 0
2= 9 @ o
Ma-li byti pomér vyslednych frekvenci

(22)

Q m
2w
pak jest
D 2
D, m*—mn® 1

Cisla m,n jsou vazédna vztahy

m>1 n<<l, m?>+4 n?=2.
Tak na p¥. pro m = 1,1, »n = 0,89 jest [/l =3 a 2,/2, = 1,2.
Pomér 0,/02, =1 nedd se nastavit, leda v limité pro [, = oo.

9) Nejsou-li momenty setrvaénosti stejné, plati v pfipadd w; = w,
" vztah
D, + D, _ 91
Dy + Dy 0,
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Je-li pomér frekvenci spifazenych kmitt ddn pomérem malych
¢isel celych, je perioda celého zjevu mald, maxima podriuji svou
vyznaénou formu (velikost a polohu), jinak se vyznaléné utvary
na autogramu vychylek posunuji. Z prubéhu autogramu mozZno
potvrdit spravnost hornich vztahii pro ), Q,.

Jako mezné hodnoty poméru obou é&lentt ve vysledné frek-
venci
w?: 'fDL—

/0.0,

volme 1 a 1/100. Jsou-li zavésné draty z téhoz materidlu a o témz
pruméru, je tento pomér
S A

ll + lO . @2.

V piipadé O, = 0, jsou tedy mezné piipady pro [, == 0 a [, = 1001,.

Frekvence amplitud (£, — £2,)/2 je tim men3i proti frekvenci
vychylek (2, + 2,)/2 a tedy perioda amplitud tim vétsi proti
periodé vychylek, &m jsou hodnoty frekvenci spfaZzenych kmitt
Q,, Q, vétsi a sobé blizsi.

Clen Dy2/0,0, je mozno se zretelem k (6) psati ve tvaru

Dy2w,%m,?
(D + Dy) (0, + D)

Jsou-li zdvésné draty stejné hmoty (ocel) a stejného prufezu, je
moZno misto pruznosti D,, D,, D, zavésti pfevratné hodnoty délek,
piedeilym konstantdm tGmérnych (2); pak jest

Ll
(b 4 1) Gz + L)

Tato forma mé tu vyhodu, Ze k uréeni frekvenci sprazenych
kmita Q,, Q, stadi znati frekvence vlastni w,, w, a délky zavést
spfaZenych soustav. V jednom piipadé byla spfazena kyvadla
torsni zavéSena na ocelovych dritech priméru 0,3 mm a délek
I, = 17,90 cm, ], = 123,1 cm, I, = 8,20 cm. Konstanta C této sou-
stavy byla C = 3,766 . 10—3. Sprazena kyvadla tvoiily dvé ty-
¢inky mosazné délky 24,16 cm, priméru 0,6 cm se dvéma pary
posuvnych vale¢kt mosaznych délky 1,50 cm, priméru 1,95 cm
a hmoty m = 36,1 g. V nasledujicich autogramech (obr. 4) je
zachyceno pét pripadu spraZenych kmitt, které byly napsiny
cestou fotografickou na autografickém valei (Richard, Paris)
s dobou ototky 12 minut. Dolni kyvadlo bylo stalé s periodou
T, = 3,685 sec, u horniho kyvadla byl ménén posuvnymi valeSky
moment setrvaénosti a tim i perioda v mezich 7' = 3,630 sec
az 7,255 sec. Frekvence spfaZenych kyvi byla vypoétena podle

- 0w12w22.l (23)

0 = (23)
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Spravnost tohoto vztahu moZno prokizati proméfenim auto-
gramu, a to z poétu razu 4n, t. j. Q, — Q, = 2xAn. Na délku
celého autogramu, t. j. na dobu 12 minut piipadd podet razi
AN =12.60 . 4An. V tabulce I. jsou uvedeny vlastni periody T,
a vlastni frekvence , jednoho ze spfaZenych kyvadel (druhé
z nich zistdvalo nezménéno). V dalsich sloupcich tabulky jsou
uvedeny frekvence kmita spfaZenych @, Q, a jejich rozdil, jakoz
i podet raztt AN na celém autogramu. Piislu$ni hodnota odedtend
na autogramech souhlasi zcela uspokojivé s hodnotami vypodte-
nymi.

Tabulka I.

Frekvence sprazZenych kmitd torsnich kyvadel a podet
r4dzu pripadajicich na dobu 12 minut.

T, = 3,685 sec, w,2 = 2,9072 sec—2.

T, sec | w2sec—2 | Q, sec—!| Q,sec—! | 4Q sec—1 | AN/12 min

3,630 2,996 1,770 1,664 0,106 12,2
4,065 2,389 1,721 1,528 0,192 22,0
4,354 2,083 1,713 1,434 0,279 32,0
6,210 1,024 1,707 1,009 0,698 80,0
7,255 0,750 1,704 0,8639 | 0,840 96,3

Podet nulovych bodé na autogramu v piipadé w; = w, do-
staneme obdobnou cestou ze vztahu

Bty k=012
na jednu sekundu p¥ipadd podet nulovych boflﬁ m ot ny podet
réz1 n, — n,. Na jeden raz piipada tedy nulovych })_odu ’('n,1 + n’z) :
: (n, — m,) a na cely autogram s poétem razi AN pfipadé nulovych
bodt (n; + my) AN : (ny — n,); PEi tom je

(ny + M) @ (ny— Me) = (2 + ) : (£, — ).

Jest oviem nutno brati zictel i na nulové body souvisejici s pro-
ménnou amplitudou; téch je na celém autogramu AN. Tyto nu-
lové body splyvaji s predeslymi t’ehdx,, je-li pomér (2 + ) :
: (£, — ©,) vyjadien pomérem celych &isel. Ze stalosti nelqo ne-
stalosti nulovych bodi amplitudy jest 1hn’ed patrno, !ak oné pod-
mince je vyhovéno. Pro srovnéni potetnich vysledkti s pokusem
uvidime zde jesté doplngk k tabulee L.
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Tabulka I’.

Soudet a rozdil spfazenych frekvenci a podet nulovych
bodd mezi dvéma minimy amplitudy.

(2, + 2,) sec—1| (2, — 2,) sec—1 | (£21 + £25) : (£, — Q)

3,434 0,106 32,4
3,249 0,192 16,9
3,147 0,279 11,3
2,716 0,698 3,89
2,568 0,840 3,06

Specidlni piipad spfaZenych kyvadel torsnich, pii némz bylo
D, = 0,t.j.1l, = oo, Fesili, jak svrchu naznaéeno, Kostal a Kotova.
Oba autorové se omezili pii tom na pripady [, = I, tedy pii témz
dratu D, = D,; proménné bylo 6,. I pii velkych zménach vlast-
nich frekvenci ménil se v téchto pfipadech rozdil frekvenci spia-
Zenych kmiti celkem mélo a nasledkem toho byly autogramy
spfazenych kmitt pomérné malo od sebe odli§né, jak plyne ze
srovnani obr. 4 a § a tabulek I. a II. V dtsledku volného spodniho
konce a dosti tésné vazby obou kyvadel daji se na této soustavé
tézko zachytit piipady s urditymi poditeénimi podminkami.

Verifikaci hornich vztaht poddame i v tomto piipadé spraze-
nych kyvadel torsnich bez spodniho zavésu (obr. 1b). Pouzijeme
pri tom méteni z prace Kotové,'?) pii éemz zavedeme nase ozna-
¢eni. V citované praci byly méfeny vlastni frekvence kyvadel
nespraZenych

6_0 2 __ DI 6 2 __ DO
1° = 5 " = ==,
6, 0,
které jsou s vlastnimi frekvencemi v na$i prici uZivanymi
wz_DI+D0 wg_D2+D0
W= gt =
0, O,
ve vztahu
0]
2 __ 72 2 2 __ 72 2 — 2 2
0° = 1% + 01,0°, W° = W%, Wy, = Dy/|0; = w, "0
1

Déle bylo v onom piipadé trvale D, = 0 (soustava bez spodniho
zavésu). Z konstant sprazenych soustav uvadime délky zadvésného
dratu ocelového 0,5 mm priméru a to v nafem oznadeni [, =
= 21,6 cm, [, = 35,0 cm; je tedy konstanta soustavy C =1,
: (I, + 1,). Poukazujice v ostatnim na uvedenou préci, podavame

19) L. c.
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Obr. 5

Autogramy dvou spfaZenych kyvadel torsnich (typ 1b); m&nén moment
setrvaénosti jednoho kyvadla (tab. II).

tabulku II. s prepodtenymi hodnotami pro frekvenci vlastnich
a sprazenych kmitu a polet rdzi AN piipadajici na celou délku
autogramu, kterd v tomto pripadé byla 100 minut. Hodnota AN
jest opét v dobrém souhlasu s hodnotou odeétenou na autogramech,
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z nichz zde z citované prace uvadime jenom &ast (obr. 5), pokud
je tfeba na srovnani pokusu s vypoéty.l?)

Tabulka II.
Frekvence sprazenych kmitta torsnich kyvadel bez spod-
niho zavésu a podéet razu pripadajicich na 100 minut.?)

T, = 25,98 sec, w,?2 = 1,4617 . 10—2sec—2,
0, = 1,008 . 108 abs. j.

0, 10— - 0?.1072| Q,.10% | Q,.10% |4Q.102 AN
abs. j. T, sec sec—2 sec™1 sec™1 sec™ | 100 min.

1,601 | 25,97 | 2,384 | 17,78 | 8,260 | 9,52 | 90,7

2,052 | 29,23 | 1,873 | 16,46 | 7,903 8,56 | 81,5
2,521 | 32,48 | 1,520 | 15,53 | 7,548 7,98 | 76,1
2,899 | 34,63 | 1,331 | 15,03 | 7,296 773 | 73,7
3,772 | 38,97 | 1,041 | 14,29 | 6,788 7,50 | 71,5

V obou predeslych soustavich sprazenych kyvadel torsnich
ziastavaji délky [, Iy, I, a tim 1 pruznosti zdvésa stalé, ménén byl jen
moment!3) setrvaénosti @; pii stdlém momentu @, a z hodnot
vlastnich frekvenci w,, w, & z hodnoty konstanty C souvisejici
s vazbou byly poéitany frekvence kmitt sprazenych 2,, £,, jejich
rozdil AQ a pobet razi AN, pFipadajici na celou délku autogramu.

11) Forma rovnic Lagrangeovych (3) poukazuje k tomu, Ze je vhodno
¢itat a mé¥it vlastni frekvence resp. periody obou spfaZenych soustav tak,
Ze jedno z kyvadel kyva a druhé je soulasné zabrzdéno (6). Koeficienty
E,,, By, E,,zavedené v praci Kotové maji pak vyznam pruzZnosti v torsi a to
E,, = D; + D,, jak spravné uvedl ve své praci Ko&tal (a nikoli jen D,);
dale jest E,, = Dy + D,, E,, = E, = — D,. Na nutnou platnost vztahu
E,, = E,; poukézal pii jedné diskusi Ko§tal. Jestli méfeni Kotové nevedla
k tomuto vysledku, moZno to vysvétliti tim, %e u spfaZenych kyvadel
torsnich bez spodniho zdvésu neni moZno ani p¥i nejvétsi pozornosti vyko-
nati dostateéné pfesnd méfeni jak kyva vlastnich tak spfaZenych. Vedle
kyvi elastickych vystupuji zde rusivé i kyvy gravita¢ni, hlavné na poéatku
pohybu, &imz jednoduché vysledky jsou pozménény. K uspokojivym vy-
sledktim p¥i soustavé bez spodniho zavésu moZno dospéti tak, Zo z namd&ie-
nych period obou je$té nespfaZenych, t. j. vzdjemnd je§té odd8lenych ky-
vadel vypoéteme vlastni periody obou kyvadel spfaZenych, jak to bylo
provedeno pii zpracovani tabulky II.

12) V této tabulce znali T, T, pulperiody.

13) Podobnym pt¥ipadem 0, = 6, zabyval se Gans a po jeho p¥ikladu
Kudéera u spfazenych kyvadel Oberbeckovych (R. H. Weber u. R. Gans,
Repertorium der Physik I., 184, Leipzig 1915; B. Kudera, Mechanika tuhych
hmot, 277, Praha 1921).
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Obr.

Autogramy dvou spfaZenych kyvadel torsmch (typ la) ) ste]nych momen-
tech setrvalnosti a stejnych pruZnostech krajnich zdvési; ménéna byla
pruZnost zdvésu st¥edniho — spfaZeni.

Jde v celku o vztahy v rovnici (24), z nichz vyplyva
02 4 Q2 2_ (0,2 + wy?)? (25)
22— 0y? N (0,2 — @,?)* + 40w ’w,?

Zavedeme-li sem pomér frckvenci vlastnich V a spiaZenych 8,
dostavame z predeslého

Vz_l_]_ZSz <
1_0=—EST*—_17)2-I72_. (20)
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Tato rovnice dovoluje pfi daném C a V uréiti S, piipadné k danému
C a 8 uréiti V, anebo koneéné k danym ¥V a § uréiti C. Pro frek-
vence V a 8 jsou vztahy kvadratické, pro konstantu C linedrni.
Hodnota C mutze se pohybovat v mezich 0 aZ 1 podle hodnot
U5 1y, 1. Budiz jesté uvedeno, Ze koeficient C, souvisici se sprazenim
mezi obéma kyvadly, moZno uréiti z rozdilu sprazenych frekvenci
0Q, — O, (polet razu). Z rovnic (8), (24) plyne totiz

(02, — 25)2 = 0,2 + w2 — 2w, Vl —C.

Zcela obdobné poméry, jaké jsou vyznadeny na obr. 4 a v ta-
bulce I, vyskytuji se i v pripadé, kdy ménime spfaZeni zménou D,,
t. j. délky l,. Autogramy na obr. 6 byly zachyceny na soustavach
kyvadel torsnich, jejichz momenty setrvaénosti zustavaly stejné,
rovnéz i pruznosti krajnich zavést (l; = 5 cm, I, = 5 cm) a ménéna
byla jen délka stiedniho zavésu [, a to postupné v hodnotéch:
150 cm, 75 cm, 35cm, 15cm, 5cm.

Podobnou dlohu sprazenych kmitt hmot vézanych tiemi
spiralami, napjatymi ve sméru vodorovném, fesil Stockmann.!?)
Jak teoreticky tak i prakticky je problém spiaZzenych kyvadel
torsnich jednodussi a pfi tom vede k lepsi shodé pokusnych vy-
sledkid s poétem, nez v piipadé spfazenych kmitt hmot vizanych
spiralami, anebo sprazenych kyvadel gravita¢nich, jak jich pouzil
Oberbeck.'®) Obzvlastni vyhoda kyvadel torsnich proti kyvadlim
gravitaénim resp. elastickym (s kmity podélnymi) zdlezi v tom, Ze
doba kmitu nezdvisi na amplitudé a Ze tedy neni tfeba omeziti se
na kmity s malou amplitudou. Podavame v té véci autogram kmitu
spraZenych kyvadel torsnich s amplitudou malou a velkou (obr. 7);
z polohy nulovych minim je patrno, Ze frekvence zustaly na ampli-
tudé nezavislé.

vevs

Slozit&jsi piipady spfazenych kmitd nastdvaji, jde-li o t¥i nebo
vice spfazenych okruht. Tak na p¥. pii t¥ech spfazenych kyvadlech
torsnich nad sebou na jednom drité zavéSenych o momentech
setrvadnosti 0@,, 0,, O; a o pruznosti zavést D,, D,,, Dys, D; o dél-
kach 1, 15, los, I; (konec spodniho zavésu je rovnéz pevny) jde
o FeSeni momentovych rovnic!®) Lagrangeovych

60,9"y = — D1¢1 + Dy (9 — ¢1)s
O,"y = D12 (1 — @) + Dy (p3 — @), (26)
@3?7 3 = — D3ps + Dy (2 — ¢3)-

1) W. Stockmann, Phys. ZS., 31 (1930), 939.
15) A. Oberbeck, Ann. d. Phys., 34 (1888), 1041; M. Wien, Ann. d.
Phys., 61 (1897), 151.
18) Rovnice energie je v tomto pfipadé:
"® 4 10,9%% + 10;9°8° +
D19 + J‘Da% + 3D1(pr — @,)? + $Das(ps — @3) = A2
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Resenif téchto rovnic

Qr = az sin Qt E=1,2,3
vede ke tfem linedrnim rovnicim pro amplitudy a,, a,, a;; vylou-
¢enim jich dostavdme rovnici stupné 6. pro frekvenci spraZenych

kmita Q, coZ znaéi, Ze uvedensi soustava m4 obecné t¥i frekvence
sprazené Q,, Q,, Q..

- - . S

Obr. 7

Autogramy dvou spFazenych kyvadel torsnich s malou a velkou amplitudou
— nezavislost periody na amplitudsé.

V pripadé n spfazenych kyvadel torsnich na jednom svislém
draté v délkach Iy, l.e, log, - - -5 In—1,, Injo zavéSenych dostaneme
charakteristickou rovnici pro spiazené frekvence stupné 2n-tého.
Takova soustava mé obecné n frekvenci spfazenych kmita Q,
k=1,23,...,n (n kofenu charakteristické rovnice je totiz za-
pornych). Znaéné zjednoduSeni nastane v predeslych piipadech,
je-li moment setrvadnosti vSech kyvadel stejny a rovnéz pruinosti
D bud vsechny stejné, anebo Dy, = Dy, Dy, = Dy,g =
= Dp_1,n a dale D, = chl,2 Nebudeme se podrobné zabyvat
témito pnpady, uvadime jen k vuli zajimavosti autogramy tii
spi"aienych soustav a to: a) [y, =L, = l2.3 = lgy0, b) Lo = lgy3 =
= 2l0,1 == ula,o, ) l1,2 = l2,3 >> lO’l’ lO’l == ls,o, ) Ctyl‘ sprazenj‘ch ky'
vadel stejn& dlouhych a e) pet1 sprazenych kyvadel rovnéz stejné
dlouhych (obr. 8). Ve viech pripadech byly stejné momenty setr-
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Obr. 8.
Autogramy vice spfaZenych kyvadel torsnich a to t¥i (a, b, ¢), &ty¥ (d),
péti (e); momenty setrvadénosti byly vesmé&s stejné.

vaénosti. Doba celého autogramu byla 12 minut. Dal§im rozborem
téchto pfipadd nebudeme se v této praci zabyvati.

Tato price byla umoznéna podporou z jubilejniho fondu
Nérodni Rady Badatelské pro rok 1941.

Obrézky J. Zahradnidek. Archiv JCMF.

*
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Ungeddmpfte Schwingungen zweier gekoppelter Torsionspendel.

(Auszug aus dem vorstehenden Artikel.)

Es werden gekoppelte Schwingungen zweier ungedampfter
Torsionspendel beschrieben, welche an einem oben und unten
befestigten Stahldraht in einer Vertikale aufgehingt sind (Abb. 1a).
Wenn D,, D,, D, die Torsionselastizitaten der Aufthangungsdrahte
von den Langen [, I,, I, bedeuten, wenn 0, 0, die Trigheitsmo-
mente der Pendel und ¢, 5 ihre Ablenkungen aus der Gleichge-
wichtslage sind, dann gelten fiir die gekoppelten Pendel folgende
Lagrange’schen Gleichungen

019" + Dyp + Dy (p—2) = 0, O5x" + Doy + Do (x — ¢) = 05
fir y = 0 bzw. ¢ = 0 sind die Eigenfrequenzen
o _Di+ Dy o _ D2+ Dy
1= _—01—’ W™ = @2 )
fir die Kopplungsfrequenzen gilt die Gleichung

D,?
Statt des letzten Gliedes kann mit Riicksicht auf die Eigenfrequen-
zen

QF — (0,2 4 %) 2% + 0 ’w,? —

= 0.

Dy?
(D1 + Dy) (D, + D)
bzw. wenn die Aufhingungsdrihte von gleichem Durchmesser sind,
Ly
(o + &) (2 + o)

gesetzt werden. Es ist nimlich das Drehmoment — Torsionselasti-
zitdt —

2.y 2
Cw,%w,? =

2., 2
w1 Wy",

C =

T 1t
wo F den Drillungsmodul des Drahtes bedeutet. Fiir die Kopplungs-
frequenzen erhalten wir den Ausdruck

2 2 2 n,2\2
92=w1 ‘|‘2'602 iV(wl . wz) +0w12w22'

Die Giltigkeit dieses Ausdruckes wird an zwei Versuchsreihen
gepriift. In einer Reihe waren die Pendellaingen I; = 7,90 cm,
I, =123,1cm, [, = 8,30 cm (2r = 0,3 mm Stahldraht), die Kon-
stante C = 3,764 . 10—3. Die Pendelkorper bestanden aus zwei
Messingstabchen von der Lange 24,16 cm und dem Durchmesser
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0,6 cm, an welchen zwei Messingzylinder von der Masse 36,1¢g
(Lange 1,50 cm, Durchmesser 1,95 cm) verschiebbar eingesetzt
wurden, um die Eigenfrequenzen von verschiedenen Werten zu
erhalten. Das untere Pendel hatte die Periode 7', = 3,685 sec
konstant, beim oberen Pendel wurde durch verschiebbare Massen
das Tragheitsmoment geéndert und dadurch wurden die Eigen-
perioden zwischen den Werten 7' = 3,630 sec bis zu 7,255 sec
erzielt. Aus der Schwebungszahl (4n in einer Sekunde und darum
AN = 12 . 604n wahrend der Dauer des ganzen Autogrammes)
wurde befriedigende Ubereinstimmung der Messungen mit der
Rechnung erhalten (I. Tabelle, Abb. 4). In der II. Tabelle sind die
frither im physikalischen Institut vollzogenen Messungen*) nach
dem Oberen umgerechnet und es wurde wieder befriedigende
Ubereinstimmung der Theorie mit Versuch erwiesen. In der zweiten
Versuchsreihe handelte es sich um zwei gekoppelte Torsionspendel,
bei denen der untere Aufhiangedraht fehlte (I, = oo, Abb. 1b). Die
Konstanten der Pendel und die MeBergebnisse sind in der II. Tab.
enthalten.

*) R. Kotova, Schriften der naturwiss. Fakultit der Masaryk Univ.,
Nr. 216, Briinn 1935.
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