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Ruzné véty arithmetické. )
Abiturentim pige
M. Lerch,

docent mathematiky na &eské vysoké Skole technické.

(Dokondéenf.)

IL

Pravou spoustu arithmetickych vztah@ poskytne nédsledujict
princip geometricky. Rovnobézkami s osami X a Y vedenymi
u vzdalenosti 1, 2, 3, 4, 5, ... rozlozi se celd rovina v ne-
konetné mnozstvi Ctverch tvorfcich sif, a jejichZz vrcholy majf
za souradnice &fsla celistvd, Z téchto bodd vezméme v tvahu
pouze ony, jeZ lezf v prvnfm kvadrantu a to mimo osy. Body
ty nazyvati budeme wvrcholy hlavné sité,
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Libovoln4 kiivka OM (v obrazci vedena parabolay = V=),
v ni% kaZdé tsecce x pifslusf jedind pofadnice y, rozdéll Fadu
vrcholét hlavn{ sité ve tii kategorie:

1. ve vrcholy mezi osou X a kfivkou OM,

2. ve vrcholy mezi osou Y a kiivkou OM,

3. ve vrcholy poloZené na ktfivee OM.

Vrcholy posledn{ kategorie mohou se nékdy nevyskytovati.

Je-li pak y =f (x) rovnice kiivky OM v pravodhlé sou-
stavé X, Y, bude E[f (k)] ¢ili [f(k)] patrné znamenati pocet
vrchold hlavnf sfté majicich dseCku @ =% a ndleZejicich prvni
neb ttreti kategorii. Soucet

M Z[fO)=8,+5,

bude pak roven poitu vrcholt prvni neb treti kategorie polo-
Zenych na obrazci kfivoéarém ONMO.



186

Je-li (viz obrazec) NM, = [f(n)], bude poéet vrchold
hlavnf sité obsaZenych na obdélniku ONM,M, patrné roven
jednak n.[f (»)], jednak ale jest sloZen z bodd kategorie prvé
v poctu S,, déle z bodi kategorie druhé obsaZenych na kiivo-
-Garém obrazci OM, P, jichZz pocet budiZ S,, a ddle z hodi ka-
tegorie tfetf{ poloZenych na OM v poétu S,, i bude

(2) n. [f ()] =8, 48, +8,.
Je-li ktivka OM takovd, Ze prochdzi politkem a stdle se
zdvih4 nad osou X, takZe lze jeji rovmici pséti
© = f ),

bude patrné ool

©)] Z /i) =8, +8,,

k=1

a nisledkem toho obdrZime z (1), (2), (3) vztah

@ B0+ E A= )+,

kde bud opétné poznamendno, Ze S; znaéi polet é&fsel & Fady
1, 2, 3, ... n, pro néz f (k) jest celistvé a kladné.
Je-li na pf. rovnice kiivky OM

y=r@= Ve,
kde z je celistvé a kladné, bude tu
z=f @)=y,

a rovnice (4) obdrzi tvar
n r_ U”"‘] r_
(4a) ZE (Vk)—{—hz’lh': (n4+1)E (\Vn),
—1 =

kde vzat zFetel k okolnosti S, =E (\/2), jez plyne odtud, Ze

na OM lexf pouze ony vrcholy, pro né% y =1, 2, 3, [\Vn].
Volfme-li na pi. »=2, a uZijeme-li vzorce

124924324, . +a’:—€13—a(2a2+3a+ 1),
obdrzime odtud

éxE (VE)= %s“ E (V7). {6n—2E (V) —3E (V) + 5.
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I1I.

Slavny mathematik francouzsky pan Hermite nalezl vlast-
nost funkce E (), kterd se dala zobecniti.

Budiz § pravy kladny zlomek, » kladné ¢islo celistvé vétsi
jednotky, a ustanovme é&fslo celistvé § podminkou

“takZe bude

Z veli€in
1 2
S b+

nékteré majf za celky nullu, jiné jednotku. Jednd se o soulet
téchto celkdi. Je patrno, Ze veliiny

§+ ﬁ+a+9 B+«

majf stejué celky, ponévadZ plati nerovnosti
E(ﬂjr_“) <E (é_i‘f+_9_) =% (éi“_ﬂ)
n n njJ|] — n
a rozdil krajnich hodnot jest jen tehdy od nully riiznym, je-li
é—_’l—*——l— ¢islo celistvé; pak ale bude opét

(ﬂ-l—a ) ﬁ+“+1 1=E(@—j:—€‘)-

Méme tudiz
ZEfera) =2 =2 0 5

a ponévadZ posledni soucet sestivd ze samych jednotek, md
hodnoti 8 = E (n§), takZe nachdzime vztah

s E(§+ ) E (nf).

=0
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Na tento zvlastni pifpad d4 se redukovati onen, kdy =
je libovolnd veliina kladnd; znamenejme «=a 4§, kde
a=E (z), §<<1, nace’

n—1 o n—1 o n—1 o
s E(a:+—~): T E a+§+——): 5 {a+E(§ +—)}
n =0 n n

a=0 o—0
= na - E (n€) = E (na + nf) = E (nx),
¢imZ dokézin wvzorec Hermitetiv
n—1
W % E (w +1) —E (u2).
=0 n
Zobecnéni tohoto vzorce podal p. Stern. BudteZ m, n dvé
¢isla nesoudélnd, takZe dle zndmé véty budou zbytky rady

m  2m 3m (n—1)m

n' n' n'’ n

aZ na pofddek totoZny s ¢fsly

n n n n
Uvazujme nyni soucet
e
S=ZXE (w -+ @E) ;
a=—0 n
ten bude
1 me me
o= e+ 22432

znacime-li obecné symbolem R (z) =z— E(2) zbytek ¢isla z,
tudiz

— n—1
®) s_—:m+m—1_)-—zﬁ(m+@ .
2 =0 n
Aviak ke kaidému e« pifslusf jediné g <<n, tak aby
' moe

" =B 1 el iso,

n

tedy
o i%(ac—{-%):R(x—{— ﬁ):m+%—E(w+—g—),

n
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z CehoZ plyne po dosazeni do (a):
_(m—1)(m—1) n-l )
5= 2 - —E_—OE "t
tedy dle (1)
(b S=

1) ~ E (n2).

Maji-li nynf celistvd kladnd ¢isla m, n» nejv. spoleéného
délitele d, poloZme m —=m'd, » = n'd, nateZ jsou m', n' ne-
soudélna; soucet

—1 ‘d—1
"5 E(x+m_“)_”2 E(m—]—
a=0 n =0
rozpadne se v d Cdstf sloZenych ze ¢lenit
«=0,1,2, ..., n —1;
e=n,n4+1,..,20—1,

(m—1)(n—
2

a ponévadz tu dle (b)

vn'fn'—1 ma n'—1
> E(w—{— ',)__ z E(a:—l—wm’—}— )
a=wn' n
(' —1) (w —

= 3 b)) -+ E (w'x - vm'n’),

bude hledany soucet patrné roven vyrazu

Do), d(d2—- D it 4 dE (),

¢imZ doké4zdn wvzorec Sterniv

B (s 1) =m0 D b @ 1)+dE(%w)

=0 2d
¢ili
n—1 me _(m—1(nr—D4+d—1 na
® Zp(e )T RO ().

kde d znalf nejvétsiho spolecného délitele Cisel m, n.
Vzorec ten lze dokdzati téZ pomoci Fourierovské fady,
kterou se d4 funkce E (x) vyjadfiti. Tato analytickd cesta
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vedla k stanovenf rozmanitych souctii podobného rdzu, jichz
odvozen{ jsme naznaéili v kratké pozndmce oti§téné prede dvéma
lety v Comptes Rendus. Poznamenejme, Ze nds k vyloZenému
zde jednoduchému dikazu Sternova vztahu vedl princip za po-
- dobnym viak specialnym tcelem zvééndlym P. Simerkou uZitf
(viz jeho pojednéni v tomto Casopise roé. V. ,0 souétu celych
o lomené arithmetické posloupnosti).

Ulohy.
Resent ilohy 23.
(Zaslal p. Karel Mosler, stud. VIIL tf, g. v Opavé.)
Rovnice tetivy prochdzejici ohniskem paraboly
y?=2px, jest y:A(w——-g—) .
Dosadfme-li hodnotu pro y z druhé rovmice do prvai,

2 2
obdrZ{me x? — %—g pa -+ % =0,
z niZ plyne, Ze tsecky =, a », prisecfkd obou dtvard,
2
) ‘%%:%..
Pokldddme-li oba dily tetivy jakoZto privodice ¢, 2 @,
bude 91:“’1+l§ a 92=‘”2+‘§‘;
jeito md byti ¢, = 2¢,, nabudeme druhé podminky
2) @y =20, 4 L.
Z podminek téchto plyne a, :{— ,
3 9
tedy Q=4P a s:39,2—4—p.

Spravné teSenf dlohy této podali pp.: Zdenék J. Sldma
ze VIL tf. Ceské r. v Praze, Josef Janik a Alois Liska z VIIL
tf. g. v Krométizi, Josef Malér z VIIL tf. g. v Chrudimi, Via-
dimir Janks z VIIL tf. akad. gymn. v Praze, Ant. Starosta ze
VII tt. r. v Brné, Karel Rosa z VIIL tf. g. M8stské stf. k.
v Praze a Josef Cerovsky ze VIL ti. r. v Hradei Kraloveé.
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