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GAST MATEMATICKA.

0 obecnych polynomech Laguerrovych
Napsal Karel Dusl.
(Doslo 19. bfezna 1932.)

1. V tomto pojednani chei ukdzati, jak se n&které vlastnosti
polynomi Hermltovych daji dokézati-i pro polynomy Laguer-
rovy!) a zejména podati zevSeobecnéni Laguerrova fetézce pro
integrallogaritmus.

Laguerrovy polynomy stupné n-ho uréeny jsou tvoricf funkei:

at

1—t . v°°.' . [ »
T =2 @) (1)
Laguerrovy iobecnélé polynoﬁiy k-ho 'fédu pak poskytuje rozvoj:
| elmt_—tv ‘w0 | n oo ‘
‘iy=m="2=ol?m(@)W . o (2)

konvergentni pro kazdé « a pro |¢| < 1. Budu uvaZovati jen tyto
obecnéjsi polynomy k-ho fadu a pséiti je kratce Ln(x).a jen, kde
bude nutno uvedu index radovy v
2. Predeviim je zndmo, Ze polynom L,.(x) vyhovuje dJi'eren-
cidlnf rovnici:

 2L"w + (k + ) L'n—nL, = 0. N @
- Tato rovmce jest jen specielnim pifpadem rovnice: -
oy’ + @y —2)y +ay=0 (@

]e]1z jedno feSenf jest funkce Kummerova, 2) o
-y =0 (e, 1) x): T (II)

1) Jos. Korous: O ¥adéch Laguerrovych polynomﬁ Rozpravy II t¥.
XXXVII &. 40.
' 2). Kummer: Journal fiir reine und angewa.ndte Matema.txk Sv. XV
'1836 str. 139.- :
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phi Semi: s ' v
@ (57, 2) =1 ‘ a(a+l)x’ a(e+1)(z+ 2)2® .
(e, 2) t Hyerna Tyorneraa T
(3)
Srovné,me-h obd deerenclé,lni rovnice, vidime, Ze )
’ Lap(2) =cG(—mn, b, —2)= (4).

- n(n—1) 2? . a:"
c[l’“[-kx-*-k(lc 1)2'+"'+k(k+l) (Ic+n—1)]

_' Jestlize skutetnd rozvineme oba faktory tvoiici funkee (2) v fadu
.potenéni vidime, %e soutinitel 2" v Lmk(w) musi byti rovny jedné

- ted :
:a v .c——k(k+1)(k+2) Tkt n—1) (5)

Jevi se tedy polynomy Laguerrovy jako konfluentn{ degenerace
- onéch polynomﬁ které vystupuji v rozvoji hypergeometrické

-AA'funkce ——F (a, Ly, i) a jsou pifbuzné polynomﬁm Jacobiho.?) . .

i ‘Klademe-h L B v
o %ﬂ(a’ 7: x) F (_‘ n, a + n, 9, %), -~ (6)

- jest pak E
B G(—n,k——:u) hm%,,( ,y,—ex) o (m)

Z této souwslostx 8 funkef Kummerovou vypljrva, druha. defi-
- nice polynoml‘l Laguerrovych totiz: - v

\

—k N
Ln,],( ) z(lk n;z ddx” [xk-!-n—l e—x] g (7).
L L= "_.(_8)
pi'l éemi (k n) —I%—l Jest symbol Appellﬁv E \(9)

P Dﬁlezlté jsou vzorce rekurentni Zz deilmce (2) na zé,kladé'.
tvoi'(ci funkce y pl)me pi‘edevéim :

"1:§Lu<z)——-(l—t)ZL"m (x) : (10),
Ln,kkw)

Im,k# (x) — n Ln—-l,h-l (x) (IV) g
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Podobné na zéklad$ (1) a (2)

z . %, |
| - 2 Inern (@) 5= 0 — 7+ 2 Loy (11)
Odtud rozvoj podle polynomu ¥4du nultého

n (n—

1) X -
T 5k (B+1) Ln—got... (V)

Logy1 () = Lao + nk Lp—1,0 +
Jeliko? dale pro:

1 :
y=1T—uF e (12)
jest
| a—p¥ —kQ—)+aly=0 (13)
. o B"y _ '
a (@‘)— Lo (3) o
obdr#fme ' ' )

Lns1p (@) = 20+ & + 2) Lng (2) —n (0 + k—1) a1 (2) (VI) |
a pro ¥4d k + Ini: ‘
Ln+1 241 (%) = (20 + & + 1 4 2) Lujpsa (2) — :
" —n(®n+ k) Ln—1,54+1 (2). S (VL) -
. Obé posledni rekurentni formule tykaji se jen indexu n.

4. Laguerre v Oeuvres 1. 1898 str. 428 a Niels Nielsen v Theorie -
des Integrallogaritmus, Leipzig 1906, str 45 uds’waji rozvoj inte-

grallogaritmu .
- e’fe—z dx
P z

L . g
. ve zlomek Fetézovy ve tvaru:

Ca S B SRR
dx =e—= R |
f T : - » [x+»l-_x+3 -

_},

S e B (VIII)VI

. pH éemi lze doké.za.tl, ie ]menova.tel n-ho phbhiného zlomku ]estf :
* prévé: specielnf . Laguerrtv, polynom "L(z) . zcela podobnd, jako
polynom Hermtﬁv H,.(a:) Jest Jmenovatelem n-ho pﬁbhiného ‘
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zlomku Fetézce:4)
| Ly
z ——
x — e .e
‘ x —... (15)
Protoze pak obecné polynomy Laguerrovy ]sou konfluentn{ poly-
nomy Jacobiho, vyskytujici se ve jmenovatelich pFibliznych-

—_2
x

1 1
zlomkd rozvoje funkce 71” (q, V| Ve zlomek Fetézovy, lze

‘ nalézti vyraz, ktery rozvinut ve zlomek fetézovy déva ve jmeno-
vateli »-té hodnoty pfiblizné Laguerriv polynom L, ().
Tento vyraz jest: -

-

x"e’f k—:ldx . - ‘ (16)
coZ dokdzi ‘V" nasledujicim ZPﬁ:obem odﬁénym od metody Laguer-
rovyé. Poloz'rme ’ . K

‘S=‘1— k(kxj- D k(k+2(k+‘2?+ ot
Ic (k+ 1) ,..;2(”&: + 2n—1) X

Jeligavy Sitatel a ]menovatel n-té hodnoty sbhzem prislusneho
fetézce, musf -

sefrolEk) w
Z toho patmo, ze lze napsati:
s=L4 5L, (18)
: kde polynomy @ a p jsou stupné n-ho, polynom x stupné n — 1.
Z rovmce o
v(x”"S) = @™ + 1 T - (19)

vypljrva pravé dostatedny poéet rovnic k uréeni koeflclentu pii-
-sludnych polynomt, p¥i éem% mo¥no koeficienty u 2* v polyn. p.a y
_-klasti _Tovny ]edne 8 vyhovuje pak diferencidlni rovnici:

- ds k-{-x . p. ’
dx z + WL + 1_0 ’ (20)_

. .t - ‘) P Appel J Ka.mpé de Fénet Fonctions hypergéometmques Cxtov, ‘
"'Sr ‘,.-/\":,, NERIES . .
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kde ~ S - e
p=kk+1)...(k+2n). .. _ . (I

Dosadime-li za S vyraz z rovnice (18) nalezneme:
Py—ey I x + 1 Xy —ay

pr o @ty Y -
k4 1 g
— ('P + = 2 W) + x2n+1. +1=0. - (22)

Nésobfme-li celou rovnici vyrazem stupnd 2n -+ 1 : xy? tu &4st,
kterd jest polynomem, musi vymizeti, a jelikoZz koeflelent u "
ve ¢ a p jsme kladli rovny jedné, musi :
@'y —vp') — (b + 2) gy + 2p? +p—g= 0 - 428).
kde q jest koeficient u mocnostl z"—l v x (jak plyne ze élenu XL%
v rovnici (22)). :
Tuto rovnici moZno psati ve tva,ru

gy—oy kt+ze _9—p

v xy .

co% je linedrnf diferencidlni ’r()anice: pro podﬂ:' ?-—;:jqjii feseni ' ob-

vyklym zpusobem dava:

| ———f——dw+<p q)fxm jdz, (@)
2 bude patrné n- tym phbhznym zlomkem fetézového rozvole
pro 1ntegral L e '
: [e=
xk e -—k—'dx,v
] ok
jestliZe -

u-»un .

6. szerenczalni roviice pro ga 1/) Tvar dlferencxéhﬁ rovnice .
(28) ukazuje:
. 1. Ze rovnice p = 0 mé viechny koreny rﬁzne nebo‘o’ faktor
Y a. tp by musel téz byt-faktorem-&fsla-p . :
-pay nemajf spoleéného élmtele zZ téhoi duvodu
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Jestlize rovnici (23) diferencujeme, nalézime: "
z(@y—oy") + @y —oy) — (b + 2) (¢'y + ¢¢') — oy +
o yi=0 (26)
¢ili
[z¢" +(1——k—-w)¢——¢+w+2w]w— ‘
=[="+ (1 +k+2)yTe. - - (27)
'Na zéklad$ obou vytsenych vlastnosti polynomi ¢ a y to
muZe byt splnéno ]en tenkrat, jestlize jest soudasné:
ap” + (1L +k + 2) 9 = ayp,
29"+ (1 —k—2)¢ —@ + y + 229’ = ag, (28)
pii demZ a jest konstanta. Jezto koeficient az* v polynomu y byl
volen rovny jedné, jest @ = » a diferenciédlni rovnice pro y zni:
zy" + (1 + k& + 2)y’ —ny = 0; - (29)
tudfZ jest: " 9= La k1 (2) - (XT)
Diferencidlni rovnice adjungovand pro ¢ jest ddle:
29"+ (1—k—a)¢g'—(n+ 1) p +y + 209’ = 0.  (30)
7. Abych mohl podati konvergendni dikaz. rovnice (X), je

nutno vypodisti hodnotu konstanty g. Srovndme-li koeﬁclenty 1
- v rovnici (19) se zfetelem ku (XI):-

a8 Lppp1(2) =2+ - (3

:Y pouiueme—h hodnoty p jiz vypoéftané v rovnidi (21), nachézime:
n! (k + n)! ' :

p—g =T 6

nl (k4 ) [ e
&= ) F

Ru= dw. (XII)

L Z vy]a.di'eni (4) ‘pro y ——L,.,Hl (a:) ]e pa.trno, Ze denvace v
oo ]e kladné. pro kladné hodnoty =,y je tedy. funkef stoupajici a

= v(0)= Ln,k-f-l (0) = (’0+ 1) (k+ 29)...(k+n).  (33)

o "'»n!(k+n)' - 1 m_,
~°<R”< 1>:[(lc DEF ) (lc.+n>1*x€+?f" dg4)
]f.;;adane 0<R‘< R T Y

(k ) (lc FH o E ) F
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‘ kE.kln! e
Bk e %
O< B < e INa T G EHF
a tedy jest: : lim -R, = 0
n-» o

a tim jest rovnice (X) dokdzéna.

8. Rekurentni rovnice pro @ a 1/) Nalezli jsme jiz dffve (VII)
v odstaveci (3):

L1, 241 ()= (2n+ & + 1 + ) Ln,b+1 (x)—mn (n + ’0) Ly, b+1((x,)5

Jelikoz tatdz rekurentni rovnice spojuje Gitatele gni1, @n 8 @a_y,
coZ plyne z diferencidlni rovnice (30), Ize psé.tx

[
FOTF| T EFI— +k+&_2w+2) “]
e . ' z+k+5 )
' : ' ' : -+ (XIII)
JelikoZ ale integraci per partes dostaneme:

me—'z e—2 r e—% o "
‘z : z . o

‘dospéjeme_k i'etézqv'é;nu rozvoji:

[ s 1 A
fméx—?[x,+k+l——;%_ 2(k+72) -
= +E T+t 56—

3(k+3) | XV
—EifIT_“} (XN

‘ coi 70ouhla,si 8 dﬁvéjéim vysledkem Nlelséiiovym a Laguerrovym .
. Pro =0. - )

Jestlite n-ty phbhiny zlomek hoi‘e;éiho fetézce ]est 2

?’n'

v pak diferencidlni rovmee pro ¢ znf: Sl ,
Aw1+ﬂ—k—@¢1(n+nﬁ+ﬂw—0 (30)
' ]ednodu§e11 nei (30) ‘ 4
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9. Souétové vzorce pro Laguerrovy polynomy lze odvoditi
tou¥e cestou jako pro polynomy Hermitovy.?)
v PiSeme-li- dvakrat tvorfci funkei (2) odstavce (1) pro pro-
ménné z a y prisluénych Laguerrovych polynom, bude :

(lil_?t‘)—,, =m2=0"_"'! L 1 (2), - (40)
e
(181__;#:,,2:0% Lo (@) ),
Znésobime-li tyto rovnice, obdrZim ’
(ztut .
(fl_—tt)% Z 2 o i Lom, 2 (2) L,,k(y) (42)

Rozvmeme-h na levé strané v fFadu Laguerrovych polynomu
L, o (x + y), podle teze rovnice (2) odstavce (1) obdrz1me

Z—,,zkxw) Z‘ i@ L) (43

odkud vycham soudtova véta pro Laguerrovy polynomy srovninim
stejnych mocnosti ¢:

0..:w._ a i ) L
Lz (2 T 2 st Lk @) L () = m o+ m, (XV),
coZ lze symbohcky napsatl - R
Ly, ok (2 + y) = [La (2) + L (?/)]“ (XVI)

pti éemz pro obé proménné symbolicky ™ -~
) [Lk (x)]r Lr k (x) a Lo k (x) = 1
Rovnice (XVI) jest analoglcka ke speclelm souétové rovnici pro
: polynomy Hermltovy . .

- (x+y) HE) + BQ)P s
| 72 wol o "
‘s touZe symbolikou. Vzorec (XVI) Ize psati ve tvaru obecngjsim:
L@; pl;’(x1 + Zy+ -+ 2p) = [Lz (2,) + Lk (xz) + - Li(zp)}.  (XVII)

S8 g Ka.mpé de Fénet Sur une formule d’addition” des polynomes
- d’Hermite*.” Det. Kgl. Videnskabernes Selskab Mathematlsk fysnske .
: “Meddele]ser Sv..V. r. 1923. str. 6. ) : S
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- 10. V tomto pOJednani poukézal Jsem k souvislosti polynomu
Laguerrovych s funkcemi Kummerovyml a polynomy Jacobiho
a odvodil jsem rozvoj V'yra,zu

.'. —z_
zk 2 f:kﬂdx

z

v fetézec a dokézal jsem, Ze jmenovatel n-tého pfiblizného zlomku

jest pravé Laguerriv polynom Ly i1 () Tento vysledek jest

zevSeobecnénim vysledku Laguerrova a Nielsenova nalezeného pro

k = 0 a zplsob dikazu jest od obou autort odli¥ny. V poslednim

odstavei odvozena soudtovd formule pro polynomy Laguerrovy.
% .

'Sur les polynomes généralisés de Laguerre.
(Extrait de 'article précédent.)

J’établis par une méthode différente de_celle de Laguerre,

le développement de la fonction:

% e’
z S
ate povEs dx

z

en fraction continue. Le dénominateur de la +n-iéme réduite
%_((x; est le polynome- géﬁéralisié de Lag’herfe: Ln #41(%). fourni-
. n

parle developpement de la fonction génératrice: (1)

L’équation différentielle (I) et la relation de récurrence (VI)
liant _trms polynémes consecut;fs -sont caractensthues pour les
polynémes en question. L’ensemble de ces deux relations con-
_ stitue la base pour.la considération suivante. Considérons l'ex-

pressxon S (formule IX du texte} Soit (@) la ‘n-iéme redulte .

va(@)

du polynome S. ‘ . ..

Les fonctlons on(2), w,.(x) 'satisfont ) 1”équation différentiel-
le (23): :

% (@' Yn—gny'n) — (b + 2) Pynt Zeat+1=0

' !

ol r= 2 (Ifk_.—*-l;) dont I'intégrale est- donnée par (25),oup g=T.

. On voit par la forme de 1’équation différentiells (23) que:

1L léquatlon yn(x) =0 a toutes ces racines distinctes, tout
diviseur commun de ya(z) et ¢'n(x) devrait étre- djmseur de .

2. -par-:le méme . raisonement  on - voit: que les - polynomes
<pn(x) et yu(x) n ont de diviseur commun. -
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: Quand on fait la dérivée de 1’équation (23) en se rappor-
tant aux propriétés (1) et (2) des polyndmes @n(x) et ya(x) on re-
trouve deux équations:

_ zyY'at+(1+k+2) Ya=ayp. . (28)
et son adjointe: S Y
2@ 'n+ (l—k—2) n—@n+ Pn+22¢'n=ag,
et a=mn, le coefficient de 2" en Y,(x) étant égal & I'unité.

Le simple rapprochement des deux équations (28) et (I)
donne le résultat:
Yn(®) = Link+1 (%)

Puisque la limite du reste R, (XII) dans le second membre de

.(26) devient égale & zéro, en voit que ——- (@) est en effet la »-

_ Ya(®)
iéme réduite du développement:

©

ke f e—: dz
z

en fraction continue.
Les relations de récurrence. (VI) et (VII) vénflées par les
deux fonctions gu(z) et Wwu(z) donnent immédiatemment le dé-

- veloppement (XIII) et par l'integration par parties nous obte-
nons par conséquent, la fraction continue (XIV), d’accord avec
‘le résultat antérieur donné pour k=0 par Laguerre, loc. cit.
Ce résultat constitue une analogle a celui pour des polynomes :
d’Hermite.

" A la fin du mémoire 'auteur. établit la formule d’addltlon
pour les polynomes de Laguerre sous la forme:

Ly, px (2, + Zs +.. + %p) = [Lu (%) + L (%2) + .. + Ly (zp)]*

- en; convenant de remplacer dans le développement du second
*"me¥hbre une puissance telle que [Lz ()] par Ly (). Cette for-
mule, d’une forme trés condensée, avait été donnée par N. Niel- .
sen et J Kampé de Fénet pour les polynémes d’Hermite.?)

N l)J’ Kampé de Fér:et Suruneformuledesﬂ)ognbmes d’Hermxte
.- Det.” Kgl."Dankse Videnskabernes Selskab. M.—f 2. 1923, = :
'1' 6 ’l)mI:T Nxelsen Recherohes sur, les polynOmes d’Herxmte Ib1d .
8 .
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