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.R 31
Pozndmka. RieSenie tu podané na podklade geometrickom
- mezahriiuje v sebe vdetky moiné relemia, ale Yyjadruje strany
pomerne velmi jednioduchymi vyrazmi ako-v élanku uvedeném na

podiatku.
Niektoré Specidlné pripady:

‘1. Pravothly trojuholnik dostaneme, ked je:

a) u =1,
alebo:
b) =1,
* alebo:
uv — 1
c) v wFe 1.
V tomto poslednom péde bude -
=v+ , alebo v‘———zL-*———l.
v—1 ©w—1
2. Rovnoramenny trojuholnik dostaneme, ked je:
a) o u =,
alebo: I . :
1 uw—1 T
%) W Ta v e ve=aT
c) . % — _2'”_
‘ Tor—17

Obecny prikla,d éiselny
1. ) ‘ U == 2 V= -’3—,
a = 163 b=%§, c=1

Tieto strany: %3, %, {1, moéZeme vSak v tom istom - pomere'
zvaéélt alebo zmensit. Na pr.: 13, 15, 14, alebo 1,3, 1, 5,14,

2 v—-—-“," u=14% a=44 b=14} c-%

,  Miesto strén: 34, $3, 848 si mézeme. zvoht’ tiez: 476, 795 899
alebo: ‘47,6, 79, 5 89 9 atd. ;

o

Nlekol’ko poznamok K uréeniu cxsla PR
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V nésledujucom chcem poukézat k mekol'kym prfpadom,x;:

ktoré umozZnuji elementémym sposobom' ;vy)édnt’ éfslo % neko-’ g
neénym suEmom, respekt£Ve radmm Sy o
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I. Budi# do kruznice polomeru r vpisany pravidelny n-uholnik.
Jeho strana, ako jednoducho plynie, je a, = 2r . sin 2E/n a obsah
P, = jnr?sin 4R/n. Obsah 2n-ubolnika je Py, = nr?.sin 2R/n;
zéroven plati P, = nr?sin 2R/n . cos 2R/n = P, cos 2R/n.

Vsadme do tejto rovnice za n po rade n=4,8,..., 2" arovnice
znasobme. Po krateni ostane

Py = P,41.cos R/2.cos R/4. .. cos B/2n—1,

kde P, ako obsah &tvorca kruZnici vpisaného je 2r2. Jestlize
prejdeme k limite, pre » - oo bude podla definicie obsah kruZnice,
Iim P2n+1 =z .r? a teda

-
" 2/n = cos R/2 .cos R/4 ... cos R/2” e (1)
alebo tiez

om— V5 Vv a5 Vi + Vs + 45 @

Ze skutodne sGdin je konvergentny, plynie zo vztahu (1), kde
vietky ¢leny s od nuly rézné, stile rosttce, ale vidy mensie nez 1.

II. UvaZujme vyrazy P, = nr?sin 2R/n.cos 2R/n, Py, =
= nr?sin 2R/n. Umocnime oba vyrazy na druht a odéitajme;
plati ‘

Pyp® — Py = nPrtsin® 2R/n.

Dosadime-li po rade za n = 4, 8, . . ., 2" a rady vzniklych vyrazov
séitame, ostane

P2n+1 — P2 = r* (42 . sin* R/2 + 82 .sin* R/4 +
.+ 22n  gint R/271).
- Prejdime k hmlte je hm P,y = n?rt, P = 4r* a piSme 4 =

Nn=ow

= 4 gin* R, mame:
(7/2)* = sint R 4 22 sin* R/2 | 42 sint R/4 + 82sint B/8 4 ... (II)

Rada .(II) je oviem konvergentnou. Odhliadnuc od geometrlckého
vyznamu, ktory ¢&ini tiato vlastnost samozre]mou mozno, to do- -
* kdzat cestou &iste aritmetickou, uZijic na pr. limitného kritéria
: d’Alembertovho Je hm a,.+1/a,, {- <1— pri éom a, je n-ty

¢len rady (II) — a to, ako vieme, je nutnou a postaéujicou pod-
“mienkou preé. konvergenciu.

III. UvaZujme pravideIny n- uholnik kruznici opisa.ny Plati
pre neho jednoduchy vztah P’y = nr? tg 2R/n a z toho pre 2n-uhol-
nik P’g,. =2mitgRn : ‘

2tg Rin , dosadine tg R/n = P's/2nr%. =

s
P,.--m' ml‘_tg’Rj
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Upravou méame

1 1 Py _tgRn
Py P, 4n¥t T 2m?
Dosadzujme opiat do toho vztahu n = 4,8, ..., 2" a sitajme

rovnice; bude

1 1 1 1
P g (PR RS R,

Prejdeme-li k limite pre n - oo, je l1m 1/Pyui1 = 1/mr? a dalej
1/P, = 1/4r%, takze plati

2m = 3tg R/2 + }tg R/4 + S tg R/8 + ... (ILI)

Poznamka: 1. Mohli sme ovSem vyjst od P; P; a pod.
a dostali by sme obdobné vysledky vo vietkych troch pripadoch.

2. Vztahy (I) a (III), uddvajice zavislost =# na funkciach
goniometrickych, nehodia sa ovSem k numerickému vypo&tu,
jednak pre pomerne mald konvergenciu (a¢kol'vek na pr. u rady (III)
uZ piaty élen nemad vlivu na stotiny)a jednak pre znaént namahu,
ktorej vyZaduje dostatoéné urdéenie jednotlivych é&lenov.

IV. Uré¢ime teraz radu, uddvajicu m priamo &islami-— bez
funkei goniometrickych.

Zo stredu pravouhlych stradnic O opi§me polomerom r krui-
nicu. Rozdelme polomer, leZiaci na pr. v kladnom smeru osi x
na n dielov a vpiSme nad nimi do kruznice obdialniky. Dostaneme
n — 1 obdialnikov, ktorych plochy majﬁ sadet

2n—1
_m Vl_

Uréime-li lim §,, mame obsah stﬁrrtkruhu Vykonajme to takto

N =0
rozvedme pro odmocninu podla binomickej poudky a az potom
prevedme prechod k limite. Mame

s ]

k
e s

n@+1

Aby sme uréili lim S,, staéi znat lim

n w n=ow

= lim n;ﬁ Z kr._UvaZujme k tomu clel’u identitu
n=w

Ve g [P - (p+1),.
(k + 1p+ k,,++( )kr+ +pT)
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Vsadme za k &fsla 1,2,3,...,n—1 a séitajme rovnice;  do-
staneme

w1l = 1 4 (” T I)ZS’C” + (p + 2)§kp—1 Fotn—1 (3)

Vidime, Ze stdet ;‘kﬂ obsahuje élenvn najvyé p 4+ 1-ho stupﬁd;

n—l

Preto ;'kf kde g=<=p—1 obsa,hu]e ¢len na]vyé p-tého stupiia.

Aby sme zistili hladan@ limitu, deme vyraz (3 ) nP+1 a prejdime
k limite. Na prave] strane odpadne jednak prvy ¢len a dalej vietky
. suéty mimo prvy s, vzhladom na predchadza]ucu poznamku,
" rovné nule, takZe ostane iba . v

N b n—1

kr ' :
1_11 (p+l) z 1 ”_lkr

1 pors) t. j. hmn——

~ Rovnina (2) prejde teda na tvar

i A

a ponevaé lim S, = - plati kdnedne

=0

o)) ) e

V.- Rozdelme opit jeden‘ polomer &tvrtkruhu na n dielov

=00

& sostrojme k tymto bodom prisludné body na obvodu. Dostaneme
" zase, lomend éla,ru, ktord v hmlte pre n = oo prejde v. obvod

;étvrtkruzmce B
L’ubovol’né dva body vedl’a. seba stojice maji suradmce

[ V=] [ 0s Y-

‘takie d[ika lomeneJ éla,ry,'jé’,_'

BV P TT

uiljeme-h znémeho vzorea - V ‘-—__-Vb ==

-




0, — TE(VI L L I;(lcnj 1) - 1/1!—11—1;—[0—(/-0;;:—1))-

Oba vyrazy rozvedeme podla blnomlcke] pouéky pro lomeny:
exponent v nekoneéné rady:

e (R e T (B
I N e (- A
B

Ked rozvedeme vyrazy v hranatych zatvorkich a delime 2, ostane

Rl B e i)

/ —h 1 - R (R4 1)
Prejdime k limite pre n - oco. " Podla- defmicle lim 2;7 = —Z—

Na prave] strane d& prvé hranata zatvorka pre n - oo hodnotu 3,
ponevad sa vyskytuje v kaidom sGétu, t. j. n — 1- krat. lelta.
druhého vyrazu-sa-redukuje ihned na

n—1 o AW AR (k + l)l

im > ST ,) e
=S ()T

=1

jak hned plynie- uvaz1me-h ze v hornom suétu .Je rozhodujumm
T on—1 L2l

~iba vyraz an:l 5 Je teda

— 1) -
+2( 1)() l)2z+1 o
Odéitame-h qd tohoto vztah (IV) ostane (— pn tom ]e (IV) deleno ‘

dvoma -—-—) - . _ o
LR S (___ 1)l+1( ) __._.l.___ l ‘V‘t.,-j
8 r§ A+ L0000
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