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R á i 

Poznámka. Riešenie tu podané na podklade geometrickom 
nezahrnuje v sebe vSetky možné rešenia, ale vyjadřuje strany 
poměrné vel"mi jednoduchými výrazmi ako v článku uvedeném na 
počiatku. 

Niektoré špeciálné případy: 
1. Pravoúhlý trojuholník dostaneme, keď je: 
a) u = 1, 

alebo: 
b) v=l9 . % . 

alebo: 
. uv — 1 , 

c) ; — - = 1. 
u + v 

V tomto poslednqm páde bude 

u = — - — , alebo v = ——-. 
v— 1 u— 1 

2. Rovnoramenný trojuholník dostaneme, keď je: 

a) u =? v, 
alebo: . 

u\ l uv — 1 . , 2u 
b) — = j , teda v = 

c) u 

u . • u + v u2 

2v 
v* — 1 * 

Obecný příklad číselný: 

1. f e « 2 , ť - = f 

Tieto strany: *y, f, £, móžeme však v tom istom poměre 
zváčšiť, alebo zmenšiť. Na pr.: 13, 15, 14, alebo 1,3, 1,5, 1,4. 

Mie^to stran: $$, | J , ffg si móžeme zvoliť tiež: 476, 795, 899, 
alebo: 4 7 X 79,5, 89,9 atď. . • . . , 

NiekoFko poznáraok k určeniii čísla JT. 
;' x ": Š. šwarz, jposL přírod, fakulty y Praze, ;"••".'.. _ 

V následujácom chcem poukázať k yékóTkým prfpaxíóm, 
ktoré umožnujů elqmentámým spósbbom; Vyjádřit' Žíslo n néko* 
něžným súči^^ 
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I. Budiž do kružnice poloměru r vpísaný pravidelný w-uholník. 
Jeho strana, ako jednoducho plynie, je an = 2r . sin 2R/n a obsah 
pn == | ^ r 2 sin éR/n. Obsah 2?&-uholníka je P2n = nr2. sin 2R/n; 
zároveň platí Pn = nr2 sin 2R/n . cos 2R/n = P2n cos 2Rjn. 

Vsaďme do tejto rovnice za n po radě n = 4, 8. . . ., 2n a rovnice 
znásobme. Po krátení ostane 

P 4 -== P 2 f l + 1 . cos iž/2 . cos iž/4 . . . cos iž/2*-\ 

kde Pá% ako obsah štvorca kružnici vpísaného je 2r2. Jestliže 
přejdeme k limite, pre n -> oo bude podlá definície obsah kružnice, 
lim P2n+i .= n :r2 a teda 

2/n = cos iž/2 . cos iž/4 . . . cos iž/2" . . . . ( 1) 
alebo tiež 

2/n = Vf. ]/+ + iVí". ]/* + il/+ + iVÍ • • • (I)' 
Že skutocne súčin je konvergentný, plynie zo vztahu (1), kde 
všetky členy sů od nuly rózné, stále rostúce, ale vždy menšie než 1. 

II . Uvažujme výrazy Pn = nr2 sin 2R/n . cos 2R/n, P2n = 
= nr2 sin 2R/n. Umocníme oba výrazy na druhů a odčítajme; 
platí 

P2n
2 — Pn

2 = n2r* sin4 2R/n. 

Dosadíme-li po radě za n = 4, 8, . . ., 2n a rady vzniklých výrazov 
sčítáme, ostane 

P2n+i2 — P 4
2 = r4 (4 2 . sin4 iž/2 + 8 2 . sin4 iž/4 + . . . 

. . . + '22w . sin4 iž/2*-1). 
Prejdime k limite; je lim P2n+i2 = 7t2rá, P 4

2 = 4r4 a pišme 4 = 

== 4 sin4 Jž, máme: 
(n/2)t = umé R + 22 sin4 iž/2 + 42 sin4 ÍŽ/4 + 82 sin4 iž/8 + . . . (II) 
Rada (II) je ovšem konvergentnou. Odhliadnuc od geometrického 
význatou, ktorý čipí tuto vlaštnošť samozřejmou, možno to do­
kázati ee.̂ ^^ čisté aritmetickou, užijúc na pr. limitného kritéria 
ďAlembertovhío. Je Mm an+i/an = % < 1 — pri čom an je n-tý 

ělen rady (II) — a to, ako vieme, je nutnou a postačuj ÍLCOU pod-
míeiikom p»i konyergenciu, 

III . tFvažujme pravidelný w-uholník kružnici opísaný. Platí 
pr& něho jednoduchý vzťah P ' n = nr% tg 2R/n a z toho pre 2n-uhol-
ník P'%n = 2m* tg R/n 

P\ = w*. 1L
<tefž/n> d o s a ď n í e **Rln ~ pf^i2nr*> 
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Úpravou máme 
1 1 _ P\n tgR/n 

P\n P'n ±n2r* 2nr2 

Dosadzujme opáť do toho vztahu n = 4, 8, . . ., 2n a séítajme 
rovnice; bude 

^ - A = i ( i t g ^ / 4 + i-tg^/8 + --- + i t g i ž / 2 ")-
Prejdeme-li k limite pre n -> oo3 je lim 1/P2n+1 — \/nr2 a-ďalej 
1/P4 = i/4r2, takže platí M = 0° 

2/n = i tg B/2 + i tg R/á + i tg B/S + ... (III) 

P o z n á m k a : 1. Mohli sme ovšem vyjsť od P3, P 5 a pod. 
a dostali by sme obdobné výsledky vo všetkýeh troch prípadoch. 

2. Vztahy (I) a (III), udávajúce závislost' n na funkciach 
goniometrických, nehodia sa ovšem h numerickému výpočtu, 
jednak pre poměrné malú konvergenciu (ačkolVek na př. u rady (III) 
už piaty člen nemá vlivu na stotiny) a jednak pre značnú námahu, 
ktorej vyžaduje dostatočné Určenie jednotlivých členov. 

IV. Určíme teraz radu, udávajúeu n priamo číslami— bez 
funkcí goniometrických. 

Zo středu pravoúhlých súradnic 0 opišme polomerom r kruž-
nicu. Rozdělme poloměr, ležiaci na pr. v kladnom směru osi x 
na n dielov a vpíšme nad nimi do kružnice obdialníky. Dostaneme 
n—1 obdialníkov, ktorých plochy majú súčet 

2n—1~ 

a. = r-УAH- W 
Určíme-li lim Šn, máme obsah štvrtkruhu. Vykonáime to takto: 

n — oo -

rozveďme pro odmocninu podFa binomickej poučky a až potom 
převeďme přechod k limite. Máme 

8 _r2[^=-i_mn^*! + / M " ^ ^ _ i 
8 n ~ r [ n \l)ž»'+.WŽ»,.: •J 

Aby sme určili lim Sn, stačí znať lim 

(2) 

1P + 2* + . . . + (n— 1)" 
<nP+* 

П — oo П = oo '* 
1 n—l 

.==; iim,«^r .\.S*M. Uvažujme k tomucieju identitu 
n^Q&nír+ k£?\ „ 

(k + !)*+- = m\ + •(? + 1J-. kP + .. . + ^ + ])• 
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Vsaďme za k čísla 1, 2, 3, . . ., n— 1 a sčítajme rovnice; do­
staneme 

wP+i = 1 + /? + X\ v V + P + 2\nT&~i + . . . + „ _ l. (3) 

П — 1 

Vidíme, že súčet y kp obsahuje člen vnnajvýš p -f- 1-ho stupňa. 
n—i 

Preto 2 * ^ , kde q^p — 1 obsahuje člen najvýš p-tého stupňa. 

Aby sme zistili Madanú limitu, dělme výraz (3) np+1 a prejdime 
k limite. Na právej straně odpadne jednak prvý člen a ďalej všetky 

„ súčty mimo prvý sú, vzhladom na predchádzajúcu poznámku, 
rovné nule, takže ostane iba 

44—1 

Rovnina (2) přejde teda na tvar 

; ..»«*.,. f^(})4+(*y4_,..]. . 
-*' • TTT^ 

a poneváČ l i m ^ = ' - j - ) platí konečné 

;+"i-(l)4+(^)4-^)++-- <-> 
V.* Rozdělme opáť jeden polpmer štvrtkruhu na n dielov 

v a sostrojme k týmto bodom příslušné body na obvodu. Dostaneme 
zase lomenu čiani* ktorá v limite pre n *= oo přejde v obvod 

ř štyrtkružnice. 
Libovolné dva body vedra seba stojáce majú súradnice 

LLk'í^^+1) -' -iF^\i 
"-^'•'••ГУ.Í^.11 шm 

ffi!^ známého vzorca • ]/a — ]fb ==•, 

feMSí'&Afeíi?fe:^ 'v"r ''• " • 
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w — 1 

l+ì-
П 

k(k + 

n< s-f-^- ř̂-1) 
Oba výrazy rozvedeme podlá binomickej poučky pro lomený 
exponent v nekonečné rady: 

1 \ - * 
-Ж-ГHľHHKГ-
-('-Г]^-,+Ш'^)' 

Keď rozvedeme výrazy v hranatých zátvorkách a dělíme 2, ostane 

Ï - ' . Ш ! ) - - + --«+-
+fľH+--

+ 2'.(-1)г IШW 
1 = 1 > ) + 

_Ҷ__f_l)t 
tt-t+1. 

Prejdime k limite pre n-* oo. Podlá definície lim - - _ = — . 
n . = oo - " 4 

Na právej straně dá prvá hranatá zátvorka pre n -> oo hodnotu -|, 
poneváč sa vyskytuje v každom sůčtu, t. j . n — 1-krát. Limita 
druhého výrazu sa redukuje ihned na 

n—1 oo 

iim y y (-
n=-.oofrofTl "•(DfгГ-ЧI^ 

jak hned plynie uvážime-li, že v hornom súčtu-je rozhodujúcim 

iba výraz V1
 0>, » Je teda 

T - T + / | < - I > ' ( . ) ( Í - Í ) S ; + T ;'•' 
Odčítamé-li od tohoto vzťah (IV) ostane (— pri tom jé (IV) děleno 
dvoma —) -.'-'•• i; 
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