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Asymptotické ¢ary na primém konoidu;
piispévky k vlastnostem ¢ar Sroubovych.
Sdili M. Lerch v Brne.

1. Rovnice konoidu, jehoz fidici piimka jest Oz a ¥dici
rovina Oxy, mMozno psdti
z=ug(), y=up@), z= oo, 5
kde konstantu ¢ lze ostatné klasti — 1, p¥i ¢emZ ¢ a o jsou
libovolné funkce parametru v.

Differencidlni rovnice asymptotickych éar pfi parametrickém
vyjddfeni plochy zni

0r dy 0z

W o . ,

x oy 2z =0, dx= 0 I; du? 4+ 2 2z dudv
== 3 no Qu dudv

o 90 v 2%

d*z, d%, d% + 7 dv?, atd.

V nafem piipadé
d?% = 0, d% ==dv [29'(v)du + ug"(v)dv],
d%y = dv [2¢'(0)du + wy'(v)dv),
takZe pomineme-li nezajimavé fefeni dv — O, mdme pro asym-
ptotiky plochy (1) differencidlni rovnici
ug' uyy’ ¢
P 0

® =0
2¢'du + ug@''dv, 2¢'du + uyp''dv, O

aneb _
z,; dv = 0.

¢ v
2
! o o

|
du-{-u!(;,,




Druhy determinant je derivace prvniho a tedy lze nejen
promé&nné oddé&liti, nybrz také bezprostiedné integrovati; vy-
sledek je
. C
Te@Y (v)—y ()¢ (v)

. pi temz C jest integraéni stald. Pro tyto hodnoty « poddvaji
rovnice (1) soufadnice bodu na asymptotice.

212

(@)

2. Hledejme podminku, aby asymptotické ¢ary plochy (1)
byly u = konst. Tu vlastnost maji vSecky asymptotiky, je-li pro
jednu z nich » stdlé; nebot pak bude

e Y @) —v@) g )=k
velidina stild; aby to nastalo, musf
_ P @) " () — ()¢ (v) =0,
t. j. bude
¢" (v) _¢" (v
¢ () v

takze obé funkce ¢ a v hovi rovnici differencidlni

=1 ),

PP _ r ) g. 3)

Jsou-li obé& funkce @ (v) a ¥ (v) integrdly linedrni rovnice
differencidlnf (3), budou asymptotické ¢dry konoidu (1) ddny
rovnici « — konst., takZe jejich primeéty do Fidici roviny (xy)
jsou &ary homothetické.

3. Ridici ¢dra » — 1 konoidu (1) je &roubovou ¢arou svého
promftajiciho vélce, plati-li

¢ @)+ ¢ (=1,
takZe pak bude v miti vfznam oblouku na primétu fidici ¢ary L
a konstanta ¢ uréuje spad Sroubovice.-

Znamengéme-li ¢ thel, ktery teina primétu L fidiei ¢4ry
svird s osou Oz, mdme

dy .
qp =Sin T,

9’ (v) = —Z;: =cosz, Y (v)=



a jmenovatel zlomku (2)
p@y (v) —y ()P (v) =z sinT—ycosz

je délka primétu privodite OM do normdly ¢dry L v jejim bodé
M vedené. Pata K promitajici kolmice opisuje tedy tpatnici
evoluty ¢ary L pro pél O, délka normély od ¢ary L k tpatnici
evoluty jest jmenovatel KM vyrazu (2), takZe pro asymptotiku

plati
C
U= \/f]—n

Konstrukei lze provésti tak, Ze pro pevnou délku C stro-
Jjime thel » z podminky

KM = (Ct¢* o,
nadtez
u = cotg .

4. Jako piiklad plochy uvaZované ve ¢l 2. uvedme konoid,
jehoZz fidici ¢dra md primétem Cdrd 3. stupné

x, = av?, Y, = ”Z“) (@0 — 24’y = 3ab),
t. j.
Zoy2 = ab?,
takZe plocha je ddna parametricky rovnicemi

%
—_ 2 —_—
x = aut, y=--~,

z=w,
a jeji rovnice bude
ayz® = bzx.
Asymptotické Cary jeji maji za priméty kfivky

xy® = konst.

5. Jako piiklad plochy s fidici ¢arou Sroubovou uvaZujme
piipad, kdy fidief ¢dra md primét vyjddieny v komplexnim
tvaru

z+iy=a SN S + o e(m—l)iv')
y= (m +1 m-— 1

*



Pro ni jest
d (® 4+ iy) = ai (e iy 4 et—Div) dy
= 2aie™v cos ¢ dv, -
tedy prvek oblouku
dv = 2a cos v dy,
takZze lze voliti
v = 2a stn ¥,

a tedy pro tfeti soufadnici
2 = cv = 2ac sin Y. (4%
Nésobime-li vyraz (4) hodnotou sdruZenou, obdrzime

1 1 2
2%+ 4 = a? [(m—l)’+(m+1)“+ oS cos2tp],

i mizeme konstantu c¢ tak zvoliti, aby &ira byla sférickou,
nebot

2a? 2a? 4a* L,
m—Q—:T coS 2(;) —_ ;’;E—T — m Sin '(/),
a zvolime-li ¢ tak, aby
1 1,/———
62 = W——-—_i_, m = —(;—Vl + Cg, (42)

bude
x? 4 y* + #* = R*,
kde konstanta R? m& hodnotu
1 1 2
B |Gyt eyt mz—l] B

__ 4m*a®
— (m*—1)%’

: 2 —
R = mgm_a_l_ = 2ac V1 + ¢~ 5)

Tu jest pak déle

d@+1y) __ , Sl iy
— =2’ + &y = ie™¥
tedy

1 N )
@ +iy) (& — iy) = ia (m—lrtw + __1_1_ e’w)

m..-_.



a ndsledovné bude po odetteni hodnoty sdruZené
@ 4+ iy (¢ — iy) — (@' —y") (x + 1y)
_ 4iam
Tm? — 1
levd strana md hodnotu
2% (zy' — yz'),

coS Y ;

a tedy
2am
m? — 1

Soufadnice bodu na konoidu znéji

xy — ya’ = cos Y = R cos . (6)

X=wuzx, Y = uy, Z = 2= 2ac sin vy,

a &dry asymptotické na této plofe jsou dle (2) a (6) ddny
rovnici
u?= ¢ = ___gl__.
cos Y \/4g® — 2
Sférickd §roubovice definovand rovnicemi (4)-—(4% md za
primét epicykloidu

. ) a a )
x -+ 1y = em- iy ey
Yy a1t )

m+ 1
a_

m+ 1

kterd vznikne valenim kruhu poloméru po pevném kruhu

se stfedem O poloméru
_2a
m?— 1
Znamendme-li x Ghel teény Sroubové ¢dry s osou Ogz,
mame

= 2ac%

1
¢ = cotg x, m =—= ——, R = 2a cos =,
cos %

polomér kruhu pevného — 2a cotg® x — R,

__ acosx
” » hybného — 1———+ i = 7o
Epicykloida md vrchol v bodé

2am
v=0@=—5—3 =R + 2, y=0),
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takZe ji opisuje bod na hybném kruhu diametrilné protilehly
onomu, jenz vy$el z piévodni polohy v == 0 a jenZz mé&ff odva-
leny dhel.
P¥i tom pifslu§i parametru ¢ odvaleny whel na kruhu
pevném
1-— cos %

(m'_‘]-) Y = C0S % Y,

a na kruhu hybném mé odvaleny tdhel hodnotu 2y.

Rovnice roviny normalni pro ¢dru (4)—(4?) zni
(X—i¥) @ + i)+ X4+ i@ — i) +2(Z—2) 2
=@ — iy (@ + @) + @+ i) @ —y)

¢ili po dosazeni hodnot
x4 iy = iemiv, 2 =¢
(0 — i) @ + iv) + @ + i) — V)= — e sin
(X — 2Y) semiv — (X 4 2Y) ie™v + 2¢ (Z — 2)
= — 4ac® sin ¢
= — 2¢%
a po redukei koneténé
— X sinmy + Y cosm vy —+ ¢Z =0. Q)
Pro obalovou plochu roviny normélni (plochu poldrni) méme
odtud derivovanim
Xcosmyp 4+ Ysinmyp=0; )
rovnice (M), (N') urtuji charakteristiku obalové plochy — v uva-
Zovaném piipadé osu kiivosti &iry nadi. Z rovnic téch vychdzi
X=cZ sin myp, ¥ = — ¢Z cos my ()
jakozto parametrické vyjidieni plochy poldrni, kterd patrné jest

rotalni kuZel
X 4 V2= 22" (B)
Tento kuZel protnéme kouli poloméru R, na niz lezi nafe
sférickd §roubovice; obdrzime dva kruhy, z nichZz spodni m4

rovnice
Z = — Rsinux, X*+ Y%= R’cos?® .
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Povrchové piimky naSeho kuzele sviraji se zdkladnou
ihel x, jeho strany maji délku R, polomér zdkladny R cos « a
vyska jest R sin x.
Stopa osy ktivosti O na zdikladné kuZele md soufadnice
X = — R cos x sin myp, ¥ = R cos x cos my.

Predpokladejme blanu dokonale ohebnou a neroztaZzitelnou,
ptilozenou jako nédplast na plast naeho kuzele (), a sice na-
vinutou ve sméru ubyvajiciho ¢ v libovolném poétu oviti v oblasti
mezi zdkladnou a vrcholem.

Posledni strana kuZele pokrytd4 ndplasti nechf odpovida
hodnot& ¢ — O; napneme-li naplast tak, aby lezela v te&né ro-
viné kuzele, bude obsahovati bod naif ¢ary (y = 0)

2ma
Tt -1
na konci poloméru koule (R) v ose Ox. Odvijime:li ndplast,
bude se pfi tom tento bod pohybovatl po nadi sférické Sroubo-
vici (4) — (49).

Proces odvijeni 1ze nahraditi kotdlenim kruhu po zékladné,
pii ¢emz rovina hybného kruhu se stile dotykd kuzele () a
stted hybného kruhu lezf ve vrcholu tohoto.

Jsou tedy — jak zndmo — sférické Sroubovice zvldstnim
ptipadem sférické epicykloidy*). Z piedchozich dvah snadno se
odvodi jednoduché konstrukce teény, roviny oskulatni a stiedu
kiivosti nasi sférické S$roubovice, a tim hlavni konstruktivni
prvky uvaZovaného konoidu.

Je-li m a tim téZ cos » ¢islo raciondlni, je Fridici Cdra a
tedy téz konoid raciondlnf;**) v ostatnich pfipadech jsou oba
utvary transcendentni.

Tetna Sroubové tdry sférické urti se podle rovnic

X—{—zY——(x—{-w) — 2
z' 4 iy ¢

=R, y=0,2=0

=w,

*) Literaluru viz ve 2. dilu spisu F. Gomes Teixeira, Traité des
courbes spéciales remarquables planes et gauches, Coimbra 1909.

**) Zvlastnim pripadem m = 2 podrobné se obiral Ang. Buffone,
Studio di un’ellica sferica ed algebrica (Giornale di Matematiche di Batta-
glini vol. XXXIV; 1896).
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tedy
X+ Y =z + iy + wiemv, Z=1—¢c (v + w),

kterézto rovnice poddvaji zdroveri parametrické vyjadieni plochy
teten ve spojeni s rovnici pro v

v = 2a sin Y.

Stopa teény na roviné xy md parametr w — — v, tedy
X 4 1Y =z + iy — 2ai sin p ™

—a [ 1 __e(m-{-l)i'l’ + __l_,,,e(m—l)iw - c(’m+1)iw +
9

n + 1 m— 1

+ lm 1);.,]
—ual— m e(m——l)ill' — ”l___e(m-}-l)iw .
m—1 m + 1 ,

Bod tento opisuje epicykloidu, kterou opisuje bod hyb-
ného kruhu poloméru

ma a
m-4+ 1" 14 cos~

pfi jeho kotdleni po pevném kruhu se stiedem O, jehoz polo-
mér jest
2ma __ 2a cos x
m:— 17 sin®x

)

a sice ma tato epicykloida Gvrat v mists o = O.

Odvalené Ghly na kruhu hybném a pevném maji hodnoty
2y, resp. (m — 1) .

Tato epicykloida je stopa rozvinutelné plochy teten nasi
sférické &roubovice.

6. UvaZujme ddle ¢aru §roubovou na valei, jehoz zdkladna
jest hypocykloida

z + iy = re® 4 reioh), (1)
r,= R —r, Rae=rp,

kterou vytvofi bod kruhu poloméfu r pii jeho kotdleni po kruhu
poloméru R se sttedem O, pfi ¢emZ kotdleni dé&je se na vnitfnf
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strané; odvalené wbly jsou « na krubu pevném, g na krubu
hybném. Differencovanim vychdzf
d@ iy _ (@=2) gin B,
———(—]a—_-—%’,e( 2 Sl”—2—‘,
odtud méme pro prvek oblouku na zdkladné

. 2rry . f3
dv = — 27, sin % do = — —R—‘ sin —12— g, (29

pfi ¢emz kladny smér oblouku jest opaény sméru rostoucich g,

t. j. oblouku ubyvé pHi kotaleni, pokud sin -o- je kladny.

2
Pro oblouk sdm vychdzi odtud

A B
v = T cos -‘2—'. (2)

Z (1) obdrzime
2y = 1% 4 rd 4 2, cos f, 3)

takZze definujeme-li Sroubovou' ¢aru na valei (1) dopliujici

rovnici
__4err, B

£ = U= —p—C0S 5, (L")
obdrzime z (3) vztah
Q2 .
B4yt — === - @
w2V

Tato Sroubovd Cdra lezi tedy na rotatnim hyperboloidu
jednodilném (4) a jest to jediné algebraickd plocha ji obsahu-
jici, pokud &dra sama zistivd transcendentni, t. j. pokud pomér
R : r neni racionélni.

Pro tetnu Cary této zavedeme opét parametr «, abychom
jeji rovnice psali piehledn&ji:

X+i¥Y—(x+iy) Z—¢
x4 iy ¢

NP CER S

=w,

kde
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Obdrzime tak rovnice tetny

X+iY:x+iy+wei<“"g>, Z=c+u). (b

Stopa teény na roviné zy se uréi hodnotou parametru

..__U__4"7'1 0 B
CETUET TR %
a vyjde pro affix jeji vyraz
X 44V = VI—RT-——T (r, — re"?) &, (Re = rp);

misto bodu tohoto jest nutné evolutou zédkladny a je v tomto
piipadé opét hypocykloida, vytvofend bodem diametrdlné pro-
t&j8im onomu, jehoZz pohyb urtuje odvaleny thel. Pevny kruh
md stfed O a polomér r, — r — R — 2r, kruh hybny pak mi
polomér

E—2r,

Jeli pak R < 2r, tedy oba poloméry zdporné, tieha oto-
¢iti obrazec o 180°.
Pro normélni rovinu &iry mame rovnici
(X + iY) (@' — iy)) + (X —i¥) (& + iy) + 2 (Z — 2)
=(z + ) @' + i) + (@ — i) (@ — ay).
Tu jest -
. P
(z+iy) @ —iy) =1, 6541y,
a tedy pravd strana bude

(2r, + 2r) cos —g— = 2R ¢os %, ‘

takze rovnice normalni roviny znf
c (B S Y J oy — 8
?scos(oc 2)—1—Ism(a 2\,—}—0([ 2) = R cos L
4rr, B

8= —p= 005 5~ (6)
Povrchovd piimka obalové plochy (charakteristika) leZi na
roviné :

. 3 b R* 4 4c%rr, . B
——Ksm(a——%-)-i— Ycos(oc — -g—): R+-— 2r_I sin —/2— (7
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a bod tvratnice rozvinutelné plochy (polirni) hovi jests tretf
rovnici

. ' R® + 4c%rr,
Xéos(a—%) + Y sin (rz —%):Tﬁ—;{)—:—Rcosg. (8)

Z poslednich dvou rovnic vychdzi pro bod tvratnice

X, = —R(‘—r:—l—__i':)rai [(7’1 + 7) cos g— cos (w — _§->_
| (r, — 1) sin —g- sin (« . _g_)]
2 Q .,
Y, = %{,‘ﬁ* [(7’1 ~ 7) cos % sin (a — _g_) +

(ry, — 7) sin % co0s (oc — %)]

coZ po uspoyiddni zdvorek poddvd

2 2000
X, = R +4“;)1 [7; cos a + 7 cos (& — B)]
(r1 - ’I")
R? 4 4¢%rr . .
Yy=——p [nsinetrsin@—p)]
¢ili v srovndni s (1)
- R? + 4c¢*r .
X, 4 ¥, =L T2 4 gy, ©)
(ry — 1)
Klade-li se k vili pohodli na okamzik
_ RY 4 4ctrr,
A==

poddvé rovnice (6) po dosazeni hodnot X = X, Y =7,

— ¢Zy,= A[r, cos « 47 cos (@« — 3)] cos (a —

ol o)
N ——"

+ A [r, sin « -|- r sin (0« — B)] sin (oc —
2 2

_ l’iiR‘_f_c_A c0s _g_,

coZ lze psdti

2 2
- ¢Zy = A (v, + ¥) cos -g_ — _}_2___.’"_;_02'_ €08 _g.,
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aneb koneénd
4ry 3
Ly = — —R—' cos —‘2-— = — Av. (91

Oblouk na primétu tvratnice (X,, Y,) jest dle (9) patrné
Av = v, a posledni rovnici lze psati

Z=—tu d@r=axiarn @

Tento vysledek vyjadfuje zajimavou vlastnost nasi ¢Cary,

. Ze totiz

»uvratnice plochy poldrni prislusné k na¥fi Sroubovici na
rotatnim hyperboloidu jednoplochém jest opét &ira Srou-
bovd, jejiz vilec md za zdkladnu hypocykloidu homothe-
tickou s hypocykloidou pivodni (1), a jejiz spad jest opatnd
reciprokd hodnota spidu dané Sroubovice.“

V piipadé R — 3» je zdkladni &ira (1) Steinerova hypo-
cykloida vepsand kruhu (R), stopa plochy teten je hypoeykloida
Steinerova vepsand kruhu (r) [kterd pfejde v homothetickou po
otofeni o 60°], a primét uvratnice plochy polérni je St. hypo-
cykloida vepsand kruhu poloméru

9 + 8¢?) R.
Pro stopu polarni plochy na roving Ozy tieba kldsti v rov-
nici (6) Z =0 a spojiti ji s rovnici (7); vyide

X= 112—2(_);: ff?:;l [(r, ~+7) cos (oc —-]co

[*2)

2

_B

2

Y= R —n [(rl - ) sin (o: %
B

(-%

R* 4 4c*rr, )cos !
]
(ry, — 7)cos|e sin 5
¢ili '
_ R* 4 4crr,
X= B —1) 7y cos @ — r cos (« —- 3)]
R* + 4c®rr,

Y= "—%- R —n » [, sin e — 7 sin (¢ — B)],
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t. j. stopa plochy polarni jest hypocykloida homothetickd se
stopou plochy tefen zdkladni &dry Sroubové.

V pifpadé R — 3r je tato hypocykloida vepsdna kruhu
poloméru

0 sestrojovani tecen jistych krivek rovinnych.
Pise V. Laska.

Rovnice piimky v soufadnicich nomografickych znf

a b
— 4 —=1.
u v N
Prochdzi-1i ti# dvéma body w,v,, wu,v,, pak plati vaztah
u v uY
u, v, W,
Uy Vg UV,

=0.

Useky a, b na osich U a V jsou tudiz

Uy — U
2 1
b= v, -

vy — ¥,
a=uu, - e RN
Uy — Uy,

U 0y — U, Uy

V limit& obdrzime ddle pro tiseky tangent

2 d_v
_ " dv
7 RN
L &)
dv du
h = — -
v éﬁ —u d L
dv (v

Pomoci téchto vzorch lze v ndkterych pifpadech snadno
sestrojiti tetny kiivek.
Prvym pitkladem budiZ ellipsa, jejiz rovnice jest

uy = ¢
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