Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Ulohy

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 41 (1912), No. 5, 656--720

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122087

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1912

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/122087
http://project.dml.cz

666

14. Zobrazte priméty a osvétleni sttechy tvaru trojbokého
hranolu. ze které vynikd véZ, sklddajici se ze Sestibokého hranolu
a Sestibokého jehlanu. [Stfecha: zdkladna rozmérd 7-5, 64 v =,
del§f rozmér svird s osou « thel 120°, » — 6'5; hranol: S (0.
6'8, 95), r = 1'H, dvé jeho protéjdi hrany protinaji hieben
stfechy: jehlan: stied podstavy S, r =18, ¢' = 5; smér
svétla obvykly.]

Ulohy.

Reseni uloh.

a) Z mathematiky.

1.
Ustanoviti hodnotu vijrazu

Va —_ Va + VEL - Va + . Dr. J. Tomas.

Reseni. Zaslal p Jan Sitko, stud. VIII. tf. g. v Kro-
métizi.
Oznatme

\/a—Va+Va%V(1——|m._.:x

a dale

\/a—I-Va——Va—{-Va—-...:y.
Pak musi byti
’ ac:\/a——y—, y:\/a-{-—.’;

a tedy
\ =z —y (1)
y¥=a+z (2)
Odettenim téchto rovnic obdrZime

=y +y+2z=0
@+y(—y+1H=0.
Musi tedy « a y vyhovovati jedné z rovnic

z4+9=0 (3)
r—y+1=0 3"

neboli
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Uzijeme-li rovnice (3) a dosadime do nékteré z rovnic

(1) a (2) y = — «, shleddme, Ze x musi vyhovovati kvadratické
rovnici :
: 22— zx—a=0 (4)
a tedy » _
- -

Podobné, dosadime-li z rovnice (3') do n&které z rovnic

(1) a (2) y== + 1, obdrzime kvadratickou rovnici pro z
2=z —(a—1)=0 4"
a odtud L
— 1+ _

_t Va—: 1 - ;/4& 3.

Predpokldddme-li, Ze jest a ¢fslo kladné a Ze odmocniny
béfeme arithmeticky, tu jsou z a y &¢sla kladnd. Z toho plyne,
Ze rovnice (3) a tedy (4) nemiZe byti splnéna. Rovnice (4')
z rovnice (3'), (1) neb (2) plynouci poskytne z > 0, bude-li
a > 1. Z obou kofeni rovnice (4') miize poskytovati hledanou
limitu kofen kladny

™y

Xr = —;

|-

— 1+ V4a —3

r = 9

Reseni 2. Zaslal p. Viktor Pirko, stud. VIL tf. g.
v C. Budgjovicich.

Oznatme 2 hledanou hodnotu.
Pak bude
e=Va— Va+ z
a odstranfme-li odmocniny, shleddme, %e x musi vyhovovati
rovnici &vrtého stupné
f(x, a) = x* — 2a2? — 2+ a® — a = 0.

Polynom &tvrtého stupné v z, f(z, a), mozno rozloziti
v soutin dvou ¢&initeld stupné druhého v =z,

f@,a)=(@*—2z—a)@*—2z—a-+ 1)

(Rozklad ten obdrzime, uvaZzujeme-li f (z, a) jako polynom
druhého stupné v a.
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Stanovme kofeny rovnice druhého stupné pro a, f (z, @) =0.

Ty jsou
7 (22 4+ 1 £ 2z + 1)),

t. j. 224 2z+1 a z2*—uz.
Musi tedy byti
f@ a=[a— @+ 2+ ] [a — (2> — 2)],
odkudZ plyne okamiité rozklad svrchu napsany.)

Rozpadd se tedy rovmice Ctvrtého stupné v z, f (x, a) =0
na dvé rovnice kvadratické

2?2 —z2z—a=0 a x? —x—a—l-_-O..
Regenfm jich obdrzime ‘
7, 5, =31+ Via + 1)
a2, =3 (— 1% Vm
Snadno shleddme, Ze jest

\/a+Va+V_b+.._.:%(l+\/4a+l)

—\/a—Va—\/a——— =11 —\4a 4+ 1)

\/a—— a+Va—Vat...=3(—14+Via—3)

—\/a+va+Va+V;———...=§(-—1——V4a——3)

2.

Nalésti podminku, kdy rovnice algebraickd stupné tietiho,
¢tortého a pdtého md dva koreny stejné absolutni hodnoty, ale
protivného znamend, Prof. Rud. Hrusa.

Refeni 1. Zaslal' p. Vidclav Jira, stud. VIIL. tf. g.
v Praze v Zitné ul.

. Aby rovnice n-tého stupné
@ 4 a2 a2 4 .tz a3, =0 (1)
méla dva kofeny stejné absolutni hodnoty, ale protivného zna-



669

menf, musi miti spoleény kofen s rovnici, kterd vznikne z pi-
vodni, klademe-li v ni — z misto =, t. j. 8 rovnicf
08" — @, 2" - a2 — . A (— 1) apz- (— 1) @ =0.
€]
Musi tedy miti také spoleény kofen rovnice vzniklé se-
¢tenim a odedtenfm rovnic (1) a (2), t. j. rovnice
ayz® 4+ a,x" " 4 a2t 4 ... =0, (3)
a, 21 + g, 2" 4+ a2t ... =0. 4)
Je-li n liché, lze psati
ayz® + a,x2" % 4 a4 . .. 4 Gz
=z (a2" ! 4 a,1* 2 4 . ..+ an—)
a podobng, je-li » sudé
a, 2" 4 a. 2" 8 + a4 ..+ a2
=z (0, 2" 4+ a, 2" % ... + an).
Nemé-li tedy pfedloZend rovnice kofen z = O, musi miti
v piipadé = lichého rovnice (4) spoletny kofen s rovnicf
a2t 4 @ 4 ...+ an—y =0, (5)
a v piipadé » sudého rovnice (3) spoleény kofen s rovnici
a,x"? + az;an 4 ...+ a, = 0. (6)

 Obdrzime tedy bledanou podminku p¥i » lichém, eliminu-

jeme-li z? z rovnic (4), (5) (obé jsou stupné ”—2—1) a pki n

sudém, eliminujeme-li 2% z rovnic (3), (6) (jedna z nich jest
stupné _n_, druhd n_:;—%)
Vidime tedy, Zze, aby méla rovnice stupné tfetfho
a,x® 4+ a, 2% 4+ agx + a;, =0

dva kofeny stejné absolutni hodnoty, ale protivného znamenf,
musi miti rovnice

22+ a; =0, az®4a,=0
spoletny kofen. Eliminacf z* obdriime hledanou podminku
aya; — a,a, = 0.
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Podobné pii rovnici stupné Etvrtého
ayzt + a2 4 ayx + a,z + a, =0

musi miti rovnice

a2t 4+ a,z% + a, = 0,

a x4+ a, =0
spoleény koien. Eliminaci z2? obdrzime
ayay — a,a,a, + aja, = 0.
Koneéné pii rovnici stupné pdteho
ayx® 4+ a,2* + a,2® 4 a2 + a4 a;, =0

musi miti rovnice

axt + azz* + a; =0,

ag2x* + a,x% + a, =0

spoleény kofen, coZ vede, eliminujeme-li x?% na podminku

(2035 — a,a,)? = (aga3 — a,a,) (a5 — asa,).

Reseni 2. Zaslal p. Jaroslav Mayer, stud VI tF. gymn.
" v Praze v Zitné ul.
Mé-li algebraicka rovnice stupné tietiho

22+ a2* + ax +a; =0
dva kofeny stejné absolutni. hodnoty, ale protivného znamenf
« a — o -a oznatime-li tieti kofen jeji §, musi byti identicky
2% 4+ a,2% + a,x + a; = (2® — a?) (x — B).
Provedeme-li ndsobenf a srovnime koefficienty, obdrzime
vztahy

a,=—2f, a,=—ea* a, =B

a odtud vyloutenim « a j nalezneme, Ze koefficienty dané rov-

nice musi hovéti relaci
a; = a,a,.
Podobné& p¥i rovnici stupné &tvrtého
z* + a,23 + a,z —|— axz + a, =0,

je# ma dva kofeny stejné absolutnf hodnoty, ale protivného zna-
meni ¢ 8 — &, musi byti moZno uvésti levou stranu na tvar

(x* — a®) (@® 4 bz + by).
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Porovndnim koefficientd u obou polynomié obdrzime rovnice
a, =0b, a,==b, —a? a, =—a%%, a, = — e,
Vyloutime-li z téchto rovnic b, b,, a? dostaneme vztah
al + ala, = a,a,a5,
ktery musi spliovati koefficienty rovnice aby vyttené podmince
bylo vyhovéno.
Analogicky bychom mohli postupovati pfi rovnici stupné
pédtého.
. 3.
Resitt rovnice
a) tg x -+ tg 2x + tg 3x + tg 4x =0,
b) tg x — tg 2z — ty 3x + tg 4z = 0.
Prof. Rud. Hrusa.
Redeni: Zaslal p. Vilém Lamparter, stud. VIIL t¥.
gymn. v Ttebiti.

_sin (@ +p)
Dle vzorce tg e + 9B = oos F;
Jest
sin Dz
) tg z + tg 4x'—cosgc cos 4z’
5 b9 2 L tg 3z = stn bx

cos 2z cos 3x °
~  Dosadime-li hodnoty tyto do rovnice «), obdrzime
sin dx + sin bx
cosz cos4x ' cos 2z cos 3z

Predpoklidejme, ze cos z, cos 2z, cos 3z, cos 4x == 0
I miizeme posledni rovnici uvésti na tvar

sin 5z (cos 2z cos 8z + cos z cos 4z) = 0.
Rovnice tato se rozpadd na dvé:
1)  sinbxr =0,
kterazto rovnice poskytuje

= 0.

br =Ikn
__kn
x_—5—,

kdez % znali libovolné &islo celé
2)  cos 2x cos 3» -+ cos x cos 4x = O.
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Zavedme funkce Ghli jednoduchych dle vzorci
cos 2z = cosz — sin’z
cos 3x = cos x (cos®x — 3 sin’x)
cos 4x = cos*z — 6 sin’x cos’z + sintz.
Délime-li pak cos® z, coZz jest dle pfedpokladu hodnota
riznd od nully, obdrzime po snadné tupravé rovnici

2tgtc —Htg?z+ 1 =0

a odtud L
gz =+ Vs l; Vi7
Oznatime-li @,, resp. @, ostry thel urleny ze vztahu
+ ——
tg r = \_/é_:éy_]’z_ )
obdrzime tak dal§i fedenf
r== ¢, +kn
z=+ g, + .

Zbyvé zkoumati, zda dané rovnici vyhovuji hodnoty, které
jsme svrchu vyloutili, totiz kofeny nékteré z rovnic cos z, cos 2z,
cos 3z, cos 4x = 0. Snadnou tGvahou (dosazenim) se piesvédéime,
Ze nikoliv.

b) Dosazenim hodnot () a (B8) do rovnice (b) obdrZime

sin bz sin2r
cos x cos &r ~ cos 2x cos 3x

Predpoklidejme nejprvé, Ze
cos x, cos 2w, cos 31, cos 4x == 0.
Pak lze diti posledni rovnici tvar
sin bx (cos 2x cos 3x — cos x cos 42) = 0.
Rovnice ta rozpadsd se na dvé: A

1)  sinbzx=0.
Tato rovnice poskytuje
Sx = nk
ok
— b

2)  cos 2z cos 3x — cos x cos 4x = 0.
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Ndsobme tuto rovnici 2 a uZijme vzorce

2 cos z cos B = cos (« -+ B) 4 cos (@ — f).
Tak obdrzime

cos bz + cos x — cos Bx — cos 3r =0,
neboli
c0s 3x = cos x
a odtud '
3r = + x 4 2kn.
Z této rovnice uréime
¥4

X = —.

2
Pii k lichém bude vSak cos z i cos 8z = 0O, coZ jest proti
svrchu utinénému piedpokladu.
Vyhovuje tedy pouze
z = kn. .
Hodnoty svrchu vyloutené, totiz kofeny rovmnic cos ,
cos 2z, cos 3z, cos 4x =— O rovnici piedlozené nevyhovuji.

4.
Rediti rovnici

tg Tz : tg 3x = tg 3x : tg .

Dr. Morian Haas.

Reseni. Zaslal p. Josef Simecka, stud. VL tf. redlné
v Pribote.

Nahradme v dané rovnici tg podilem sin a cos.
I obdrzime

sin x sin Tz cos® z = cos z cos Tz sin' 3z,
reboli :
sin z sin Tz (1 - cos 6zx) = cos z cos Tz (1 — cos 6z)
a z toho
(cos Tx cos x — sin Tz sin ) — cos 6x (cos Tx cos
-+ sin Tz sin ) = 0.

Vyraz v prvé zévorce jest cos 8z, ve druhé cos 6z.
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Tak dostavime
cos 8x = cos® 6z,
neboli
2¢0s 8x = 1 4 cos 12z.

Kladme 4z =y a v rovnici tak vzniklé
cos3y —2cos2y +1=0

zavedme cos jednoduchych thld dle vzorci

cos 3y =4 cos*y — B cos y
cos 2y = 2 cos® y — 1.

I obdrzime postupné

dcos®y —4cos*y—3cosy+3=0
4cos®y(cosy —1)— 3 (cosy—1)=0
(cosy — 1) (4 cos®y — 3) = 0.

Rovnici této mozno vyhovéti, poloZime-li bud

cosy —1=0,
t. j.
cosy =1
. y = kam, k:O,i‘_l,:_“_?,..
a tedy
st
4
aneb
4c0sy—3=20
cosy=+1V3
y——-i%-i-im
a odtud -

T Vo 137 19#
2 940 94 o4 TH°
b 1lm 1= 237
24’ 24’ 924’ o4 + k.

Resiti jest rovmici

z+y=a
Cisly celymz jestlide a jest celé ¢islo kladné vétsi mes 1.
' Viadimir lwansky
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Regeni. Zaslal p. Jaroslav Janko, stud. VIIL. t¥. gymn.
v Trebiti.

Predpoklddejme, Ze jest a k-tou mocninou ¢fsla o, a = ok.

Budtez nejprvé x, y (isla raciondlnd. Nechf jest

’
_‘.‘_-_—”—I, kdez —-
y v Yy
znalf zlomek redukovany, a necht
: z =dz', 'y =dy,
2’ a 3" jsou pak ¢fsla nesoudélnd.
Pak md byti

ka'

d@ -+ v —1
kz'

Aby «? bylo &slo raciondlné, musi byti kx' délitelno
y', t. j. ponévadz 2’ a y' jsou ¢isla nesoudélnd, musi byti »’
délitelem %. Zvolme tedy za y’ libovolného délitele &fsla k.

Raciondlnd feSeni dané rovnice obdrzime, volime-li za '
libovolné &islo nesoud&lné s y'.

o

REE
z=dx', y=dy'

Celd FeSeni obdrzime na pf., volime-li

Tty =d,

kdez 1 jest dostateiné velké celé &fslo kladné.

Je-li @ prvoéislo, jsou to jedind moZnd feSeni dané rovnice.

Pak

6.
Resiti jest rovmici

£
zy = a¥

celymi Cisly, snaci-li a celé &islo kladné. )
: ’ Viadimir Zivansky.

Pan autor poznamendvs, Ze dané aloze se vyhovi, klademe-li
z= g2 (@ + D)
Y=+ gz (@ —1
kdez I jest celé &fslo stejné parity s a.
43
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Dokdzati jest vatah

1 () (

m-4n+1 m+n m+n—1
")
n n n m! n!
+ 1) ?ﬁ‘-;-—l:(_l)(m— +n4 DI

Viadimir Zivansky.

Reseni. Zaslal p. S. Pudil, stud. VIL t¥. r. v Litovli.

Oznaéme:

NG

“m4+n+1 m4+n ' m4+n—1

+— ()" ( ‘ ) 1)
' m 1
Pak

=t [ (7))
T
et G )-) -

o () ada (T )

[(rn—1 2(n—1 n )
~("3 )r= e (i )m+1] e
Ponévadz

14—(;‘)4-(;‘)-—...-1-(—1)"(:)=(1—1)n=o,
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miZeme rovnici (2) psiti:

n—1
S, — " [__1__._ ( 1 ) —
T om4nt+1l|im+n m4n—1" mI+n—2
n—1
4+—WAQ—J} ®)
m+1

Porovndme-li rovnici (3) s rovnief (1), shleddme, 7e vyraz
v rovnici (3) v zdvorce jest Sa—z

a tedy
. n '
Sn p— ——m_rl— . LSn—I-
Znésobenim rekurrentnich rovnic:
n
S =— g1 S
n—1
Cn—1 - m + " Sn—2
Ce 3 .....
RANTE
2
%= —ug3S
U S I
m—+2 m-4+1
obdrzime
R m! n!
R TR R

coZ bylo dokdzati. '

Pan Mojmér Hordk, stud. VIIL tf. g.,
poznamendvd, Ze piimy, jednoduchy dikaz vytteni relace plyne

z pottu integrdlnfho, ) _
San @ — 1y da

0
lze totiz vypolisti bud pomoci &dstetné integrace neb tak, Ze
vyraz se znamenim integrani rozvedeme dle binomické véty.
43*
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8.
Dokdzatr jest vztah
zn,sm 3kzx —n—14 sin (2n 4+ 1) x
h=1 SN kT ‘ sin x

Viadimir Zivansky.
Redeni: Zaslal p. V. Lamparter, stud. VIII. tf¥. gymn.
v Trebiti.
Jest patrno, Ze

sin 3kxz __ sin 3kx — sin kx

sin kx sin kx -1
—2c¢os 2kz + 1
sm(2/c ~+ 1)z — sin (2k — 1):!:_|_1
sin x )

t. j.
sin 3kx __sin(2k + )z sin(2k — Dz
sin kx ~ sin x sin x

+1

UZijeme-li této relace pro £t =2, 3, ... n, budeme miti
sin 3 sin 3z

Sinz . sin 5z

sin 6x sin Dx  sin 3z

sin  simx  Sing

sin 9z __ s’_n@ _ sin bz +1

sin3x~ simzx sin x

sin3nz __sin(2n+ Dz sin(@n— Lz

sin nx sin x sin x +1
Seétenfm t&chto rovnic obdrZime
5 sin sin kx 14 sin (2n + l)a:,
i1 Simz sin x

coz bylo dokdzati.
9.

Kolika zpiisoby moino rozméniti v rakouskych mincich
jednu korunw? Prof. Jan Kroupa,
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Redeni: Dle p. autora.

Je-li potet haléfi @, dvouhaléti b, desetihaléfii ¢, dvaceti-
haléti d, jednd se o FeSeni rovnice

a + 2b + 10c¢ 4 20d = 100 (1)
¢isly celymi kladnymi, nullu v to poéitaje.

Z rovnice té plyne okamZits, Ze a jest ¢fslo sudé a a 4 2b
¢islo délitelné deseti.

Kladme
T:- +b=5Hp (2)
¢+ 2d—=q 3)
Dosazenim do (1) obdrzime
p+4q=10 @
Vyskytujici se zde rovnice jsou tvaru
Q) xt+y=n
B) x4+ 2y =2n 4+ 1.

Ty maji » + 1 celych kladnych FeSeni, nullu v to poéitaje.
Rovnice (4) ma 11 takovych feSeni
p=0,1,2 ...10
q=10,9,8,...0.
Nechf m4 pro uréitou soustavu hodnot p, g rovnmice (2) e, rovnice
(3) f celych kladnych feSeni, nullu v to- potitaje. PonévadZ mi-

Zeme kombinovati kazdé FeSeni rovnice (2) s kazdym Fefenim
rovnice (3), poskytne ném ona soustava ef feSeni rovnice ).

Rovnice (2) jest tvaru «), tedy jest
e = bp -+ 1.
q

Rovnici (3) p¥i ¢ sudém lze pséti —;——{-d =5 coZ jest

tvar «), i mé ~g~—|— 1 feSeni a pfi ¢ lichém mé tvar ), tak

%o mi 2 2—2114- 1= q_i_21_ Fegen.
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Jest tedy
f=- pH ¢ sudém
f= 1-;—_-1 pfi ¢ lichém.
Sestavme si tabulku
b q | e | f | e
0 10 1 6 6
1 9 6 5) 30
2 8 11 5 BbH
3 7 16 4 64
4 6 21 4 84
5) 5) 26 3 78
6 4 31 3 93
7 3 36 2 72
8 2 41 2 82
9 1 46 1 46
10 0 |51 | 1| B1
661

Settenim &isel v poslednim sloupci shleddme, Ze rovnice
(1) m4 661 fteSeni &isly celymi kladnymi, nullu v to potitaje.
Mozno tedy korunu rozmé&niti 661 zpisoby.

10.
V roviné jsou ddny body A, B a primka p, kterd vsecky
AB neprotind. Na pFimce p ustanoviti bod, 2z néhos jest vidéts
tiseCku AB pod mejvétsim hlem. Prof. Jan Kroupa.

Reseni. Zaslal p. Jar. Mayer, stud VI. t¥. gymn. v Praze
v Zitné ul.

Sestrojme kruZnice %,, &, proéh&z'ejici body 4, B a doty-

kajici se piimky p v bodech 7,, T,. Pak jest vidéti z bodd
T,, T, tsetku AB v maximélnim dhlu.
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Dikaz,

Piimka 4B necht protind pHimku p v bod& P,. Budiz P
libovolny bod piimky p leZfci na téze strané od P, jako 7).
Pak lze snadno dokdzati, Ze Ghel APB jest mensi neZ Ghel AT, B.
Oznatme K prisetfk piimky AP s kruznici £,. Pak jest

< AT,B= <t AKB
< APB = < AKB — < KBP
t. j. < APB < < ABK
a t6z < APB < <t AT,B.

Kdyby se bod P bliZil bodu T, pohybuje se po &ésti
piimky » vné Gse¢ky T, T,, varistal by thel APB od libo-
voln& malé hodnoty, v bodé 7, by nabyl hodnoty maximélni,
na Gsetce T, P, by hodnoty whlu APB ubjvalo, az v poloze
P, by << APB = 0; pii dalsim pohybu ve stejném smyslu by
hodnoty hlu APB opét ptibyvalo, aZ by nabyl pro bod T,
opét hodnoty maximélni a pak by hodnoty jeho opé&t ubyvalo
aZz k hodnoté libovoln& malé.

11.

Do trojihelniku ABC vepsati jiny DEF, o daném vrcholu
D lesicim na strané BC, tak aby strana EF byla rovnobéina
s BC, pFi dems dhel EDF jest ddn. Prof. Jan Kroupa.

Reseni. Zaslal p. Emanuel Fr. Cistka, stud. VIL. tf. r.
v Ces. Budgjovicich.

Nad BC co tétivou sestrojme kruhovy oblouk, aby mél
dany obvodovy <t EDF — ¢, a sice poloZme oblouk mimo
/\ ABC. Spojnice AD protne tento oblouk v bod$ G. Pak
rovnob&zky bodem D se spojnicemi GB, GC vytknou hledanou
stranu EF, kterd jest rovnob&zna s BC, ponévadz /\ DEF O BGC
a zdroveli podobné poloZzen dle stfedu podobmnosti A.

M4-li EF byti mimo dany trojihelnik pak rysujeme kru-
hovy oblouk na opa¢nou stranu od BC. Hledand strana EF
padne do nekonelna, je-li ¢ — «, jest na pravo od A\, pokud
@ = a, na levo od vrcholu 4, kdyz ¢ < «.
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12.
Jest dina rovina e a body P, @, R; najiti v roviné o
takové body, jejichz spojnice s P, Q, R maji od o stejné od-
chylky. . Prof. Jan Kroupa.

Reseni. Zaslal pan K. Moravec, stud. VIL t¥. v Praze-l.

Promitnéme body PQR orthogonilné do ¢ v body P, @, R
Je-li hledany bod S, pak, aby odchylky PS, @S, RS byly
stejné, musi byti A PXP, cO A 9XQ, ~o /A RXR, a tedy
QQ, : @S = RE, : &,S = PP, : P,S. Jednd se tedy o to, na-
jiti bod, jenz md ddn pomdr vzdélenosti od tftf danych bodd.
Ulohu fegime Appoloniovymi kruznicemi, jeZ se bud «) neprotnou
(FeSeni nemozné), B) dotykaji (feSeni jednoznainé), y) protinaji
ve dvou bodech (feSeni dvojznatné).

, 13.
Sestrojite kuseloseclhu, je-li ddana ridict primka a tFi body.
Prof. Jan Kroupa,

Reseni. Zaslal p. Miloslav Dias, stud. VIL tf. r. v Kro-
meéfizi.

Ridicf pHmka budiz d a dané body P, @, R. Hledejme
nejdifv ohnisko F, a to na zdkladé definice kuZelosetky jako
‘geom. - m. bodd, jichz vzddlenosti od daného bodu a dané pifmky

Q}f

jsou ve stilém poméru. Dle toho Jesn =00, — = ¢, jsou-li
1

PF PP, _FS ., ..

P,, @, paty kolmics P, 9 na d. Aviak oF — G, QS’ je-li

S pruseéik pHmky PQ s d. Tedy ohnisko F jest na kruzniei,
jejiz stfed jest na P a kterd jde bodem S jakoZ i bodem
k nému harmonicky pfidruzenym dle P¢ (Apolloniiv kruh).
Pro body P, R dostaneme analogicky kruZnici jako geometrické
misto bodu F. Prisetfky obou kruznic divajf dvé fefenf ulohy.
Zndéme-li ohnisko 7, jest omezeni os snadné.

14.

Sestrogiti krudnici, kterd prochdzi body A, B a sede krus-
nict danouw v poméru m: n. Prof. A. Budik.
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Reseni. Zaslal pan Jos. Simecka, stud. VI. tf. r. v PH-
bote.

Body M a N budtez body, v nichz hledand kruZnice (K)
protind kruZnici danou (L), a déltez kruznici onu v poméru m : n.
Viechny tétivy rovné tétivé MN d&li kruznici L v poméru m : n
a obaluji kruznici L'. Body 4, B vedme libovolnou kruznici,
kterd protfnd kruZznmici L v bodech C a D. ProtoZe chordély tif
kruznic se protinaji v jednom bodé, musi pfimka MN proché-
zeti prisetikem pfimek AB a CD. Nyni miZeme jiz body
M. N snadno sestrojiti. ObdrZime je jako prisefky kruZnice
dané L s tetnou vedenou z prisetiku ptimek AB a CD na
kruznici L'. Ponévadz takové tetny jsou dvé, jest tloha dvoj-
znatnd.

15.

Kiteré jsou ostré whly trojuhelnilku pravouhlého, je-ii jeho
vySka rovna poloving rozdilu sekd, na které déli preponu.
Prof. Jaroslav Dole..al

Reseni. Zaslal p. Stcpan Ldtal, stud. VIL tf. r. v Olo-
mouci.

Budiz D pata vySky spuiténé v pravoiihlém trojihelniku
ABC na ptfeponu A4B.

Jsou-li Gseky ptepony
AD =m, BD = n,
jest m=uv.cotga, n=uv.tgc
Jezto dle podminky
v_m2—n 20=m — n,
vychazi pro thel « rovnice
cotga — tg a = 2,
jiz 1ze dati podobu
1— tg @
tq @

7q —tgoa =2,

odkud dale
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tedy posléze
tg 20 =1, 2+ = 4H°,

a = 221,°% B =167","

16.

Jsou-li e, B, y odchylky dvon stran a ihlopricky, jeZ
vychdzeji z jednoho vrcholu obdélniku, od primétny, pak, je-li
pramétem jeho kosoltverec, plati vztah

2t9%y=(lga—+1tg Bty (« + ).
Prof. Rud. Hrusa.

Refeni. Zaslal pan K. Moravec, stud. VIL ti. r.
v Praze-I.

Jsou-li m, = strany, p thlopfitka obdélnika, bude
m? 4 n® = p% Vyjddfeme tento vztah pomoci strany koso-
ttverce a a danych 1dhld:

a? a? n?
cos® + cos® 8 T cos®y 1)

u jest thlopiftkou kosottverce, pilici thel w, jenZ je primétem
dhlu 90° v obdélnfiku. Je tedy dle vzorce pro primét thlu
cosw=——1tgatgp.

Uhlop#tka
— © 9, \/1—tgatgB
u = 2a cos 5 _2axﬂ__2_.
Dosadime-li do (1), budeme miti vztah ,

14tgtat 14t =21 —tgatgp) (L+tg°y),
a po kritké dpravé
' 2t9'y =(tg « + tg ) tg (@ + B).

17.

Do (étverce o strané a vepsdny Etyri parabolické oblouky
tak, Ze kaZdy prochdzi dvéma protilehlymi wvrcholy dtverce a
dotykd se zdroven jeho stran. Oblouky ty omezuji étyvi kiivo-
éaré trojuhelniky a jeden StyFuhelnik. Vypoéisti plochu a whly
téch obrazci. Prof. Rud. Hrusa.
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Redeni. Zaslal p. Emanuel Fr. Cdstka, stud. VIL t.
r. v Ces. Budgjovicich.

Dvé& na sob& kolmé tetny paraboly protinaji se na pffmce
fidicf a spojnice bodd dotyénych prochdzf ohniskem. Jsou-li
tseky obou teten od bodu prisetného k bodim dotyénym sobé
rovny, jest nutné prisetny bod obou telen priselikem osy a
piimky Fidic.

Z této okolnosti plyne ihned, ze stfed F' ttverce ABCD
jest spoletnym ohniskem viech &tyf parabol. Vidy dvé paraboly
maji za osy jednu z tdhloptitek Etverce, priiseény bod paraboly
a thlopfitky jest vrcholem paraboly a pili pfislu§nou usetku,
spojujici stted s vrcholem Ctverce.

Vrcholy P, @, R, S onoho kiivolarého &tyrdhelniku leZi
patrné na osich soumérnosti stran 4B (CD) a BC (DA) a tvoii
ttverec. '

Plocha kiivolarého ttyfdhelniku sklddd se z plochy onoho
ttverce a &tyf parabolickych tusedf. Jich tétiva budiz ¢, jich
vySku oznalme v. ’

Z té okolnosti, Ze vrchol paraboly pili tsetku spojujici
stfed s vrcholem &tverce plyne

t
T V2—v== (1)

Uvazujme libovolny vrchol kfivotarého ttyidhelnfku. Vy-
jadiime-li, Ze vzddlenost jeho od pifmky Fidici (a ta jde vrcho-
lem &tverce kolmo k uhlopiféce) rovnd se vzddlenosti od ohniska
(a tim jest stied &étverce), obdrzime rovnici

TVR A+ o=-1\2 @
Z rovnic (1) a (2) vypolteme
=a(2—\2
v=a(\V2—1
Bade tedy plocha kfivotarého &tyfihelnika
24+ 4. 2t
a po snadné dpravé shleddme, Ze jest

2;” (4\2 — 5).



Abychom vypoletli plochu onéch &tyf kfivotarych trojahel-
nfkd, které jsou spolu shodny, uvazujme plochu omezenou dvéma
parabolickymi oblouky, prochézejicimi protéj§imi vreholy étverce.

Tu plochu moZno snadno vypocisti, uvdzime-li, Ze rovna
se dvojndsobnému oblouku parabolickému o tétivé rovné thlo-
piitee a vySce rovné &ttvrtiné uhlopiitky. Rovnd se tedy

2a?
3

2 - a5
2.—3—a\/2.—4—\/2_

Plochu tu moZno rozloZiti na dva kfivocaré trojihelniky
shodné a tedy rovnoploché a kiivotary éEtyfahelnik.

I najdeme po snadném vypocitu, %e plocha kazdého ze &tyi
trojahelnikd ktivodarych jest

2a? =
5 (32 V2).

Uhly kiivotarého obrazu jsou ddny thly, které sviraji tetny
obou obloukii ve vrcholu se sbihajicich. Oznalme si « thel,
ktery svird na pf. tetna ve vrcholu P k oblouku PQ s t&tivou
-PQ. Pak budou tuhly kiivotarého &tyfahelniku vesmés rovny
% + 20, thly kfivotarého trojihelntku 12’———
UvédZime-li, Ze v parabole vrchol piili subtangentu (jsou-li osami
soufadnymi osa paraboly a teéna ve vrcholu', nalezneme snadno

2a, % + 2a.

tga:%”—:%l:\/:—a—l,

» k]
a odtud
tg 20 =1,

4

20 = T = 45,
n

o

= 2910,

8
Jsou tedy Ghly kfivotarého ctykdhelnfku 3’41 — 135° a

tihly kfivotarfch trojahelnika % = 90°, % = 459,

4

= 459,
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18.

Jest sestrojiti Ctyruhelnik z tétiv, ddna-li podstava, dva
whly k ni prilehlé a vhel whlopricek. Kterd podminka plati
mezi témito vhly, je-li Gtyrihelnik obojstiedny? (Ctyrihelnik
nazyvd se obogstiedny, lze-li mu opsati ¢ vepsati kruinici.)

Prof, Jan Schuster.

Reseni. Zaslal p. Stanislav Pudil, stud. VIL {f. relné
v Litovli.

Budiz ABCD ¢tytahelnik z tétiv.

Pondvadz dhly DAC a DBC lezi nad spoletnou tétivou
DC, jsou si rovny. Oznalme tedy <t DAC = << DBU —e¢.
Oznatime-li ddle S prisetik ihlopiitek a o thel, ktery spolu
sviraji, plyne z trojihelniku 4 BS okamzits

a4+ B+ o — 2 = 180°. @)

I dostdvime tuto konstrukei:

Sestrojme stranu AB = g a thly k nf pfilehlé «, g. Tim
dény strany 4D a BC co do polohy. Sestrojme nyni kruZnici,
v niZ nad tétivou A B lezi obvodovy thel w (a sice oblouk této
kruZnice obsahujicf thel w a leZici na téZe strand AB jako
thly ¢ a ). Necht protne rameno AD dhlu « tuto kruZnici
v bodé F. Pak jest osou soumé&rnosti dhlu FBC déna uhlo-
pfitka BD co do sméru. Prisek této piimky s AD dé vrchol D.
Doplnénfi a odiivodnéni konstrukce jest samoziejmé.

Ponévadz ABCD jest ttyfihelnik z t&tiv, jest v trojahel-
nfku ABC Ghel CAB = a — ¢, tthel ACB= w — ¢ a tedy

sin (& — ¢)

sin(w —¢) @)
podobné z trojahelniku 4ADB
__ sin(B—e)
=% Sin (w— &) (_3)

Z podobnosti trojahelniki ABS a DCS plyne

_ Sin &€
G—QSin(w——e)' )



Ve &tyFahelnfku, jemuZ moZno vepsati kruZnici, jest
a+c=0b-+d.

‘Dosadime-li sem -hodnoty pro b, ¢, d z rovnic (2), (3),
(4), obdrzime

sin (0 — &) + sin € = sin (¢ — &) -+ sin (f — &)

neboli

w — 2¢ e+ f— 2 «—
- = sin 3 cos 2{3,

a uZijeme-li rovnice (1), dostaneme tuto podminku, aby &tyi-
ubelnik byl oboustfedny.

sin od st
n —— m
2

c0S —_ ﬂ
tw e _._—2._
cos 1P
4
19.

Ctyrihelnil; uréeny stredy kruhs opsanijch trojuhelnikim,
v néé se dany Ctyrihelnik déli dhlopiickami, jest rovmo-
bégnik. Ustanovtc jeho plochu v pripadé, e duny Ctyrihelnik
jest z tétiv. Prof. Jan Schuster.

Regeni. Zaslal p- K. Moravec, stud. VIL tf. r. v Praze-L

Ctyithelnik dany ABCD, prisetik dhlopiitek O, jich tihel
w, vznikly obrazec 4‘B'C'D’. h

Dle zndmé konstrukce stfedu kruZnice trojuhelniku opsané
musime v polovici dseki 04, OB, OC, OD vztyditi kolmice,
jez se budou protinati v bodech A'B‘C'D‘. Ponévadz viak
04 = 0C a OB = 0D, budou dvé a dvé kolmice rovnob&Zny
a vznikne proto rovnobéznik.

Kolmice, jez dle hofejsitho rozpoluji dseky mezi vrcholy a
prisetfkem O, sviraji Ghel bud w nebo 180 — w. Bude tedy
obsah onoho rovnobé&Znfka

m n__ mm
2 "2sinw T 4sinw’
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Pro &tyfahelnfk z tétiv bude obsah
ac + bd
4dsinw’

Ponévadz
a

S —
2 sin "

t. j. polomér kruznice opsané AOB a

b—_
2 stn

=1,

t. j. polomér kruZnice opsané BOC, mizeme psiti obsah

3 (ery + dro) = 3 (ary + bry).

20.

Do kruénice k vepsdn jest étyrihelnik ABCD. Které jest
geometrické misto praseki tihlopridek, je-li strana AB pevnd
a pohybuji-li se vrecholy C, D po kruinici k tak, Ze strana CD
md stdlow délku? Prof. Jan Schuster.

Regenf. Zaslal p. S. Pudil, stud. VIL tk. r. v Litovli.
Budiz ve ¢tytihelniku z tétiv ABCD prisetik Ghlopfitek E,

<X AEB=w, << ADB=21, <t CAD = p.

Uhel 4 je stdly, pohybuje-li se vrchol D po kruznici opsané
¢tyfihelniku ABCD, nebot je to obvodovy thel piisluiny pevné
tétivé AB, thel u je rovnéz stil§, nebot je to obvodovy thel
ptislusny tétivé CD, jez md dle predpokladu stdlou délku.

Proto také <t w = 4 4 p jest stily; jest tudiz geome-
trickym mistem prise¢iku & obou dhlopfitek kruZnice nad té-
tivou 4B sestrojend tak, aby obvodovy thel k nf p¥isluiny byl
A+ u.

21.
Trojihelnik md pernou podstavu a protéjsi vrchol se po-

hybuje po kruénici opsané. Které jest geometrické misto stredu
kruhu Feuerbachova 2 Prof. Jan Schuster,
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ReSeni. Zaslal p. Emanuel Fr. Cdstka, stud. VIL tf. r.
v Ces. Budgjovicich.

Kruh Feuerbachtiv prochdzi pilicimi body stran trojihel-
nfku. Spojenim jich obdrfme trojihelnik, ktery jest podobny
trojahelniku pivodnimu a rozméry jeho jsou poloviéni. V daném
pipadé maji vSechny kruhy Feuerbachovy stejny polomér, po-
névadz pilicf body stran wuréuji trojihelniky o stejné zdkladné
a stejném dhlu p¥i vrcholu; takové trojihelnfky lze vepsati
viechny do téze kruznice. Pulicf bod podstavy polohu svou
neméni a proto hledanjm geometrickym mistem jest kruznice
o stiedu v pilicim bodé dané pevné podstavy a poloméru rovném
polovitnimu poloméru dané kruZnice.

22,

Ke kruhu vedeny jednim jeho pevnym bodem kruhy ortho-
gondlni. Jest uréiti geometrické misto priseku vnéjsich tecen.
Prof. Jan Schuster.

Reseni. Zaslal p. Miloslav Dias, stud. VIL tf. reslné
v Kromé&Fizi.

Prisekem vnéjsich spoletnjch teten dvou kruznic jest
vnéjsi stfed podobnosti. Ten miiZeme obdrZeti jako prisetik cen-
trily se spojnicf koncovych bodi rovnobé&inych poloméri stej-
ného smyslu. VSechny kruhy protinajici dany kruh % pravothle
a prochdzejici pevnym bodem M na ném, maji stfed na teiné
v bod8 M ke kruhu % vedené. Proto bude vn&jsf stied podob-
nosti leZeti stdle na jedné z piimek, spojujicich bod M s kon-
covymi body priméru kruhu % vedeného rovnobéZné& s tetnou
na kruh % v bodé M a pifmky ty jsou hledanym geometrickym
mistem.

23.
Budi? AB tétiva jdouci ohniskem paraboly, AM primka
rovnobéénd a BM piimka kolmd k ose. Je-li N priseéik nor-

mdly s osou paraboly, jest pFimka MN rovnobéind s teénou
v bodé¢ B. : R.

Reseni. Zaslal p. K. Moravec, stud. VIL tf. r. v Praze-I.
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Oznaéme ohnisko F, prisek osy s piimkou Fidicf D, prisek
pfimky BM s osou P, patu kolmice spulténé z bodu A na
piimku ¥diei @.

Ponévadz subtangenta PN jest rovna parametru, t. j.
PN = DF, jsou trojihelniky QDF a MNMPN spolu shodny.
Z toho plyne, %e pfimky MN a @QF jsou spolu rovnobé&Zny.
Usetka QF jest zdkladnou rovnoramenného trojihelniku QAF,
v némZ tetna v bodé A jest osou Ghlu pii vrcholu QAF. Z toho
plyne, Ze tetna v bodé A4 stoji kolmo na ptimce QF. Ponévadz
tétiva AB prochdzi ohniskem, sviraji spolu teény v bodech
A a B pravy thel. Z toho plyne, Ze tetna v bod& B jest rovno-
béind s pfimkou QF, tedy i s pfimkou MN, coz bylo dokézati.

24.

Dotykaji-li se dva kruhy jdouci ohniskem paraboly v konco-
vych bodech tétivy jdouci ohniskem, protinaji se pravoihle; geo-
metrickym mistem jejich druhgjch priseciki jest kruZnice. R.

ReSeni. Zaslal p. S. Pudil, stud. VIL t¥. r. v Litovli.

2 )
y* = 2px @
budtez 4 (z,, y,), B (z,. y,). Souiadnice téchto bodd spliiuji
podminky :

Koncové body t&tivy jdouci ohniskem £ (ﬂ O) paraboly

yi = 2px, (2
¥; = 2px, (3)
%Y, = — P2 (C))

Stted S, kruhu dotykajictho se paraboly v bodé 4 a pro-
chazejictho ohniskem jest priisekem normaly v bodé A

y—yp=— " @—m) ®)

a osy usetky FA
2, —p) o+ 2y, — 2t + i — 5, ®)

a tedy

g (39127 v Br®—y)
1 ( 4p ’ 4p'2 )'
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Podobné vypoéteme soufadnice stiedu S, kruhu dotykajiciho
se paraboly v bodé B a prochdzejiciho ohniskem; obdrzime tak
ptihliZzejice zdroven ke vztahu (4)

pBr: 4y P o
Sa (T ’ 4!/? (3?/1 p ) .
¢ ¥ B — )

p (3y7 —p*)
Jest tedy FS, | S,F, t. j. obd kruznice

Smérnice piimky S, jes , piimky FS,

_pByi—p)
v (3p* — )
se protinaji orthogondlné. Druhy priseéik t&chtv dvou kruZnic
P (z, y) jest soumérny s ohniskem F' dle centraly
5,8, =4 (4} — 4! — p*) z — 12y, 22, —p) y — 10 py?
+ 4pat + p* =0 (7
musi tedy soufadnice jeho vyhovovati podmince
4y, —42] — )@ — 3y, 2z +p)y —3py; — 0;  (8)
ddle musi bod P nalézati se na kolmici z bodu F na stiednou
8,8, spusténé .
3y, 2z, — p) = + (497 — 42] — p?) y = 3py, (22, — p). (9)
Podminkdm (8), (9) lze dati tvar:

pak

— 2 m—
x(%l—yl) 4+ 3y ?ﬁy——'-’- +3p—2=0 (10)

1 1

2 —
Y h ‘

Elliminaci 22— 5 rovnic (10), (11)

Y
obdrzime
(22* + 2y* — 3pz) [(x — p)* + y*] = 0. (12)
Cinitel (x — p)% + y* nemiize se pro z4dné redlné z a y
rovnati nulle, tedy zbyvd
22 4 2y% — 3pxr =0
jako rovnice geometrického mista bodu P. Jest to kruZnice

o poloméru 2 p, jejiZ stted jest na ose paraboly a jeZ prochazi
vrcholem.
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25.
Vedeme-li z libovolného bodu hyperboly
x‘l —_ y2 — aﬂ + bQ

2 2
teiny ma hyperbolu Z‘n — ?I’)—Q — 1, le#i Gty¥i body, v mich#

protinaji osy, na téze krusnics. . R,

Reseni. Zaslal p. Viktor Pirko, stud. VIL tf. g. v C. Bu-
déjovicich.

Lze snadno dokézati, Ze podminka, aby body, v nichZ -
piimky y — 4,« + k,, y = A,z + k, protinaji osy soufadnic,
leZely na kruznici, jest 4,4, = 1. Uvézime-li, Ze, m4-li pfimka

2 2
y = da - & dotgkati se hyperboly % -%E —1, musi byt
splnéna podmfinka %% 4 5% — A%* a aby piimka prochédzela
bodem M (&, 1), musi byti 7 — A& + b, shleddme, Ze smérnice

2
_yT =1 jsou ko-

2
teten vedenych z bodu M na hyperbolu 127—- 5

feny rovnice
A4 (§* — a®) — 24éy +9* + b2 =0.

Protinaji-li tetny ty osy v bodech leZicich na téZe kruznici,
plati dle svrchu feleného pro kofeny této rovnice vztah

4,4, =1,
6 J.
7240 _
e
6 j.

gﬂ_n2=a2+b2’
z tehoZ plyne okamZité, coZ bylo dokézati.

26.
Resiti rovmici

zt 1 at
@—a)@—0b a—blz—u« z—0bf R.

Regeni. Zaslal p. Anfonin Charvdt, stud. VIL tf. r.
v Kladné.
44*
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Rovuici pfedloZenou moZno uvésti na tvar
z* (@ — b) —z (a* — b*) + ab (a® — %) __ 0.
(@ — b) (x —a)(x— D) -
Citatel jest patrné ddlitelny « — b. Provedme tedy délen
a — b. Obdrzime tak rovnici
z* — z (4® + a% + ab? + b3) + ab (a® -i—ab—l—b?):O.
(# —a) (@ —0)
Citatele moZno v¥ak uvésti na tvar
z (x®* —a®) — b (x — a) (a* + ab + b?).

I vidime, Ze jest délitelnf z — a. Vzhledem k tomu, Ze
jest to vyraz symmetricky vzhledem k @ a b, bude délitelny
také = — b.

Provedeme-li déleni z —a a x — b, obdrzime rovnici
kvadratickou

2?4+ (¢ + b) z + a® 4 adb + b2 = 0,
Jjejiz kofeny jsou
— (a + b) + V= (2a® F 2ab + 3b9).
2

21.
Dokaste sprdvnost relace

sinz—{—(”;) sin (x + —’2'—)+(;‘) sin (x + 2—’25-)-}-
+ sin (x +n —"—)z(V§)"sm (x + ni-). .

Reseni. 1. Zaslal p. Jaroslav Mayer, stud. VI. tf. g.
v Praze v Zitné ulici.

" Relace napsand platf pro » =0, 1 a rovnéz snadno ]ze
dokézati, e plati pro » = 2. Ze plati obecns, dokszeme tplnou
indukef.

Ptedpoklddejme, ze relace ta plati pro n.
Pak miiZeme dokézati platnost jeji pro » - 1.
- Uzijeme-li vztahu pro binomické koefficienty

(F)=0)+6 %)
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shledame, Ze plati rovnice
sin x =sinz

(”‘i‘l) sin (:c + —’2'—):—_( sin (x-}-;—) + sin (x+%)

(n—é—l) stn (x—l—?—g—):

...........................

n
n . T I

+ (n . 1) sin [(x + ——2—> + (n— 1)7)

sin (x + 4+ 1) %): sin [(x—i——g—) + n%]

Settéme tyto rovnice. Tu dostaneme, uZijeme-li dané re-

lace a relace z nf plynouci, dosadime-li  + % misto z,

sing +("T 1) sin (x—l—-%) + ("'2* l)sin (:c.—l— 2 12-’—)+

+ sin (x + (0 + 1) —’2”—)=
— (V2)" sin (7: +n %) + (V)" sin [(x + 1'2—) 4 n i;]
=(\/§)”(sin (@ +n =) + sin [(x-{-%) + n%—])
:(Vé)"2sm(x + (41 —Z—) cos -

— (V3™ sin (x + (41D %),
jakoZz bylo dokézati.
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Regeni 2. Zaslal p. Jaroslav Janko, stud. VIII. tf. g.
v Tiebiti.

Transformujeme-li levou stranu relace na zdkladé rovnic

sin (a:+ -;’-) —coszx, Sin (x + 2%) = — sinuzx,

sz'n(z+37)_—:——cosx, sin(x+41):sinx

obdrzime vyraz

sinx +(?)cosx—-(3)sinz——(g)cosx—l—.

Na pravé strané relace miZeme pséti

. S 4 4
sm(x—{—-n 4)_cosn i smx—{—smn—ll—cosx.

Dand relace bude platiti, bude-li

1-(3)-{—(2)——-(2)—&— = (V2)" cos m ——

(;‘)_(g)+(g)_(g)+... = (V3)" sin n

Platnost téchto relaci plyne okam#ité ze vzorcii

|

, n :
co8 n @ = cos™ & — 2)003”-”aszn“u+..

sinna=— (;& ) cos™ ! o sin o — ( g ) cos™® asina + ...,

. . . n . b4

klademe-li v nich ¢« — =8 uvazime, Ze sin — 4 =cos 7 Vﬁ
28.

Ddna jest primka p a mimo ni bod Q. Bodem O vedme
paprsky aZ k prisekim s primkou p: OA libovolné, OB kolmo
na OA, OC jakoto osu soumérnosti pravého vhlu AOB a OD
kolmo na OC. Stanoviti podminku, kdy souéet AB 4 CD jest
minimding. Prof. Ant. Navrdtil,

Reseni. Zaslal pan K. Moravec, stud. VIL tF. r.
v Praze-1.
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Oznatme d vzddlenost bodu O od piimky p, « thel OAB;
pak bude thel ODC = 45° — «, ponévadZ v trojihelniku 40D
jest pfi vrcholu O dhel 135°. Uhel « moZno predpokladati
= 45° ponévadZ ostatni piipady lze na tento pievésti tim, Ze
zaménime oznateni bodd 4, B, C, D.

Pomoci veli€in d a « vyjadiime

— d = d
4B = sin a cos « Ch = sin (45° — @) cos 46° — w)
Pak bude

A_B+Z'1’)——2d( L +_1_)

cos 2 ' sin2af

I vidime, Ze jde o uréeni minima funkce

+ .

cos x sin z’

kdeZ x = 2e v intervallu od 0° do Y0°.
Snadno uréime -

¥y =

— sinx  cosx __ sin®x — cos’x
T cos®z sz sinlzxcostz

Pro maxima a minima musi byti ¥’ = 0, coz vyZaduje

sin® x — cos® x = 0,

t. j. tg3x =1
a tudiz tg z=1
a odtud z = 4H°

vzhledem k tomu, Ze z jest omezeno na intervall od 0° do 90°.
Abychom rozhodli, nastane-li maximum neb minimum. uvazujme,
jaké znameni méd pro z — 45" druhd derivace. Kladme

u . .
Yy = o 4= sin®x — cos®z, v=—=sin®x cos*zx
. v — uv
Pak jest y* — yT a ponévadz « — 0, v > O staéi

uréiti znameni pfi u' = 3 sin® z cos z + 3 cos® x sin x a vidime
ihned, Ze jest u'> 0, tedy y“ > 0, tak Ze nastane minimum.

Vidime tedy, ze soutet AB + CD jest mmlmalni pii
thlu « = 222°.
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29.

Ddn jest bod M lesici vné pdsu dvou rovmobédek; wréiti
polohu kolmice obou rovnobéiek tak, aby tsck jeji mezi rovno-
bétkami jevil se & bodu M v whlu maximdlnim.

Prof. Ant. Navratil.

Refeni. Zaslal p. Vilém Lamparter, stud. VII. tf. gymn.
v Trebféi.

Pouzivajice vysledku tlohy 10., vedeme bodem A/ rovno-
bézku p k obéma rovnobézkdm.

Volme nyni libovolnou kolmici na ob& rovnobéiky a na-
jdéme udanym zpGsobem na piimce p bod M,, z né&hoz jest
usek mezi rovnobézkami vidéti v dhlu co nejvétsim. PoSineme-li
nynf bod #, do M a s nim podél rovnobézek cely obrazec, jest
tloha FeSena.

Z toho vyplyvd jedté jednoduSii sestrojeni:

Vedme symmetrdlu pasu. Spustme z bodu M kolmici MP
na tuto symmetrdlu a protnéme polomérem MP opsanym kolem
P dané rovnobézky.

Priiseéné body stanovi dvé kolmice uloze vyhovujici.

30.
Do vysece kruhové AOB, jejis thel rovnd se 45°, vepsats
obdélnik s minimdlni whlopFickou, aby jedna strana byla na -

poloméru OA; wuréiti velikost této +hlopFicky a pomér stran

hledaného obdélniku. Prof. Ant. Navrdtil.

Redeni. Zaslal p. K. Moravec, stud. VIL tf. redlky
v Praze I.

Oznatme strany obdélniku a, b; pak twhlopfitka
u = \a® + b
Déle oznatme « tchylku poloméru spojujictho stfed s vrcholem
obdélnfku na oblouku AB od poloméru 04, polomér

04 =0B =r.
Ponévadz
a=rsma, b=r(cosae—sina),
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jde o to, nalézti maximum funkee
u? =a® - b® = r*(sin® @« — sin 2a¢ + 1),
neboli té% maximum funkce
y = sin? ¢ — sin 2« + 1.
Snadno nalezneme ,

Yy = 2sin @ cos « — 2 cos 2¢ = sin 20 — 2cos 2
y" = 2¢os 20 + 4sin 2a.
Pro maximum neb minimum musi byti ' =0, t. j.
tg 2 — 2.

Uloze vyhovuje pouze ihel ostry urleny z této rovnice,
pon&vadz pouze pak bude « << 45°. Pak shleddme, ze y'' = 0,
tak Ze nastane minimum.

Pak shleddme snadno, Ze bude

“:VO—'?——lr:rtga

a dale

Ddny dvé rovnohé3ky a na jejich ose soumérnosti dva
body A a B. Bodem A vésti pFiku tak, aby disek jeji mezi
rovnobézkami jevil se z bodu B pod whlem 45°.

Prof. Ant. Navratil,

Reseni. Zaslal p Jaroslav Janko, stud. VIII. tf. gymn.
v Trebfdi.

Jezto tsek onen je osou soumérnosti pilen, povazujme jej
za Ghlopfitku rovnobéznika, v némz prisekem thlopfitek je bod
A a druhou tuhloptitkou je BD=2A4B. Uhel toho rovnobéz-
nfka p¥i jedné z rovnobdzek je @ — 135° tak Ze lze nalézti
prisek pritky, vedené bodem A, s rovmobézkou sestrojenim

kruznice prochdzejici body B, D, a urtené odvodovym
dhlem 135°.
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Nazveme-li vzddlenost rovnobéZek d, obdrzime podminku,
aby kruZnice rovmnobézku profala

o o d
9AB(\2 —1) = d, neboli AB =5 (V2+ 1)
V pfipadé znameni = jest iloha dand dvojznatn4.

V piipadé rovnosti jest loha jednoznaind, rovnobéZnik se
stane kosoitvercem a pfitka kolmicf v bodé A.

32.

V' pravouhlé soustavé souradnic ddny body G (r, 0),
H(@,7), I(—r, 0 K0, — 1) a bod P (a, b). Kolem bodu P
opsati kruZnici, jejif jeden prisek s osou x jest C, tuk aby
na wi ledely body A, B takové, 3¢ AC—=(CB a IA = GB
—HC = KC.

Ing. Karel Kopecky.
Regeni. Dle p. autora.

Oznatme polomér hledané kruznice R, jeji stied nechf
mé soutadnice (a, b). KruZnice ta necht vytind na ose x tétivu
o délee 2. '

Necht jest

IA =GB = HC =KC=1.
Déle oznatme p primét dsetky AC do osy z, q do osy y,
m ” ” CB ” ” » n ” ” J'
Pak plati tyto vztahy
Pt =m o
z? 4+ b* = R*
(@ —x)? =12 — ¢?
(z+p)'+0G—q*=FR"
(—m)*+ b+ n)?=R?
@+r—a—pP+?="0
@—r—z+4+ m? 4 n?=1I2
Vyluéme z téchto rovnic p, ¢, m, =, I, R.
I obdrzime pro z rovnici

a%® — a’z® — b'riz — bix + abt — ab¥? = 0.
Uréime-li z z této rovnice, 1ze ostatni velitiny jiz snadno

vypotisti, Uloha tato se vyskytuje pfi FeSeni lokomotivniho roz-
vodu Walschaertova.
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33.

Tvar véelich bunék lze odvoditi z pravidelného Sest:-
bokého hranolu tim, %e vedeme v horni zdkladné ABCDEF
whlopFickami AC, CE, EA roviny sklonéné v stejném tihlu «
k této zdkladné. Tyto tFi roviny protnou se v bodé S, takie
dno buriky jest tvoFemo tFemi shodnymi kosoltverci, z michs
jeden necht jest AGCS (G leZi ma poboéné hrané jdouct
vrcholem B). Mérenim whlu AGC = f shleddno, Ze jest roven
pribliZné 109°. Jest ukdzati, fe whel tento vyhovuje velmi pri-
blizné podmince, aby povrch buiiky byl pri daném objemu co
nejmensi. Ddle wréite jest shel BAG. R.

Reseni. Zaslal p. Jaroslav Janko, stud. VIII. tf. gymn.
v Tiebiéi.

I Je-li O stfed Sestidhelniku, stoji SO kolmo na ACE;
spojime-li O s B a vedeme-li priisekem L piimku SG, bude
SO = BG, z tehoz patrno, Ze odebrany jehlanec ABCG rovna
se pfidanému jehlanci OACS; proto se nezméni obsah hranolu
otupenim rohi (B, D, F), af se stane pod jakymkoliv thlem «. Pouze
povrch se méni; odpadne totiz ABCDEF a Sest stejnfch troj-
uhelniki ABG a povstanou tii kosottverce AGCS.

Je-li pldsfovy povrch hranolu p, jest novy povrch

P=p+?%2( V3 —tya——Vg);

cos o
jako podminka minima plati tedy rovnice

dpP

E‘C—:Vgsina—l =0,

z niz jde
. 1
sin & =— — mnebo tg e == —. M
Vit T e .
Vztah mezi dhlem « a 3 pak snadno najdeme z trojihel-
niku AGL, ten jest
cose=— tg —ﬁ—

Dosadime-li za cos « vztah minimédlni z rovmice (1), ob-
drzime i minimédlni hodnotu za tg ~g—, a to fg—g—z\/é, temuz

odpovidd Ghel 109°28'16" q e. d.
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a BG

Uvézime-li, z2e BG = 5 tg ¢, bude tfg <X BAG = 7~ =

1
2V2’
Odtud vypolteme, ze thel BAG — 109°23'15".
II. Potitdme-li pouze povrch télesa nad rovinou proloZenou
tiemi vrcholy kosottverci, jest

——
— tg? -
p—?’_“f 3+\/3 tg )
=5 - t 5 ,

972

kde je jiz dosazeno
3—tg“-—ﬁ—
sin? e = 5

Jest tedy nalézti minimum funkce

o B _, B
3+V&497—m2%
piSeme-li y = % .

Tu diskriminant
D = 36y? — 24 (y* + 1) = 12 (y*> — 2).
Aby nastalo minimum, musf byti

y=V2
takZe pak

tg %: \/§
K tomu piislugi thel 54°44'8", takze 3 — 109" 28'16",
+coZ bylo dokdzati. *)
34.

Geometrické misto bodi M té vlasinosti, 2e trojuhelnik
ABC tvofeny patami normal vedenych bodem M k parabole p
jest pravoiuhly, jest parabola. Prepona onoho trojihelniku

*) Maraldi uré¢il nejprvé meéfenim uhel oznateny §. Na podnét
Réammuriv zkoumal pak mathematik Samuel Konig, jak4 geometrickd
zvlastnost ihlu tomu odpovid, a nalezl vy3e uvedenou minimdlni vlastnost.
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prochdzi pevnym bodem a druhé dvé strany jsow normdlami
pevné paraboly.

Ma-li trojihelnik ABC byti rovnoramenny, sklddd se
geometrické misto bodu M z osy paraboly a k¥ivky tretiho
stupné. R.

Redeni. Zaslal p. K. Moravec, stud. VIL t. r. v Praze-I.
Rovnici normdly paraboly %* — 2p§ v bod& &, 7 lze uvésti
na tvar
2pz + 2p'y — 2p*n — = 0.
Aby se normdly v bodech B (&, n,), B (&, %), C (&, n5)
na parabole leZicich profaly v bodé M (x, y), musi jeho sou-
fadnice vyhovovati soutasné rovnicim

2pn,x 4 3p'y — 2p’p, — 3} =0 1
2pn,x 4 2p'y — 2p*p, — M3 =0 2)
2pnx + 2p*y — 2p°n; — 15 =0, 3)
coZ vyzaduje, aby
21”7” 2p27 — 2172’71 i 7721}

2pny,  20°, — 2p%ny — 73| =0,
2png, 2p%, — 2p°n; — 73
kterézto rovnici mozno ddti po snadné dpravé tvar

1, =, "??1’
Lo omy, g |=mg—m) (y—m) (g5 —my) (n, + me + 1) =0.
L, 75 73
Predpokldddme-li, ze Z4dné dva z bodd 4, B, (' nesply-
vaji, musi byti
7+ + 1 =0. 4)
Aby thel p#i vreholu C byl pravy, musf byti splnéna pod-
minka

Mo — M Ny — s —_—
§,——§3'§,-——§3 +1_O’

a klademe-li
2

51'?-‘%, i=1, 2 3
obdrzime, Ze musi byti

(m 4+ 1) (g + n5) = — 4p°
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nebo-li, uzijeme-li (4)
n Ny = — 4p* ®)
Abychom uréili geometrické misto bodu M, musime
z rovnic (1) az (B) vylouditi #,, 7,, 7;.
Odeétenim rovnic (1) a (2) obdrzime
2pz (g, — my) — 2p* (qy — y) — ()3 — 1) =0,
neboli ‘
pr =20 =+ m+ M
=0+ )" —m %
a uzijeme-li (4) a ()
7y = 2px — 6p*. (6)
Jednd se nynf jiz jen o to, vyloutiti %, z rovnic (3), (6).
To lze provésti snadno na pi. takto. Kladme do (3)

1y = MM} = 2p1n; — 6p°n,.

I obdrzime ihned

773:‘—%‘

a dosadime-li tuto hodnotu do (6), dostaneme jako rovnici geo-
metrického mista bodu M
y'=8p (z — 3p).
Z toho vidime, Ze onfm geometrickym mistem jest para-
bola o vrcholu (3p, 0) a parametru 4p.
Rovnici pfepony mozno snadno uvésti na tvar
o+ ny = 4*,
z kterézto rovnice vidime ihned, Zze piepona prochdzi pevnym
bodem (2p, 0).
Aby trojihelnfk ABC byl rovmoramenny, musi byti
. CA=CB, t. j.
& — &) + (g, =)' = (&, — &)+ (g — m)%.
Odtud obdrzime postupns, uzijeme-li rovnice (4)
E, — Eg 2&3 (gl - gﬂ) + /'71 - ﬂj - 2173 (171 /'72) =0

7y —n3 — 213 (ni— n3) + 4p* (91 — 03) + 8p* (i — u3) =0
("71 - "79) ("71 + ny — 2"73 + 121’2) =0

a jeito 71 4 13 = (n, + my)* — 2mymy = n — 2y,
(1, — 1) (i + m,) (— 3 — 2nym, + 12p*) = 0.
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Musf tedy byti
bud Mot =0 M
neb —nd — 2y + 12p2 = 0. . )]
Je-li splnéna rovnice (7), plyne z rovnice (4) 7, =0, a do-
sadime-li tuto hodnotu do (3), obdrzime jako geometrické misto

bodu A7 pimku y =0, t. j osu z. Je-li splnéna rovnice (8),
ode¢téme rovnice (1) a (2). Tak obdrZime

2pa (n, — 1) — 2p° (g, — 1) — (9} — u3) = 0,
a kratime-li N — Mg
20z — 2p* =0} + pm, + N}
= + )" — 7.
Uzijeme-li (4) a (8), obdrzime

4
=% @+ 2).

Eliminujeme-li 7, z této rovnice a rovnice (3), obdrzime
jako geometrické misto bodu M kfivku tietiho stupné

(@ — Tp)* (x + 2p) = 2L py*.

35.

Primky Az + By + C, =0 a Ay + By + C, =0
protinaji ellipsu z—Z—i—%:—: 1 v bodech P,, Q, resp. P,, Q,.
Kdy protnow se normdly v bodech téch v jediném bodé?

Jaromir Pilndcek.

Reseni.

Paty kolmic spu$ténych z bodu M (§, 7) na ellipsu

E=10%4+ a’?* — a* =0
lezf na rovnostranné hyperbole
H = ¢’zy 4 b>nr — a’éy = O.
Aby tedy normély vztytené v priiseénych bodech p¥imek
L =Ax+ By+ C, =0
L= A4,x+ Byy+ C, =0
prochédzely bodem M (&, %), musi ptimky L,, L, nileZeti svazku
tvofenému ellipsou E a hyperbolou H, coz vyZaduje, aby bylo
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mozno urtiti 4, u, § 7 tak, aby byla splnéna identicky rovnice
AE4+ud=PP
t. j. A,4, = 2b?, B, B, = 1a?, C,C, = — Aab?®
A, By + A4,B, = pe*, A,C,+ 4,0, = pb’n,
B,Cy + B,C, = — pa’i.
Musi tudiZ koefficienty rovnic danych piimek hovéti rov-
nicim -
A4, : BB, : C;C, =b*: a0’ : —a®b? = —:—2— :712— :— 1.

b) Z deskriptivni geometrie.

1.

Sestrojiti ndrys trojihelniku rovnostranného, jeho rovina
prochdai danym bodem, ddn-li pudorys.
Josef Klima, assist, ¢. techniky.

Reseni. Zaslal p. Karel Pdtek, stud. VIL ti. redlky
v Kladné.

Ulohu tuto pfevedeme na stanoveni roviny kruznice opsané
danému trojihelnfku. VySka (téZnice) v rovnostranném troj-
thelnfku a k ni kolmd p¥itka, vedend t&zistém s, uddvaji ndm
v pudoryse pdr sdruzenych primérd pidorysu kruZnice opsané
danému trojihelnfku. Ze sdruZenych primérd ustanovme osy
pidorysu. Smér hlavni osy uddvd smér prvé stopy hledané ro-
- viny., [Délka priméru na t&Znici déna jest vzddlenosti vrcholu
od t8ziité; délku priméru na piiéce ziskdme affinnd p¥idru-
zenou kruznicf. Osou affinity volme teénu k pidorysu kruZznice,
_t. j. vedme vrcholem trojihelnfku rovnobé&zku s protilehlou
. stranou.]

Polozme nyni malou osou ellipsy pomocnou primétnu
kolmou k 7, ve které rovina kruZnice jevi se co primér nane-
seny na obé strany stopy roviny ¢. Rovnobézky vedené strano-
rysem daného bodu jsou rovinami hledanymi. Obecné dvé Feseni.

Pozndmka. Uvedend konstrukce zaklddd se na stanoveni
kruhovych Fezi na elliptickém vélci. Protneme-li ellipticky vélec
koulf, majicf sviij stied na ose vdlce a polomér roven hlavni
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poloose, prisekem t8chto téles budou dvé kruZmice. Roviny
jejich stanovime snadno pomoci nové primétny vedené osou
vélce kolmo k velké ose ellipsy.

Jiné FeSeni zaslal p. Jan Zubik, stud. VII. tf. r.
v Praze-IIl. ‘

Volme v kruZnici dva k sob& kolmé priméry tak, aby
jeden prochdzel vrcholem ¢ trojuhelnfku’ vepsaného. Potom
P = 2ct, tedy P, prumét = 2(:1 (znalf-li ¢ t8Zi8t& trojihel-
niku).

P'||ab, mt = 3, :_—‘(P'ac);r—n_n:r—-’%
(n prisetfk P’ s opsanou kruZnici K)
()
Pomér :_\E’ii zistivd konstantni i v primétu
mn

délky nt, a jeito zndme m,f, — ; —1 mo#no vzdy sestrojiti bod .

Potom délka sdruzeného priméru P’, — 2n,t,. Ze sdruZenych
priméri sestrojime osy ellipsy, kterd je trojihelniku a, b, ¢, opsina.
Z poméru poloos malé a velké sestrojime odchylku trojdhelnfku
rovnostranného od prvni primétny. Aby prochdzela rovina ta
danym bodem, vedeme ji tak, aby méla vypottenou odchylku od
primétny a aby prvni stopa byla rovnobéznd s hlavni osou
ellipsy. -
Pozndmka, Roviny majici stanovenou odchylku od pri-
métny uréuji rotatni plochu kuZelovou o vreholu m. Vedeme-li
k podstavé jeho teCny || s hlavni osou ellipsy, uréuji tyto a
dany vrchol hledané roviny. Obecné 1ze vésti dvé takové tetny,
jest tedy tiloha dvojznaénou.

2.

Sestrojite kuZel rotacéni, ddn-li wvrchol, bod na povrchu a
podminka, e prisek s danym kuZelem druhého stupné se roz-
padd ve dvé kuzelosecky. Tyz.

Refeni 1. Zaslal p. Milos Smejkal, stud. VIIb. redlky
v Praze-IIL

45
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Aby prisek dvou kuZeli rozpadl se ve dvé kuZeloseky,
musf oba kuZele miti spoletné roviny teéné. Polozme spojnici
vrcholid tetné roviny ke kuZeli danému. Tim tloha pfevedena
na tlohu: Sestrojiti kuZel rotaini, ktery se dotykd danych rovin,
mé sviij vrehol na jejich priseénici a dany bod A na obling.
Sestrojme vepsanou kouli, majicf svij stfed na priise¢nici (s)
roviny symetrdlné tetnych rovin s rovinou kolmou k povrchové
piimce VA v bodé A. PonévadZ tetny z bodu vedené ke kouli
jsou stejng dlouhé, opisme v jedné roviné kruznici o poloméru
AV a sttedu V. Vztyéme nad nf ptimy vilec a stanovme pri-
setfky s s timto vdlcem. To jsou stfedy vepsanych kouli. Polo-
méry jsou SA, §’A. Uloha jest dvojznatnd. :

Pozndmka. Abychom nemuseli stanoviti plochu vélcovou,
promitnéme orthogondln& prisecnici s do tetné roviny, v niz
opiSeme kruZnici K polomérem AV, o sttedu V. Prisetik K
s primétem s’ stanovi body dotyéné hledanych kouli. Stiedy
jejich budou priseéfky pfimky s s rovinami kolmymi k roviné
tetné v bodech dotyku.

Reseni 2. Zaslal p. Karel Moravee, stud. VIL r., Praha-I.

Abychom sestrojili osu kuZele, vepiSme mezi te¢né roviny
kouli prochédzejicf bodem 4. Koule ta bude vepsdna i kuZeli,
bude tedy jeji stfed na ose kuZele. Kouli sestrojime na zdkladé
podobnosti, VepiSme mezi tetné roviny libovolnou kouli, majici
sviij stfed na priseénici s roviny symetrdlné s rovinou kolmou
na JA v bodé 4. Stfed podobnosti obou kouli je prisedik P
pHmky s s ptimkou V'V’ = v. Stanovme priisetfky piimky PA
s kouli. Body ty odpovidaji danému bodu 4. Vedeme-li tedy
bodem A rovnob&zky se spojnicemi priisetfkii se stfedem po-
mocné koule, dostaneme na s body S, S,, které patii ose kuzele.

Jinym zpisobem Fesi touz dlohu p. M. Dias, stud. VIL. tf.
redlky v Kromé&rzi.

Dany tkol d4 se pievésti na tkol, sestrojiti rotatni kuZel,
jsou-li ddny dvé tetné roviny a jedna povrchovd piimka. Vedme
danym bodem a kouli o stiedu ¥V (= vrchol kuZele); ta protne
rovinu ¢ a ¢ v kruZnicich, k nimZ vedené teéné roviny bodem
a- protinaji kuzel' v kruZnicich,“jsou tedy kolmé na osu kuzele.
Ponévadz lze vésti dvé tetné roviny, vyhovuji Gloze dvé Fefenf.
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3.
Sestrojiti rotaéné plochu kuelovou danow vrcholem, dvéma
body na povrchu a podminkou, 3¢ danow rovinw see v rovno-
osé¢ hyperhole. © Ty

Redeni. Zaslal p. Miloslav Dias, stud. VII. t. redlky
v Kroméiizi.

Vedeme-li vrcholem ¥ rovinu o || ¢, kde ¢ je dan4 rovina,
protne rovina ¢ kuzel ve dvou povrchovjch p¥imkdch, které
v naSem ptipadé maji spolu svirati dhel pravy. Vedme vrcholem
V co sttedem libovolnou kouli, kterd protne povrchové pifmky
VA, VB (4B jsou dané body na povrchu) v bodech C a D
a rovinu ¢ v kruznici XK. VSechny kuZele, které maji vrchol
v bodé V a protinaji rovinu ¢ v pifimkach kolmyech, protinaji
K ve dvou bodech, takZe obalovou kiivkou spojnic téchto bodd
je kruznice soustfednd s K, jejiZz polomér je ddn délkou kel-
mice ze stfedu kruZnice na tu spojnici. Vedme nyni te¢né ro-
viny piimkou CD k této obalové kruznici. Kolmice spu§téné
z vrcholu V na tyto roviny jsou osami kuzeld. Obecné lze vésti
dvé roviny tetné, uloha je tedy dvojznacni.

4.

Dokdzati, éc orthogondlni primét vrcholu kuZele rotacniho
na rovinu kolmou k ose kusele jest spoleénym ohniskem ortho-
gondlnich priméti vsech ¥ezi rovinngch daného kusele do onéch
roviny.

Na zdkladé této véty sestrojiti kuselosecku. ddmo-li jejt
olnisko a tFi body. Tyz.

ReSeni. Zaslal p. /{ubert Blasek, stud. VI, tf. & z. redlky
v Kromérzi.

Libovolnym polomé&rem opiSme z bodu F, kruZnici, kterou
pokladdme za podstavu kuzele K. Hledand kuZelosetka bude
s touto podstavou v perspektivné kollineaci. Najdeme osu kol-
lineace. Spojnice bodd 4, B, C' s F, jsou prvé priiméty po-
vrchovych piimek kuZele. Pridruzené body k ABC budou na
zvolené kruznici tam, kde ji protinaji povrchové piimky AF,,
BF,, CF,. Prisetik p¥imek AB X 4,B, = 1 ndlezi ose kolli-
neace, obdobnd BC X B,C, —2. Body 1 a 2 je kollineatni

4%
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osa dokonale stanovena. PonévadZ dle podminky je kuZel pfimy,
bude osa kuZelosetky kolmd na osu kollineace Koncovy bod M,
spojim s C,, dostanu na ose bod 3. 3C stanovi pfidruzeny bod M.
Stfed dostanu spojenim piiliciho bodu tétivy A8 s piilicim bodem
tétivy rovnob&zné, t. j. CN, kterou stanovim pomoei kollineace.
SdruZeny prumér me protind osu ve stiedu S.

4 Jiné teseni. Zaslal p. Karel Moravee, stud. VIL. tf -
redlky v Prazell.

_ Opisme kolem F, polomérem nejvzddlenéjifho bodu (c)
kruznici K,. Ta lez{ na rotaénim kuZeli, jehoZz vrcholem je F,.
Prisetnice roviny ABC s rovinou kruZnice K, je kolmd na
smér osy kuzeloselky. Sestrojme priisetiky povrchovych piimek
F,A, F\B s K,. Spojnice prisetfkit 4,B, protindi AB v bodé
K, ktery nalezi jiz kolmici #. Kolmice z F, na k= KC je
osou kuZelosetky. Druhé ohnisko uréime tim, Ze sestrojime te¢nu
v bodé B. Telna ta je prisetnici roviny (ABC) s teénou ro-
vinou ke kuZeli v bodé B. Stopa roviny (ABC) je k; stopa
tetné roviny je tetna ¢ ke kruZnici K, v bod® B,. Priseék
k X< t nalezi jiz tetné& kuZeloselky. :

Znéme-li osu, ohnisko a teénu s dotynym bodem, snadno
stanovime ohnisko druhé.

5.

Rotaéni plocha kuselovd ddna jest osou a jednou povr-
chovou primkou; sestrojiti rotaéni plochu vdlcovou, kterd by se
" plochy kudelové dotykala a méla danow pFimku za osu.

Prof. Jan Kroupa.

. Reseni. Zaslal p. Hubert BlaZek, stud. VI. tf. realky
v KroméfiZi.

V bodé O sestrojme rovinu ¢ kolmo na o (= osa kuzZele).
Najdéme prisetik povrchové piimky p s ¢ bod X. OX je polo-
mér pomocné podstavy. Vrcholem ¥V vedeme m||o' (= osa
vélce) a hleddme prisedfk m X ¢ = Y. Z toho vedeme teiny
ku podstavé. Telna ¢ a vrchol V uréuji rovinu teénou ¢ || o'.
V roviné ¢ bude leZzeti dotykovd povrchovd piimka valce a do-
staneme ji pravodhlym promitnutim osy o' do ¢. Dotykovy bod
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M obou ploch je prisetik této povrchové pi{mky s povrchovou

piimkou kuZele uréemou ¥V a dotykovim bodem teény s pod-
stavou kuzele.

6.

V prostorn jsou ddny dva shodné trojihelniky A,B,C,,
A4,B,C,. Sestrojits primku, kolem ni3 by bylo moino jeden
trojihelnil tak otociti, aby byl s druhgm soumérng dle roviny-

Prof. Jan Kroupa.

ReSeni. Zaslal p. Hubert Blaek, stud. VI tf. reilky
v Kroméiizi.

Rovina ¢ =(4,B,(,) protind rovinu ¢ = (4, B,C,) v pfimce
a. Rovina soumérnosti = pili dhel rovin ¢ a 6. Sestrojime ji
takto. V bod& P, lezicim na priseénici @, sestrojime k této
rovinu kolmou ¢. Stopa s? je spojnici stopnikd 1, 2 préseénic
k, k' rovin ¢ a ¢ s ¢. Prisetnice m roviny soumérnosti z s ¢
pili tdhel prisetnic % %' a ma svoji prvni stopu v bodé R, na
s? . p} jde prisetikem p¢ a p7 a bodem R;; n; bodem P,.
K trojuhelniku A, B,C, sestrojime soumérny A‘B‘C' vzhledem
k roviné », ktery bude lezeti v o. Trojihelniky A‘B‘C' a
A4,B,C, ototime kol stopy roviny ¢ do nékteré primétny. Tim
dostaneme Vv rovind dva shodné trojihelniky stejného smyslu
a pro ty lze stanoviti bod, kol néhoZ jeden ototen splyne
s druhym. Utitime symetrilu spojnic [A'4,] a [B'B,]; tyto se
protnou v bodé s, coz jest bod hledany. V bodé s- sestrojme
piimku kolmou k 7, kterdZz pfimka je piimkou hledanou, kolem
niz mozno A 4,B,C, tak ototiti, aby byl s A 4,B,C, sou-
mérny dle roviny =.

Pozndml:a. Rovinu = sestrojime pohodinéji, uréime-li pélict
body 4,, B,, C, tGsetek 4,4,, B|B,, C,C,. Promitnéme ortho-
gondlné oba dané utvary do roviny 7, Priméty ,\ 4 B‘C,
a 4,B',C', jsou trojihelniky shodné, stejného smyslu. Stano-
vime nyni jako v pifpadé piedchozim bod s, kolem néhoZ lze
jeden trojuhelnik tak ototiti, aby splynul s druhym. Hledans
piimka jde timto bodem kolmo k roviné z.

Kdyby body 4,8,C, padly do pfimky, vedli bychom rovinu
soumeérnosti touto pfimkou kolmo k (4, B, C,), natez priméty tro;-
uhelnik@ byly by tsetky. Dalsi konstrukce jako v predchozim.
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Uréiti jest plochu kulovou, gndme-li jeden bod, dvé teéné
roviny a teCnou primku v jedné z wich. Prof. J, Hanus.

- Refeni 1. Zaslal p. Jaroslav Janko, stud. VIIL ti. g.
v Tiebiti.

Dané roviny budtez ¢ a o a pfimka p v roviné ¢. Mi-
stem sttedd koulf dotykajicich se obou rovin je rovina syme-
tralnd = (¢'). Mistem stfedd kouli dotykajicich se p je rovina @
kolmd k roviné ¢ a obsahujicf piimku p. Jest tedy mistem st¥edi
koulf dotykajicich se roviny ¢ v pifmce p a roviny ¢ prised-
nice (z @)= 0, resp. (z'¢)= 0'. Tim zndme jeden priamér koule
co do polohy. Uloha piechdzi v nédsledujici: Sestrojiti kouli
prochézejici bodem M a dotykajici se pfimky p, zndme-li jeden
primér co do polohy. ReSenf provedeme takto. Otdcf-li se
dany bod m kol o, vytvoif povrchovou kruzmici plochy kulové.
Sestrojme prisetik piimky p s rovinou oné kruZnice a vedme
z toho bodu te¢ny ke kruZnmici. Pfeneseme-li délku té teény od
onoho prisetfku na p, dostaneme bod dotyény 7. Priselik pri-
méru o 8 rovinou kolmou k p v bodé 7' stanovi stfed S.

Regeni 2. Zaslal p. Em. Fr. Cdstka, stud. VIIa tf. r.,
Ceské Budgjovice.

Ulohu lze prevésti na jinou: Sestrojiti plochu kulovou,
prochdzejici bodem, dotykajici se dvou teinych rovin a majicf
~svidj stfed na priseénici o. Polozme pfimkou o rovinu ¢ kolmou
k tetné rovingé ¢ (v nafem piipadé budiZz to rovina ¢ pfimky
p) a stanovme si priseénici jejich p. Ototme nyni bod M kol
0sy o do . Méame tedy sestrojiti v roviné ¢ hlavni kruznici
stanovenou tetnou, bodem a podminkou, Ze stied jest na dané
piimce. Stiedy téchto kruznic jsou stfedy hledanych kouli. Uloha
mé dvojf feSeni.

Posndmka. Uloha m4 dvé redlns FeSeni, pokud v prvém
piipadé jsou obé tetny kruznice K redlné. Lezi-li bod M
v jedné z danjch rovin, je tdloha jednozna¢nou. V pifipads dru-
hém, pokud bod M je v Ghlu pfimky p s piimkou p’ soumérné
poloZenou vzhledem k o.
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8.
V roviné ¢ je parabola dand v pidoryse osou, ohniskem
a vrcholem. Sestrojiti pFimo vrchol ndrysu paraboly.
' Prof. Ant. Navratil.

Regeni 1. Zaslal p. M. Dias, stud. VIL r. v Krom&izi.

Budiz o, osou pidorysu paraboly P. Potom jest pfimka
0, rovnobéins s osou ndrysu paraboly. Vrcholovd teina ndrysu
v’y je kolmd na o,. Sestrojime-li v piédoryse tetnu ¢, || s o',
jejiz smér jest zndm, jest dotyény bod této bodem hledanym.

Regeni 2. Zaslal Em. Fr. Cdstka, stud. VIL r., Ceské
Budéjovice.

Sestrojme v prvni primétné libovolné dva body pldorysu
paraboly 4, B, (4,B; 1 o,) a jimi vedme teény, které se pro-
tnou v bodé S, na o,. Stanovme 4,B, a bod S,. Vedme nyni
bodem A, kolmici %, | S,4,: k X 0, = M,; ¥, | S,B,
v bodé¢ B, ', X o0,= N, Priselfk téznice trojihelniku
A,M,S, prochdzejici bodem A, s téznici trojihelniku B,N,S,
prochdzejici vrcholem™ B, je hledany vrchol nérysu.

¢) Z fysiky.
1.

Na obvodu perné Lladky je ma vldkné zavéSeno s jedné
strany zdvaii 2 M, s druhé nehmotnd kladka, jes mese po
obou stramdch na nehmotném vldkné dvé stejnd zdvazi M, tak
Ze je soustava v rovnovdze. .Jaky stav nastane, priddme-li na
zdvasi 2 M a na jedno ze zdvaii M po privaiku m?

Prof. J. Schuster,

Re $en{ elementirnf, podané «utorem.

Na osu pohyblivé kladky pusobi vysledny tah zdvazi, jez

m .
THtm g. Tento tah jest
2M

T=M@+7n+ M+ m(g—y=2Mg+ oM +m

Viha hmoty levé, rovnd (2M 4 m) g, jeZ tento tah pre-
kon4vd, jest vétsi o

@M +m) g —T

gse pohybuji zrychlenim ; =

—_mg
T 2M 4 m = b



Padd tudiZ levd hmota doli zrychlenim

g _ m?
P+ mg+ T 9= S Fm+m® P

se kterymZ stoupd pohyblivd kladka vzhiru.

M+m

Re¥eni tplné, podané zéky gymnasia v Zitné ulici
v Praze.

Nazveme si vertikdlni vzddlenosti hmoty 2M —+ m, osy
kladky pohyblivé, hmoty M a hmoty M 4 m pod ng&jakou
horizontdlni rovinou vztaZnou (na pf. pod rovinou vodorovnou
proloZzenou osou kladky pevné) postupné z, z,, 2, a z,. Pak
plynou z neprodluZitelnosti vlidken vztahy

2, + 2z, = const. (1)
2, — 2y 4+ 2, — 2, = comst. (2)

Zveme-li napéti vliaken pies pevnou a pohybhvou kladku

vedenych 4, a 4y, platf
A =24, (3)

K tomu pfistupuji- rovnice pohybové dle vztahu urychlenf

> hmota — sile

7 <2M+m>_<2M+m>g—z 4)
7 M= Mg — 4 ®)
2e (M +-m)= (M ~+ m) g — 4, 6)
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2

kdeZ jest psano z, za dey atd. Ze vztahu (1) a (2) plyne

at?
5+ 2,=0 (12)
73 + 2, — 22, = 0. (2a)

Mame tedy 3est linedrnich rovnic o Sesti nezndmych 21,'1'3;,
2, %, 4, a 1, které lze snadno Fesiti. '
Na pf. plyne z rovnice (4) a (3)
2, @M + m) = 2M + m) g — 24,,
odetteme dle (4)

— 22, M = — 2Mg + 24,
zbude

7, @M 4+ m) — 22,M = mg. |
Tuto rovnici kombinujme s rovnici, jiz obdrZime odeltouce
(6) — (5) a dosadivie za z, — — 2z, — 2, totiz se
2, .2 (M4 m)+ 2, 2M + m) = — myg.
Plyne jako dfive
. ,”Z‘Z
8M (M 4+ m) + m® g
Jednoduchym mechanismem pocetnim obdrzeli bychom

viechna urychleni, vedle z, — — z,, také z, a z,, napéti vliken
A, a A, a zatizeni osy pevné kladky, jez jest patrnd rovmo 24,.

2, =

2.
0b¢ vldkna kladky jsou zatiZena stejné hmotami m - p.
Na pravo md vsak privaiek tvar kroudku a je k vidknu slehka
pripoutdn ve vysi I nad hmotouw m. Preru$ime-li toto spojeni,
jaky nastane pohyb po ndrazu krouZku p na hmotu m no
pravé strané, jsou-li obé hmoty nepruéné? Co by nastalo, kdyby
byly dokonale pruiné? Prof. J. Schuster.

Re¥ent, jez zaslala sl. VI. Cernikovd ze VIL r. v Piibrami.

Prerusfme-li spojenf, vzniknou dva pohyby zrychlené:
piivazek u klesié volné& zrychlenim g, hmota m stoupi zry-
chlenim 7, danym vztahem

png = (2m + w) 7.
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Srazi se za dobu ¢, danou rovnicf
o 1= 1gt* 4 Ly,
Vyslednd rychlost » po rdzu potitd se dle vzoru

u (my + my) = myc; + MmyCy

kde
' mie, = pgt Mmycy = — (2m -+ p) yt = — ugt.
Je patrno, Zze je nullou. Hmoty se zastavi.

Kdyby byly pruzné, odrazily by se od sebe rychlostmi
tymiz, jaké mély pfed ridzem, a stoupaly, resp. klesaly by znovu
do své ptvodni polohy a cely dé& by se opakoval. Télesa kmitala
by do nekoneéna, sriZejice se v bodé leZicim pod pihvodni
polohou piivazku ve vzddlenosti g¢2.

3.

Zni-li pistala vlakw tonem o 600 kmitech za sekundu a
miji-li vlak rychlosti 612 :0—% pozorovatele veddleného o 5 m
od trati, jak dlouho se bude vyska tému pozorovatelné ménits,
dovede-lv pozorovatel urciti sluchem intervell —gg?

Prof. J. Schuster.

Regent, jez zaslala sl. Vi. Cernikovd ze VIL r. v P¥fbrami.
Budiz ¢ = 340 2 rychlost zvuku, » — 172 rychlost
sec sec

vlaku. Patu kolmice z pozorovatelova stanovi§té na drahu spusténé
oznatme O; délka jeji jest-5 ma.
Blizi-li se vlak, sly§ime tény

N =N. ————c————,
c—1v.cosQ
kdez ¢ je proménny thel mezi smérem rychlosti vlaku a spoj-
nici vlak-pozorovatel. Predpokliddme, Ze k rozezndni zmény
ténu je nutna nejmendf zména za vtefinu % Slydfme-li tedy
na poditku vtefiny tén

£
N,=N. o , na konei Ny, = N. °

c—v.coSsQ, ¢ — V.COS P,
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. Ny 8l _ ¢c—wcosq,

a jeli N, 80 T ¢—wvcose
hovéno.

Je-li vzdilenost vlaku od bodu O oznatena z, je

, je podmince tdlohy vy-

r—v x

COSPy=— —————— 8 €0S P — —————— -
Pa VEFT @— o) P V&t Dosa
zenim do pfedchoziho vztahu plyne rovnice
=17 2 41 90=0,
V254 (z—17)* V 22+ 25

jeZ pomoci regulae falsi divd z = 22-5.

Pii vzdalovani se vlaku prestivd z divodu symmetrie
pozorovatelnd zména ténu pii téZe vzdédlenosti, takZe trvé celkem
po trati 45 m, kterou vlak probéhne za 2:64 vtefiny. Je#to zménu
pozorovali jsme teprve koncem prvé vtefiny, trvd doba pozorovini
zmény 1'6 vtefin.

4.
Kyvadlo je slodeno ze dvou hmotngch bodié m, a m,

spojenyjch tuhou nehmotnou tyéil. Jest wréiti advés, pro ktery
md kyvadio kyv nejlkratsi? Prof. J. Schuster.

Regent, jez zaslala sl. VI Cerniliovd ze VIL r. v PH-
brami.

Doba kyvu sloZeného kyvadla je 7' —= \/i, kde je g
9

urychlenf tize a L redukovand délka kyvadla. Cim je tato mensi,
tim bude mensi 7. Pfi tom

K _K,+ Mz _ K,

W™ Mz Mz T

kde K je moment setrvatnosti kyvadla kolem osy zdvésné o z
od tézité vzddlené, K, moment setrvalnosti vzhledem k rovno-
b&Zné ose t&Zistém proch4zejici a M celkovd hmota kyvadla.
Z podminek dlohy plyne

L =

Ko=mri+mr; a rn+r=1

kde », a r, zveme vzddlenosti hmot m, a m, od téZiSté.
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Ve vztahu pro L jest jedinou proménnou veli¢inou =z;
md-li L byti minimem, musi jeho derivace dle z byti nullou, to
jest : L

K, .
—E‘;—g—{-l:o, Gili act,=\/]§[0
a redukovand délka minim&lnf o
_o\ /Ko
Lun=2\/52
i minimélni doba kyvu

Toin=— 17 \/%_—V g.

Vzdalenosti t8Zist& od hmot m, a m, jsou
. r, — m2l_ ar ——-———mll
omy +my P my - my

takze :

m?2 12 m? 1® m, m

K, —=m 2 -+ m ! =13 I
o ' (my + my)* oy (my, 4+ my)®* my +m,
z &ehoz :
Lo — 2\, m, p
my —+ My

20\ m, m,

(m, 4+ m,ﬁ

Tin=— =

5.

Je-li zndm vnitint a vnéjsi primér trubice sklenéné a
méri-li se zddnlivyg vnitini primér na prF. kathetometrem, jak
lze uréiti optickou lomivost skla, z néhoZ je trubice zhotovena?
Do které meze je méfeni moiné? Prof. J. Schuster.

Reseni autorovo.

Do kathetometru vchdzeji paprsky rovnobézné, které vySedse

jako tetné k vnitfni vdlcové plofe otvoru zlomily se pii pie-
chodu do vzduchu dle zdkona

' sinfp 1

siwa  m

2

kde » je index lomu skla, a hly o a 8 definoviny jsou obraz-
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cem, Je-li jejich vz4jemnd vzddlenost 2d, polomér trubice vné&jsf
R a vnitfnf » plati patrné

sinﬂ_—_——%, sina:—%—, takZe —?—:n

Méreni je moZné potud, pokud R = nr. Je-li totiz v kraj-
nim p¥ipadé d — 2R, takZe sin « — 1 je maximélnd hodnota 3,

dand vztahem sin p = %; pro vétsi dhly 8 nastiva Gplny odraz

pfi pfechodu ze skla do vzduchu. Jezto tedy musi » sin g = 1,

nr
—_<
musi = 1.

6'

Ze svitictho bodu vychdzejici paprsky se ldmou mna ro-
vinném rozhrani do jiného dstredi. Prodlouzime-li lomené
paprsky zpét o jejich drdhu v prvém dstredi, které je geome-
trické misto wvirtudingch zdroji (takto ziskanych) pro lom a)
od kolmice, b) ku kolmici? Jaké jednoduché sestrojeni lomengch
paprski plyne & této dvahy? Prof. J. Schuster,

Reseni autorovo.

Pata O kolmice ze sviticiho bodu S na rozhrani spusténé
bud potdtkem soufadnic, smér OS osou Y-ovou, smér rozhranf
osou X-ovou. Zpétné prodlouzeni paprsku lomeného MP o délku
MS definuje bod T, jehoZ geometrické misto hleddme. Soufad-
nice tohoto bodu, jezto

h

MS— MT— ——
cos o
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jsou R -
0T = o =TMS.sina —MT . sinf=h°"% ;5P
) cos & Co0Ss «
2 7=y =0 %F
oS &«

Vedle toho plati zdkon lomu

sine
sin B
Ulohou nasf jest, z tdchto rovmic eliminovati proménné Ghly e
a f. Ze vztahu pro —Z~ vypotteme dosazenim sin = St: o
tgog =2, " _
ge=— . -3

a dosazenfm do posléze
y*  2* n+41__ —1.
BORE w—1
Geometrickym mistem bodd 7' pfi lomu ku kolmici jest

tedy hyperbela.
Za lomu od kolmice nastupuje za » pfevratnd hodunota

L, takze rovnice geom. mista jest
n _

z* n—l—l

h2+h* =1

z—l

Jest jim tedy ellipsa, jez mé s drivéjdf hyperbolou ob& osy spo-
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letné. Ob& kiivky oviem prochézeji sviticim bodem S, jak je
nutno; vyhovujet jim bod z =0, y =nh.

Konstrukee lomeného paprsku d4 se na zdkladé nasf Gvahy
provésti ndsledovné: V bodé ', jenz lezi na OS ve vzddlenosti
00" = n . OS = nh (pfi paprscich lomenych od kolmice oviem

‘ 00" = —Z—:—) vedme rovnob&zku s rozhranim. V bodé M’, v némz

ji protind paprsek S/, k némuz hleddme lomeny, vztyéme kol-
mici k rozhrani a protnéme ji kruhem o stfedu M a poloméru
MS v bod& T. Spojnice 7'M uddvd smér lomeného paprsku.

1.

Uréete index lomu desky planparallelni zndmé tloustky t
2 posinuti obrazu. Deska budiZ poloZema na stolek goniometru,
na ném# je maznalena osa déleného krulu, tak, %e édstecné
prikryvd dillky méritka millimetrového. Mévitko je poloZeno
tak, aby jedna jeho délici édrka se ztotoinila s osou. Stérbinou
alhidady pozorujme nejprvé kolmo L desce a pak ji stddejme
tak dlouho, aZ znovu dilek stiedni malezne pokradovdni uvnity
desticky sklenéné. Je-li potFebné otodeni e, Cemu je rovmo n?

Prof. J. Schuster,

ReSeni autorovo.

Ototeni « jest ddno thlem, pod nimZ jest nutno pozorovati
desku, aby prvy dilek méftka pf¥i chodu paprsku deskou se
ztotoznil se stfednfm dflkem o p#i chodu paprsku vzduchem.

Pritom jest 0b =1 ac—=o00' = ¢

Sina _
sin
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Jak z obrazce patrno, je .
oc=t.tgae bc—t.tgp
ob=1=o0¢—lbe=1t(tg « — tg B).
Eliminaci dhlu g dle sin g8 :s—"i—a plyne
sin a sin? «

f Hl nt=sintef —0 ¢

._l_—tga._____.__.__
an — simla - ta - T)g

F—

8.

V éoéee plankonvexni je kazovd tecka. Uriete jeji hloubku
a index lomu skla goniometrem a to ndsledovné: Rovinnd
sténa docky se ztotodnmi s rovinou stolku gomiometru; ma ni se
poloZi méFitko a toto i tecka se na¥idi na osu déleného kruhu.
Méri se dva dhly, kdy totiz prvy a druhy millimetr se po
otoéeni alhidady kryje s teckou. Uhly ty jsow e, e, a polomér

alhtdady R mm. Prof. J. Schuster.
I
Sl ¢
tog
oi °‘b
I

Reseni autorovo.

Budiz hloubka kazu a pod rovinou skla oa =z, vzdile-
108t 0b = &, polomér déleného kruhu oc = K. Oznaeni Ghli
je patrno z obrazce. Dle zdkona Snelliova plati

sfn [
sin f3

=n.
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-+ Uhly @ a 8 mustme vyjadFiti znémymi veliinami:
ce” e — o _ Rsiné—e

b ¢b \/R2 + &% — 2Re sin &

e

xﬁ_'_e'l

stn o =

tgﬂ:%, smﬂ:v
Dosazenim plyne -
R*sin®® + & —2Resind _ , &
R? 4+ ¢ — 2R e sin 9 &+ 2%
Méifme-li dva dhly & pro dvé riznd &, obdrzime dvé rov-
nice pro » a z. Ozname si numerickou hodnotu levé strany
pro & a @&, pismenou A pro e, a 9, pismenou B. Pak jezto

82
A=n*—— a B—mn? 2

2-|—x &+ 2*

jsou Zédané velidiny o
—d—Bi&g s AB(e] — &)

a nP= —7— -
Be} — Ae Bej — Ae

9.

Vysvétlete mechanismus utvany pri nékterych vyvévdeh,
kde primy pohyh pistu v boté jest zphsoben tim, Ze komec
tdhla jest kloubovité pFipevnén k obvodovému bodw ozubeného
kola, které se polybuje po vnitrnim obvodu jiného ozubeného
kola o dvojndsobném poloméru. Prof. M. Haas.

Reseni autorovo.

Stted velikého kola oznaime v obrazci, ktery &tendf sém -
snadno si zhotovi, pismenou O, stfed malého S. V poloze z4-
kladnf dotyké se bod A4, ve kterém je tdhlo k obvodu- vnitiniho
kola pfipevn&no. vétsfho kola uvnitf na’pf. v nejniZifm beds.
Pogine-li se stfed mensiho kola do nové polohy §', dotykaji se
obé kola v bodé B a bod A zaujal polohu A’ uvnitf vétstho
kola. Ponéud'i

) arc AB—arc A'B
. poma.y obloitkd se majt k sobs gj ;, plati pro dhly
strodové < AOB: 4 A'SB=1:2
¢ili i < ASB=2.< A0B.

46
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Uhel A’0OB jest obvodovy k stfedovému Ghlu A'S'B a
tudfz plati
< A'0OB=1< A'S'B
¢ili
- <X A'OB = < AOB.

Z toho plyne, Ze pfi libovolném poSinutf mens$iho kola
splyvd piimka A’O s polomérem AO, t.j. bod A' ptisvém po-
hybu ziistdvd stdle na pfimce AO maje za svou drdhu primér
vétsiho kola. : ‘

10.

Po vnitini ploSe rotaéniho paraboloidu, jeho# rotaéni osa
md polohu svislou, vrhneme kuliéku tak, aby opisovala kru-
hovou drdhu. Dokakte, e doba obéhu mezdle?i ma poloméru
kruhové drdhy. _ Prof. M. Haas.

Reseni, jez zaslala sl. VI Cernikovd ze VIL tf. redlky
v Piibrami.

Rotatni paraboloid vznikl otofenfm paraboly 2% — 2py
kolem svislé osy Y-ové. Kulitka opisuje kruh poloméru z, jehoz
rovina stoji kolmo na ose Y-ové. Na kulitku hmoty m piisobi
smérem osy Y-ové dold tiZze silou mg a smérem osy Y-ové od-

. 2 ) .
stiedivd sfla 1";—’ Nem4-li kulitka ani stoupat ani klesat, ny-

té% opisovat kruZnici, musi vyslednice obou sil rusiti se odporem
paraboloidu, t. j. stiti na jeho ploSe kolmo, ve sméru normily.
Sestrojime-li tedy rovnob&znik sil a prodlouzime vyslednici aZ
k priselfku s osou Y-ovou, ohdrZime . pravoihly trojihelnfk,
jen# mé za jednu odvésnu subnormdlu p, za druhou pak polo-
" mér z kruhové drdhy. Z podobnostl tohoto trOJuhelnika a trOJ
uhelnika sil plyne - .
. Lmv?

‘mg . ;——,p : 2.

=7 Bubnorméls p parﬁ.boly mé hodnotu stélow.. -Rychlost, ku-
lléky je dle napsané umér& :

RETAVER
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doba ob&hové

T= 2——”'” :2n\/£—-
v g

Nezévisi tudiz doba 7T na polomdru drshy z.

Reseni uloh zaslali:

. Bla#ek Hubert, VI. r. v Krom&ffzi

m. 7, 16., 16, d. 1., 4., 5, 6,,

Borkovec Pavel, VIL. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1.5, 8, 26., 381, d. 4., f 2, 5, 7., 10,

Cipro FrantiSek, VIIL. r. g. v Praze-II., v Kfemencové ul.
m. 1, 3., 15., 17,, 19., 26.,

Cistka Frant. Emanuel, ViIa r. v Ces. Bud&jovicich
m. 3.—6., 8.—11., 13.—18,, 20—23, 26., 28., 29., 31,
d. 1.—5., 17, 8,-

. Cernikovd Vlasta, VIL r. v Pibrami

f. 1.—10.,

. Cizinsky A., V11. g. v Praze, v Zitné ul.

m. 1—4.. 6., 8, 16., 16.,28., 29,, 3L, f. 1., 2.,5., 7., 10,,

. Diug Mil., VIL r. v Kromé&fzi

m. 1.—6., 8.—16., 17, 19.—23. 26.. 28.—31., 35., d. 1.
az 8.,

. Drlik Josef, VIL. r. v Piibote

m. 3—1., 10, 14, 15.. 23, 2., 26., 28.—31,, d. 1, b,

. Dvotdk Jaroslav, V1. r. v Budovicich

d 3,6, 1.,

. Hak J., Va r. v Brné

d. 3., 4., b, 7.,

. Hlavdéek Vdclav, VIIL. g. v Praze, v Zitné ul.

m. 1--6, 8, 11., 13, 15—18., 21., 26.—31,, f 1.—10,

. Holubdr Josef, VII. r. v Kostelci n. Orl.

m. 3, 10, 14, 15., 17, 28, d. 2., 5, 7., 8,

. Hordk Mojmir, VIII. g. v Krom&¥fizi

m. 1.—10., 15,, 22, 23., 25.—27.,, 29.—31., f. 1., 2, 5.,
7., 9., 10,
46*
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p. Hila Bretislav, VIL g. v Praze, v Zitné ul.

P.

m. 1., 2, 4, 11., 16,, 18, 26., 27., 29.—3L, £ 2., 4. az
7, 10,

. Charvdt Ant., VIL. r. na Kladné

m. 1., 3—5., 15., 16., 26.— 3L,

. Jakubiv Jaroslav, VIla r. na Kral. Vinohradech

m. 11.—13,, 15,

. Janko Jar., VIII. g. v Trebiti

m 1—35,d 4, 7. £ 1,2, 4. 6, 9., 10,

. Jira Vdclav, VIIL. g. v Praze, v Zitné ul.

m.1-5,8,, 11,13, 15, 16,18, 26.—30, f 1.-7,, 10,
Koerner Jul., VIL g. v Praze, v Zitné ul.

m. 1.—4., 8, 11, 15, 16., 18, 26., 27,, 29.—31.. { L.,

2, 4—1, 10,

. Kolenaty Lad., V. r. v Rakovnice

m. 1, 10, 11, 15, 19, 20.—22., 28—30,

. Kopal Lad.. VIII. g. v Praze, v 7Zitné ul.

.1.—4,6, 8,11,13, 15—18,26.—31., f 1.—17,, 10,
Kovtrouch F antzsek V[I g. v Praze v Zitné ul.
m. 1, 3., 4., 6., 15, 28., 29. 31,
Kozdk Josef, VI r v Pardublcich
d. 2, 3. 5, ’

. Kml Karel VII. r. v Novém Mésté na Moravé

m. 9, d. 1, 5., 8,
Kucéera Kmel VIIIL g v Praze, v Zitné ul.
1—4, 6,8,11., 13., 15.—18.,26—31.,, f. 1.—7,,10,,

. Lamparter Vilém, VII. g. v Ttebiéi

m. 1.~<7.,

. Ldtal Stépdn, VIL. r. v Olomouci

m. 1., 83—6.,, 8, 10.—12, 15, 20,, 31,,
Libra Josef, VI. r. v Novém Mé&sté
m. 10, 30,

p. Mastng Theodor, VIIL g. v Praze, v Zitné ul.

m. 1.—21,, 23., 24., 26—32., f 1.—10,,

p. Masin Jan, Vb r. v Praze-VII.

m. 9.—11,, 15.,, 20, o
Materna Milos, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 15, 8, 11, 13., 15, 16, 18, 26.—29., 31., 32,
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. Mayer Jar.. VI. g. v Praze, v Zitné ul. A e
m. 1.—6., 8.—11,, 15., 26, 27., 29, 31, . . .
. Moravec Cestmér, VI. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1., 8, 16.. :
. Moravec K VIL r. v Praze I,
m. 1.—6., 8.—23., 25.—31., 33.—35,, d. 1——5 1.,
. Oufada Emz'l VL. r. v Pribraml
1., 26.. £ 2.,
. Puntoflicek Ctibor, VL. r. v Teléi
m. 1., 3, 15, 18.,
. Pdtek K.., VII. r. v Kladné
d 1, 5
. Paaourek Jm, VI. g. v Praze, v Zitné ul
, 10, 15, 16,
. Pz’rko Vz'lctor, VII. g. v Ceskfch Budgjovicich
m. 1.—6., 8., 10.—16., 20, 21., 25.—27., 29.,
. Plichta J.. VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1—4, 6., &, 11,, 13, 15.—18, 26.—381,, f 1, 2, 4.
az 1., 10., ’
. Pohonka Karel VII. g. v Praze. v thné ul
m. 1., 8, 10., 15., 16, .
. Posival I"rant VIIL g v Praze, v Zitné ul.
m1—4681526282931f127
. Pudil 8., VIL 1. v Litovli
m. 1—7 9.—26., 28,, 29, 32,
. Roubicek Josef, V]II g. v Praze v Zitné ul.
m. 1., 2, 4, 15, 29 31, N
. Rer’dbek Alois, L e
m. 10., 11., 14, 18.. 29., d. 1.. b.,, 7., . -~~~
. Schneider Juroslav, VII. r. v Olomeicl ‘
m. 1., 3.—6., 8—12,, 15,, 17.—20., 26., 28.—32, 35.,
. Sitko Jan, VIL. g. v Krom&H#i
m 1, 4,5, 6, 9,
. Sklendg# J., VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
. 1.5, 8. 15, 16, 26.—31., f. 7.,
. Scukup Ferd., VII g. v Praze, v thné ul.
m. 1.5, 8, 11,, 13, 15, 17, 18, 2631, f. 1., 2, 4.
az 1., 10, i
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p- Soukup Frant., VIII. g. v Praze, v Zitné ul.

m.1.—5., 8, 11., 13, 15.—18., 26—3L., £ 1., 2., 4—T., 10,,
p. Sevelek Viktor, VIL. g. v Prerové

m, 15., 20.,
p. Simecka Josef, VL. r. v Ptibote

m. 3—6, 10., 14., 15.. 23., 25., 26., 29.—31.,

p. Slégl Jos., VIIb r. v Karling
d 1, 3,5, 6, 7,
p. Smejkal Milos, VIIb r. v Praze IIL
m. 10, 11., 14, 15, 17., 19.—31., d. 1.—5.. 7.,
p. Stépdnek Viclav VIIL. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1., 3.—5., 15., 26. 28,
p. Subert Miroslav, VII. g. v Ném. Brods
m, 15,
p. Tesar V., VL r. v Praze II.
m. 3., 11., 12, 13,, 15, 27., 29.,
p. Vadata Jar., VIL. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1, 3, 4, 15, 16. 26, 27, f. 2, b., 6., T,
p. Velkoborsky Ji¥i, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1.—4, 6., 8,11, 13, 15.—18.,26.—31., . 1.—7,, 10.,
p- Veverka Josef, VIL r. v Novém Mésté na Moravé
m. 1, 3, 9, 14, 15, 28, 31, d. 1, 5., 7,
p- Vocel Josef, VII. g. v Praze, v Zitné ul.
m. 1., 3., 4., 15, 26.,
p. Votruba Karel, VII. g. v Praze, v Zitné ul.
' m. 1., 3., 4, 16., 26., 27., f. 1.—7, 10.
. Zubik Jan, VIIL r. v Praze III.
m. 1=3b, d. 1.5, T.

T

.c;

Udsleni cen.

Z mathematiky:

Redakce tloh, prihliZejic nejen k pottu, ale i k jakosti
fefieni, pFisoudila t&mto pp. Tesitelim ceny vypsané vyborem
,Jednoty Ceskych Mathematiki«.
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Ceny prvni:

Cédstka Emanuel Fr., VIla r v Ceskych Bud&jovicich.
Dias Miloslav, VIL r. v Krom&Fizi.

Janko Jaroslav, VIIL. g. v Trebidi.

Lamparter Vilém, VIII. g. v Ttebiti.

Mastnyj Theodor, VIIL. g. v Praze, v Zitné ul.
Moravec Karel, VIL r. v Praze I

Pudil 8, VII r. v Litovli.

Zubtk Jan, VIL. r. v Praze IIL

Spis: Dr.F.J. Studnidka: Uvod do analytické geometrie
v roviné (Sbornfk J. C. M. VII.) obdrZi pénové J. Janko a K.
Moravee. -

Ceny druhé:

Hlaydéek Viclar, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
Hordk Mojmir, VIII. g. v Kromé&fizi,

Jira Viclav, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.
Kopal Ladislav, VIII. g. v Praze. v Zitné ul,
Kuéera Karel, VIIL g. v Praze, v Zitné ul.
Mayer Jaroslav. VI. g. v Praze, v Zitné ul.
Pirko Viktor, VII. g. v Ceskych Budgjovicich.
Plichta J., VIIL g. v Praze, v Zitné ul.
Schneider. Jar., YIL 1, v Olomouci. = A
Velkoborsky Jirt, VIII. g. v Praze, v Zitné ul.

Ceny tfeti: . LA

Drlik Josef, VL. r. v Pifbote. =~
Hiilla Bretislav, VIL. g. v Praze, v Zitné ul.
Charvdat Antonin, VII. r. v Kladneé.

Koerner Julius, VII. g. v Praze, v Zitné ul.
Kolenaty Ladislav, V. r. v Rakovnice.

Ldtal "Stépdn, VII. r. v Olomouci.

Materna Milos. VIIL g. v Praze, v Zitné ul.
Posfval Frantisek, VIIL g. v Praze, v Zitné ul.
Sklend# J., VIIL g. v Praze, v Zitné ul.
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Soukup Ferdinand, VIL g. v Praze, v Zitné ul.
Soukup antaéck VII. g. v Praze, v Zitné ul
Simedka Josef, V1. r. v PHbote.

Z deskriptivnf geometrie:

Spis: Zahradnik: O plochich druhého stupné& obdrif
pénové:

Blatek Hubert, VI. r. v Kromérizi.

Cdstka Emanuel Fr., Vlla 1. v Ces. Bud&jovicich,
Dias Miloslav, VIL. r. v Kromé&¥Fizi.

Moravec Karel, VI]. r. v Praze L

Slegel Josef, VIIb r. v Karling.

Smejkal Milos, VIIt - Prage III

Zubtk Jan, VIL. r. v . _.ze Il

Mimo to obdrz{ pdnové Karel Moravec a Fr. Emanuel
Cdstka spis: Jarolimek: Deskriptivni geometrie pro vysSst
Skoly redlns, I, L, IIL

Z fysiky:

Spis Dr. V. Strouhal-Dr. B. Kudera: Mechanika,

2. vyd., sl. Viasta Cerntkovd ze VIL r. v P¥brami.

o “$pls Strouhal: Ocel a jeji vlastnosti galvanické a

* magneteks, otdrzel p. Mojmir Hordk z VIII. g. v Kromstizi.




		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T12:35:23+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




