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CAST FYSIKALNI.

Kyvadlo s oscilujicim zavé&sem.
Filip Bock, Brno,
(Doslo 30. za¥i 1937).
Kmity matematického kyvadla, jehoZ zavés vykondvé linedrni

harmonicky pohyb ve vertikalnim sméru o amplitudé 7, hovi dife-
rencidlni rovnici

o

dzy v? g
di2

700s vt———l—).sin19=0.1) (1)

Veli¢iny zde se vyskytujicf maji
tento vyznam: 9 je elongace ky-
vadla v daném okamziku, I je dél-
ka kyvadla, g je gravitadni zrych-
leni (pii demZ smér gravitace je
poloZen do sméru zaporné osy y),
v je oscilaéni frekvence zavésu
_ (viz. obr. 1.).
Pozorujeme-li jenom malé
Obr. 1. kmity kolem stfedni polohy %,

') Rovnice miiZe se odvoditi takto: Potencialni energie kyvadla jest

— U =mg (n + lcos &),
kineticks energie
L
pfi demZ
x = lsin B,
y=mn-4 lcosd.
Dosazenim t&chto hodnot do rovnice Lagrangeovy
AT +U) A (or\ _
b ’
obdrZfme rovnici (1), poloZime-li jeStd 5 = cos #t.

o9 dt\ od
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klademe

a muZeme v rovnici (1) pro proménnou « nahraditi sin « veli¢inou «,
—cos « nahraditi 1, coZ je pro malou hodnotu « jisté dovoleno. Tim
prechazi (1) v

2 2
o + (fl— cosvt—%).cosﬁo.(x=(%——%cosvt).sina?o. (2)

Ponévadiz « = tg ¥y, jest partikuldrni feSeni rovnice (2), da se
integrace této rovnice pfevésti na nalezeni periodickych fefent
homogenni diferencidlni rovnice

. v? g
w—l—(—l—cosvt——l—).cosﬁo.y)zo. (3)

Obecné FeSeni rovnice (2) je pak dino

Diferencialni rovnice (3) je tak zvand Mathieuova diferenci-
4Ini rovnice. Substituci

2 g
= = = . = 4
n=2p, dt ” de, z 2l cos &, ; 5 (4)

ji pfevedeme na tvar obvykly v literatufe (Heine, Handbuch der
Kugelfunktionen, 1. svaz., str. 401)

2.
3722—{—(42—{——;’.0052(;9).1{):0. (5)

Otdzka periodickych FeSeni této diferencidlni rovnice je totoznd
s vyhledanim onéch periodickych funkei, které &ini integral

2n
I= f[w’z—(4z + % . cos 2(p) wz] de
0

minimem. Pii tom se piipoustéji ke konkurenci viechny spojité
a dvakrét spojité derivovatelné funkce o periodé 2z. Aplikuje-li se
na tento varialni problém Ritzova metoda pouZitim trigono-
metrickych funkei soufadnicovych, polozime-li tedy

n
y
= =+ a, . cos 2vy,
¥ 2 z P

v=1

obdrifme pro koeficienty @, linedrni soustavu rovnic, kterd jen
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tehdy dava YeSeni rtznd od nuly, je-li pYisluiny determinant
4 = 0. (Podminka periodicity.) Pro 4 nalezneme vyraz:

A('—;-, z)=A(,3, 2) =

- - 0 0o o0
2 b
_1 l—z —— 0o o
b
0 ——4—2z ——— 0
0 0 0 — [(n—1)2%—2] ——
0 0 0 1 (n®—2)
b

A(B, z) mize se jako funkce prom&nné f = 1/b rozvinouti v po-
tenén{ fadu konvergentni pro v8echna f§ a z tvaru

A(B,2) = O(2) + 0u(2) B2+ . .. (6)

Prvnf dva nemizici koeficienty tohoto rozvoje jsou

(7)

n—1
2 2 1 1 1
35(2) = do(2) [__z— + ;(21')2—1 Tz—? + 2n—1"2 _nz] )

Koeficienty lichyeh mocnin se vesmés rovnaji nule. Nemohla
viak byti zjisténa jednoduché zékonitost ve tvaru dz(z), a to tim
méné, Ze vypodet téchto vyrazi je spojen s velikymi obtiZemi.

Jednoduseji se proti tomu utvaii diskuse podminky periodi-
city pro 4 = 0, jsou-li osciladni frekvence v velké. Dosadime-li

cos #y = x a zanedbime-li 8leny fadové velikosti 0(%) v prveich
14

hlavni diagonély, piechdzi rovnice 4 = 0 pro velkd » v
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.VZ
x x
-= 1 -—= 0 0 00
21 21
x x
- 1 -= 00
0 7§ s 0
A= x Ky =0
0 Vg Py 00
0
x x
O ~gmm ' “oam
. Y y 29 .
Dokéaze se, Ze kofen z = Fmovmcez)
-
14 1
~ x =0
S 1
21

o y oy ot T . 1 .
znazoriuje rovnéz az na chybu fadové velikosti O(v_" kofen
rovnice 4 = 0.

K proveden{ toho dikazu rozvineme 4 podle subdeterminantt
prvnich dvou sloupci. Dostaneme

x
1 —5 O 0
g x x
»2 181 18] .
X x x
T2l 1 0 —z5r 1 321
0 0
0 0

!) Tento determinant jest, jak zFejmo, levy horni dvoufady poddeter-
minant determinantu 4.
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x
—37 0 0 0
g z x
A I T A T o
- 0 x = x o
T8l 321 321
Oznadéime-li 2gl/y? = z, a poloziime-li x = z, + &, je
g9 _
v? 1 . 3
x T2
—5r 1
a hofejsi rovnici miizeme psati takto:
%+
1 8l 0 0
xy+ & Zy 4+ &
£ |—= 1 —= 0
- - 181 | 181 +
_ Ty -+ &
181
g Xy + & 1] _Hté .
+ TerE2 (wo + &)™ 321 321 =0

Oba nekoneéné determinanty predstavuji pro absolutni a rovno-
mérnou konvergenci nekoneéné rfady
STt éE  wmté =(x.,+5)2§ 1 '
2 2(n + 1)U 2n: & n(n + 1)
pro kazdou hodnotu &, spojité funkce proménné &, které mimo
to jeSté jsou zavislé na ». Oznaéime-li tyto funkce pismeny D, (£, »)
a Dy(&, v), nabyva rovnice tohoto tvaru:
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£ D) + 1 s 0+ . i) = 0. )

Jelikoz obé funkce D (&, v) a Dy(&, v) jsou spojité funkce, mizZeme
doséhnouti, aby pro libovoln® malé dané ¢ platil vidy vztah

1—e<Dy(&v)S1+¢

a 1)
1—e< Dy(&,v) S 1+ ¢

pokud je zvoleno & tak malé a v tak velké, Ze ztstava
| 2o + &1 < d(e), (I1T)
pii ¢emZ d(e) znamend vhodné zvolené malé é&islo, které pfirozené
jesté zavisi na e.
Zvolime-li je§té ¢ tak malé, Ze mimo to plati obé nésledujici
nerovnosti

1—e¢

a
1 &
bz

pii éemz 7 jest libovolné mald veli¢ina, pak je splnéna, jak plyne
z rovnice (II) pro vSechna £ a », které hovi rovnici (III), tato
nerovnost

Dy(, ”)

1—p < <1 , Iv
"SDEn =T v
aneb
1(55 77)
=1 )
pii demz jest
[ (& ») | < 7.
Rovnice (I) nabyva timto tvaru
3 g
3 (1 4+ n(é,») + Tolt (Fo T £ =0. (V)
Zvolime-li nyni » a { tak, aby jednak platila rovnice (III), jednak
viak aby » bylo proti £ tak velké, Ze miZeme zanedbati z, = 2%21 :

proti &, potom prvni &len v rovnici (V) rozhoduje o znaménku celé
levé strany. Pro zapornd & nabyva pak leva strana rovnice (V)
zéporné hodnoty a pro kladnd £ hodnoty kladné.
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Polozime-li
— 29l

52 Zy + E 2?_"25
konverguje & s nekone&ns rostoucim » k nule, m4 tedy tvar
P= Sy O(V—l“), x>0, ' (VI)

Ponévadz dale n(¢, ») s £ - 0 a v — oo se blizi nule tak, zZe je

n(& ») = 0(1), - (VID)
obdrzfme z rovnice (V) a v disledku (VI) a (VII) vztah:

1 (¢ 1 g (291 ¢ [(11\2
'2?(;?+O(‘F))+1W(7+F+O(7))_O‘

Z ngho plyne nejprve « = 6 a dale
\ g

AT -

o T e V=10
Je tedy

__ 9
c= 5

Pro velké hodnoty v vznikne tak kofen

291 - g3l

&~ s chybou & ~ g

¢im7 je svrchu uvedené tvrzeni dokézano.

vz 2

Ponévadi ziejmé uréitému » naleZici kofeny x = cos ¥,, které
plynou z podminky periodicity 4 = 0, uréuji pro tuto frekvenci
- mozné rovnovainé polohy &, je tim dokazano, Ze velkym frekven-
cim prislusnd rovnovaZna poloha ¥, vyhovuje v prvnim pfiblizeni
rovnici
2gl1

cos 9y = —5-.
v

T4z rovnice se d4 snadno odvoditi z vysledki, ziskanych
Hirschem (Das Pendel mit oszillierendem Aufhingepunkt, Zeit-
schrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik, 10 (1930),
41—52.)3) '

Tim je tedy dokdzéno, oviem jen pro velmi veliké frekvence,

3) Jest jen tf¥eba dosaditi do rovnice (14b) citované prace
v =0 k=c=lLa=lav=na
& dodatednd psati f = &,
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Ze Hirschiv vysledek predstavuje prvni pfiblizny vyraz pro rovno-
véaznou polohu.?)
Za podnét k této praci jsem zavazan prof. dr. R. Weyrichovi
a vyslovuji mu svij srdeény dik.
¥
Le pendule au point de suspension oscillant.

(Extrait de l'article précédent.)

Dans le traité présent est démontré qu’un pendule, dont le
point de suspension est mis en oscillations verticales d’une fré-
quence v par seconde et d’une amplitude égale a 1, peut effectuer
des oscillations autour d’une position d’équilibre, qui a une direction
oblique vers le haut. & étant I’angle que la tige du pendule renferme
avec la direction négative de la gravité, la position d’équilibre est
donnée par

¥ =8 —o=1lmt [od.
t—o

Ce probléme méne & une équation differentielle de Mathieu dont
les solutions périodiques peuvent étre trouvées par le procédé de
Ritz. Il est prouvé que le résultat obtenu par Hirsch est valable
pour les oscillations trés rapides et trés petites du point de suspen-
sion et que le résultat de Hirsch représente le premier membre
d’une série asymptotique.

%) K témuZ vysledku dospél také pan A. Erdélyi v své préci: Uber
die kleinen Schwingungen eines Pendels mit oszillierendem Aufhéngepunkt.
(Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik, 14 (1934), 235—247
und 16 (1936), 171—182.)
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