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O rozkladu nékterych kolineaci prostoru 2n-roz-
mérného v produkt harmonickych homologii.
Jan Srb, Olomouc.

(Do8lo dne 9. vinora 1936.)

V&imneme-li si invariantnich atvard partikularnich kolineaci
r-rozmérného prostoru, je pfimo patrno, Ze kolineact r-rozmérného
prostoru typw [(0...0)0] (podle symboliky Predellovy), v ni2
hyperbolickd projektivnost windukovand na samodruiné pfimce je
inwvoluéni, je vidy moZno rozloZit v produkt r harmonickyjch homologii.

V kolineaci typu [(0. .. 0) 0] soumistnych r-rozmérnych pro-
stori S, a 8, budte body X a Y jediné hlavni prostory. Na samo-
druzné piimce y = (XY) bud touto kolineaci indukovana hyper-
bolickd involuce se samodruZnymi body X, Y a na samodruiné
piimce z-jdoucf bodem X (rtizné od y) projektivnost parabolickd
se samodruznym bodem X. Hlavni svazy kolineace jsou dvé
samodruzné nadroviny S,_; a 8’,—, rizné, z nichz necht S, ,

"obsahuje rovinu (zy) a 8’,_; jen piimku z. Obé nadroviny se tedy
protinaji v (r — 2) rozmerném prostoru Sr—s, ktery neobsahuje
bod Y. V nadroviné 8',_; zvolme dvé korespondujici pfimky a, o',
jdouci bodem X a nelezici v prostoru S,—p. Rady korespondujicich
bodu téchto piimek maji spoledny bod X samodruZny. Jsou proto
perspektivni se stfedem perspektivnosti v prostoru S,_s, ktery
jako jediny samodruiny prostor je zaroven basi hlavniho svazu
kolineace typu [(0.. .. 0)], indukované v nadroving §’,_,. Zvolme
nynf osou harmonické homologie H, nadrovinu S,_; a stiedem
libovolny bod v roviné (a, a’), ktery oddéluje stfed perspektivnosti
korespondujicich fad na pfimkdch a, a’ s obéma piimkami harmo-
.nicky. Tento bod nepadne jisté do osy S,—;, s kterou tedy H,
urduje. LeZ{ totiZ na spojnici dvou riznych korespondujicich bodit
nadroviny S’,_;, neobsaZenych v priseéném prostoru S,z obou
" nadrovin. Tato spojnice protiné prostor S, a tedy také nad-
rovinu S,_; v jediném bodé&, ktery je stiedem perspektivnosti
“fad (a) a (a’). Bod s-timto stfedem harmonicky sdruzeny ke dvéma
bodiim riznym s nim nesplyvé a neleii tedy v nadroving S,_;.

256




Harmonickou homologii H, piejde prostor 8’» v soumistny S,
kohnearny se soumistnym §,. Rada (a’) pfejde v fadu (a”) na
piimce a, a protoZe osa harmonické homologie prochiazi stiedem
perspektlvnostl fad (a) a (a’), budou projektivni soumistné fady
(@) a (a") hyperbolicky involuéni se samodruznymi body X a Y,
na a. Piimka y a prostor 8, le#i v nadroviné S,_;, jsou tedy
pii H, invariantni. Pfimka ¢ mé s prostorem §,_3 jen bod X spo-
le¢ny. LeZzi proto bod Y, v nadroviné S’,_;, ne v8ak v prostoru S,_..
ktery tedy s body Y, Y, neleii v jeuné nadroviné (r — 1) roz-
mérné.

V samodruzném prostoru S,_; kolineace soumistnych prostort
Sy a S{1 je touto indukovana kolineace typu [(0...0)]. Base
hlavniho svazu splyvd s jedinou samodruznou nadrovinou S,_s
prostoru S,_p, obsahujici bod X a pfimku z. V prostoru S,z
zvolme dvé v kolineaci prostoru S, a S,V (ale i S, a §’,) korespon-
dujici ptimky a,.a’;, prochézejici bodem X, ale nelezici v S,_s.
Osou harmonické homologie H, zvolme nadrovinu 8, _,(®, uréenou
prostorem S,_3 a body Y, Y,, stiedem bod rizny od X, ktery
‘v roving (a,, a’;) oddéluje harmonicky tyto piimky a st¥ed perspek-
tivnosti fad bodu na nich korespondujicich v kolineaci prostorii
8, a S,1. Tento stfed nepadne do osy S,—,@. Z téhoz diivodu jako
pii H, je v S;—2, ale ne v S,_3, a nadrovina S,_1® =: (S,_3, Y1, Y)
ma s S,—s jenom S,_3 spoleény. Jinak by totiz S,_s v ni leZel
cely a body Y, Y, by nalezely s prostorem S, o téZe nadroviné
(r — 1) rozmérné. Transformaci H, prejde prostor S,V v sou-
mistny S,® kolinedrny se soumistnym S,. Piimka a’, pfejde v a,
a projektivni soumistné fady korespondujicich bodi na @, budou
hyperbolicky involuéni, protoZe osa harmonické homologie pro-
chazi stfedem perspektivnosti fad na @, a a’y lezicim v & _s.
Involuce na @, mé samodruzné body X a Y,. Prostor S,—3 jakoZ
i pfimky XY a XY, lezi v ose harmonické homologie H,, jsou tedy
Pii ni invariantni. Bod Y, lezi v §,_,, ale ne.v S,_;. Nelezi tedy
body Y, Y,, Y, s prostorem S,_3 v z4dné nadroviné (r — 1) roz-
mérné.

Pokradujeme-li takto dale, bude po provedeni (r — 3) harmo-
nické homologie H, 3v kolineaci soumistnych prostora S, a S,
samodruiny prostor S,, jdouc{ bodem X a piimkou z s induko-
vanou kolineaci typu [(00)] a (r — 2) samodruinych piimek,
jdoucich bodem X s indukovanymi hyperbolickymi involucemi,
s jednim samodruinjrm bodem X spoleénym a ostatnimi ¥, ¥, ...

., Y,_3 takovymi, %e s rovinou S, nenileif %4dné nadroviné
: (r — 1) rozmérné. V samodruzné roviné S, zvolme dvé& korespondu-
]icl pfimky a,_,, a’;_ prochazejici bodem X. Rady (a,—2) a (a'r—2)
jsou perspektivni se stiedem perspektivnosti na piimce z. Osou
(r — 2). harmonické homologie H, » zvolme nadrovinu S,_;"—2),
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uréenou body Y, 7Y, ..., Y,_3 a samodruZznou piimkou z, kters
protind (r — 2) rozmérny prostor uréeny témito body a bodem X
v X a v feleném prostoru nelezi. Stiedem zvolme bod v. roving S,,
rizny od X takovy. aby oddéloval pfimky a,_» a a’,—; se stfedem
perspektivnosti fad na nich indukovanych, harmonicky. H, . je
uréena, protoze jeji stied nepadne na osu. Osa totiZ protini ro-
vinu §, v pfimce = a stied leii na piimce, kterd tuto oddéluje
harmonicky s dvéma pfimkami riznymi. Harmonickou homologii
H,_, piejde prostor S§,/—3 v §,r—2 soumistny a kolinedrny s S,.
Piimka a',_» piejde v a,—; a fady na a,—» budou z téhoz diivodu
jako nahote involuéni. Samodruzné body této involuce jsou X
a Y, o takové, Ze se samodruZznymi body Y. Y,,..., ¥,_3 tvoFi
skupinu bodu nezavislych a piimka z nelezi v nadroviné jimi
uréené. Stfedem (r — 1). harmonické homologie H,_, zvolme samo-
druiny bod X a osou libovolnou nadrovinu jednomocného svazku.
jehoz base je urdena r — 1 nezavislymi body Y.Y,.... Y, .
neprochazejici bodem X. Touto piejde prostor S{—2 v soumist-
ny 8 —D kolinedrny s S,. Involuce na samodruznych piimkach
XY, XY,,....XY, » piejdou v fady samodruinych bodi, tedy
nadrovina uréend body X,Y,Y;, ..., Y, v nadrovinu samo-
druznych bodid. Kolineace soumistnych prostord S,r—1D a 8, je
tedy homologie. ProtoZe stfed hairmonické homologie H,—, byl
zvolen v samodruzném bodé X parabolické projektivnosti induko-
vané kolineacf{ prostort S,'—2,a 8, na piimce z a osa protina
tuto pifmku v bodé¢ jiném, zbude x p¥i H,—; invariantni, parabo-
lickd projektivnost na ni v8ak prejde v hyperbolickou involuci
a homologie prostorti S—1 a 8, je harmonicka.

Déile ukdzeme, Ze kaZdou kolineact 2n-rozmérného prostoru,
jejiz hlavni prostory jsow pouze body, lze rozloZit v produkt harmo-
nické homologie a kolineace typu [(0...0)0], kierd indukuje na
samodruzné primce tady hyperbolicky involucni.

V kolineaci dvou soumistnych prostort r-rozmérnych 8, a §’;,,
jejiz hlavni prostory jsou pouze body, budte 4, A’ dva korespon-
dujfci body, nelezicf v Zadné samodruzné nadroving. (r — 1)-roz-
,mérné trsy indukované v bodech A, A’ vytvoii pruseéiky sdruze-
nych pHmek racionilni normalni kfivku O r-rozmérného prostoru,
prochézejicf body A4, A’ a vSemi samodruZnymi body kolineace.
Kfivee Cr = K'* odpovidaji v kolineaci dané a inversni dvé opét
raciondlnf normdlni kf¥ivky C7 a K" prostort 8’y a S§,, nemajici
mimo hlavni body kolineace Zidného spoleéného bodu. Kdyby
. obé kfivky mély nesamodruiny bod B = (' spoletny, nilezely
" by nezavislé body A4, B, C a korespondujici A’, B’, C’ téze roviné
a body A4, A’ by leZely v roviné samodruzné proti pfedpokladu.
" .Nebo by baedy B, B, C, C' lezely na pifimce AA4’, ktera by byla,
opét proti predpokladu, samodruZnou. Bodové fady (.C'") a (K7)



jsou projektivni s fadou (CT) = (K'7), jsou tedy i spolu projektivn{
a pifmky spojujici korespondujicf body obou fad vytvoii racionalni
normdlni plochu V;—1. Plocha je totiZz vytvorena spojnicemi bodi
dvou kiivek r-tého stupné, korespondujicich v biracionalni kores-
pondenci, s r + 1 body koincidence. Je tedy jeji stupenr r + r —
— (r + 1) = r — 1. Kazd4 p¥imka. tvorici této plochy lezi v roviné,
ktera promitd bod kiivky C* = K'r z pfimky AA'. Kazda tvokici
piimka protind tedy piimku AA4’, ale tak, Ze Zadné dvé ji ne-
protinaji v témz bodé. Kdyby se dvé piimky tvofici na p¥. BC’
a ED’ protinaly v bodé¢ F piimky 44’, pak piimky EB, B'E’ =
= CD, C'D', které jsou pruseénicemi tii rovin (ACD), - (4'B'E")
a (BEF) prostoru S;, stanoveného rovinami (ACA4') a (4DA’),
by se protinaly v jednom bodé X. Bod X by byl pruseéik piimek
EB a CD prostoru S, a zaroveii pfimek korespondujicich E’'B’
a C'D’ prostoru S’,, tedy bod samodruZny leZici na vSech tiech
normalnich kiivkach a kaZdé z nich by méla s piimkou tii spoleéné
body. To je pro nezavislost libovolnych » 4 1 bodu kiivky normalni
nemozné. Je tedy plocha, vytvofend spojnicemi korespondujicich
bodt obou kiivek, raciondlni normélni Vy—! a piimka A4’ je
jeji minimalni fidiei k¥ivkou. Tvoiici piimky protinaji proto
piimku AA' v fadé (M) projektivni s fadami (C'7) a (K*), tedy
také s (Cr) = (K'). Z podminky pro stupefi minimalni Fdicf
kiivky, pro lichd r 1 < §r—1,t.j. r > 3,aprosudarl < §r — 2,
t. j. r = 4, plyne platnost reéeneho pro vsechna r> 3.

- dJe-li nyni r = 2n (n = 2), je korelace pfifazujicif bodim nor-
mélni kfivky C2" jeji nadroviny oskulaéni poldrni, t. j. oskulaéni
nadroviny této kiivky jsou tetnymi nadrovinami nadplochy inci-
denéni V2, ;. Obé oskulaéni nadroviny Sep—1 a8 §'2,—; v bodech
A, A’ kiivky C2» se protnou v (2n — 2) rozmérném prostoru Sz, s,
ktery nema s kiivkou spoleéného_bodu. Nadroviny jednomocného
svazku s basi Sg,—2, uréené body fady (M), vytinaji tedy na C2»
2n-bodové skupiny involuce I'y,, kterd s fadou (02") [(C2") x (M)]
tvoif na C%* algebralckou piibuznost (1, 2n). Tato mé podle kores-
pondenéniho principu 27 4- 1 boda 1nc1dence tedy alespoii jeden
redlny B, ktery nepadne ani do A4 ani do 4’. V trsu 4’ odpovidé
totiz piimce AN (N = A') teéna A’'N’ kiivky C2?* v bodé A4'. .
Tedy bodu 4’ = N fady (C*") odpovidd pifmka AN’ normalni
plochy Vg2—1,_t. j. bodu 4’ = N fady (C2*) bod A fady, (M).

Odpovida tedy oskulaéni rovina kiivky 02" v bodé A ve svazku

82n—2 bodu 4’ fady (C2") a naopak. Bod B je moZno sestrojit jako

priseéfk dvou normélnich kiivek C2» a 1C2*. Promitneme-li na pf. -
z bodu 4 kfivky C2* fadu (C?) na této kuzelem Ky2*—1, protinajf -
korespondujici nadroviny svazku Sgs—e pifmky tohoto kuZele
v normaln{ kiivee 102*. Obecnd nadrovina 2n-rozmérného prostoru -
protne totiz kuZel K»2"—1 v normalni kiivce C2*—1 této nadroviny. .-
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Jednomocny svazek nadrovin pak protne tuto nadrovinu v jedno-
mocném svazku prostorti (2n — 2)-rozmérnych. Korespondence
(1. 2n — 1) na kiivee (02#—1, vytvolend prusediky (2n — 2)-roz-
mérnych prostort svazku a body na korespondujicich pfimkach
kuzele Ko2"—1, mé 2n — 1 + 1 = 2n bodu incidence, jez jsou pri-
sebéiky variety, vytvofené feGenymi svazky s obecnou nadrovinou.
Pruseéik kiivek C2* a 1C2" a podle diivéjstho je vidy alespoii
jeden reélny, je hledany bod B. Sestrojime-li nyni v bodé B osku-
laéni nadrovinu kfivky C2», protne tato piimku AA’ v bods,
ktery oddéluje harmonicky body A4, 4’ a bod korespondujici
v fadé (M) bodu B fady (C2).

V harmonické homologii 2n-rozmérného prostoru bud osou
oskulaéni nadrovina kiivky C2* v bod¢ B, stiedem bod M tady (M)
korespondujici bodu B fady (C2*). Touto piejde prostor §’z, v sou-
mlstny San? kohnearny se soumistnym Ss,. Bod 4' pfejde v bod

= A a piimka @’ = A'B v a, = A,B = AB. Jsou tedy v koli-
neam prostori Sz, a Slg,, ptimka AB a'bod A samodruzné. Neni-li
.bod B samodruzny v kolineaci dané, tedy B = D’, koresponduji
mu na pifmee AB bod D prostoru Sz, a na 4’B bod B prostoru 8'gp.
Je]mh spojnice je podle pfedeslého piimka plochy V2, ; procha-
zejici bodem M. Harmonickou homologii prejde proto bod B’
v B, = D. Na samodruzné pfimce a kolineace prostoru Son a So,t
j¢ By =D a B = D, dvojina bodi obapolné si odpovidajicich
a projektivnost na ni indukovand je tedy involuéni s jednim
realnym bodem samodruznym A a druhym od ného rozdilnym E.
Radu (M) na AA’ miZeme také sestrojiti jinak. V kazxdé roviné
(4, A’, C = D’) obaluji spojnice v dané kolineaci korespondujicich
bodu na ptimkach AC, A'C’ kuzeloseSku. Je-li spoleény bod C = D’
obou fad nesamodruzny, je kuZelosetka pravd a body C', D jsou
- doty¢né na piimkach A'C’ a AC. Je-li § =(4'D x AC'), je
M’ = (CS x AA’) dotyény bod kuZeloseS¢ky na AA’ a pro M =
= (C'D x AA'), jest (MM'AA') = — 1. Je-li nyni bod B samo-
druzny, degeneruje kuZeloseCka ve svazek pfimek, jehoZ stied M’
na A4’ je stfedem perspektivnosti korespondujicich fad na piim-
kéch AB a A’'B. Koresponduje tedy samodruznému bodu fady (C2")
v fadé (M) bod, ktery oddéluje harmonicky body 4, 4’ s bodem,
ve kterém protne pfimka 44’ basi -hlavniho svazu pfidruZzeného
tomuto samodruZnému bodu. Padne-li tedy bod B fady (C2*) do
bodu samodruzného dané kolineace, prochazi nadrovina oskulaéni
kiivky C2# v tomto bods stiedem perspektivnosti fad na AB, A'B’
a tedy také v tomto pfipadé indukuje kolineace prostord Sg, a Sz, .
na pfimce a hyperbolickou- involuci.
V kolineaci prostorii Ss, a S2,! neprochazi bodem A4 mimo
piimku a %4dni samodruini piimka, protoie osa harmonické
., homologie je oskula&ni nadrovina v bodé B kiivky C2*, vytvoiené
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priseéiky sdruZenych paprskii trst indukovanych kolineaci pro-
stort Sz, a S’s, v bodech A4, 4’, tedy mimo AB a A’B se #adné
dva sdruZené paprsky téchto trsi na ose neprotinaji. Je§té alespoii

~jedna existujici redlna piimka samodruzna b musi proto prochazet
bodem E. Projektivnost indukovand na piimce b je parabolicka
se samodruznym bodem E. Kdyby nebyla, existoval by na ni je$té
jeden redlny samodruzny bod jiny nez E (nelezici na a) a spojnice
tohoto s bodem 4 by byla samodruzna piimka (riznd od a) pro-
chézejici bodem 4. Mimo obé piimky a, b nemtze bodem E pro-
chézet jind piimka samodruzna. Kdyby prochizela a byla realnd,
pak by podle piredeslého projektivnost na ni indukovana byla
parabolickd se samodruznym bedem E. Kolineace indukovana
v samodruZné roviné, uréené touto pfimkou a b, byla by typu [(00)]
a bodem E by prochézela fada invariantnich bodu. Kdyby byla
imaginarni, byla by spojnici bodu £ s imaginarnim samodruZnym
bodem nelezicim na a. Pak by vSak spojnice tohoto bodu s 4 byla
druh4 samodruznd pfimka prochézejici bodem A. Je proto koli-
neace prostor Sz, a Sg,! typu [(0 . .. 0) 0] s hyperbolickou involuci
indukovanou na samodruzné piimce a kolineace dand je produktem
jejim a harmonické homologie.

Je-li r=2n+41(n=1), je korelace, pridruzujici bodim
kiivky normalni nadroviny oskulaéni, nulova. Sestrojime-li z bodu
fady (M') takove, ze (M'MAA') = —1 nadroviny oskulaéni
k normalni kiivee C27+1, uréuji skupiny 2n 4 1 bodd dotyénych
na této kiivce involuci 113,., jez s fadou (C2*+1) 7 M 7 M' vy-
tvoii pifbuznost (1, 2n 4+ 1) s 2n + 2 body incidence. Je-li néktery
z téchto bodl redlny, je mozZno stejnym zpusobem jako pro r = 2n
rozlozit danou kolineaci v produkt harmonické homologie a koli-
neace typu [(0...0)0] s hyperbolickou involuci na samodruzné
piimce. :

Protoze kazdou kolineaci 2n-rozmérného prostoru (n > 1) jejiz
hlavni prostory jsou pouze body, je moZno rozlozit v produkt
harmonické homologie a kolineace, ktera je produktem 2n-harmo-
nickych homologii, je tato kolineace produktem 27 4+ 1-harmo-
nickych homologii. V &lanku ,,0 rozkladu rovinnych kolineaci‘*)
jsem ukdzal, Ze rozklad je moiny také pro » = 1. Je tim tedy
dokazino, Ze

kazdou kolineaci 2n-rozmérného prostoru, jeji hlavni prostory jsou
pouze body. lze rozloZit » produkt. 2n + 1 harmonickych homologii.

*

*) Casopis 65 (1936), str. 77.
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Sur la décomposition de certaines homographies de I’espace 3 2n
dimensions en un produit d’homologies harmoniques.

(Extrait de Particle précédent.)

Etant donnée, dans l’espace & 2n dimensions, une homo-
graphie ne possédant que des points unis isolés, considérons I’homo-
graphie de deux étoiles aux centres 4, 4’, contenue dans I’homo-
graphie donnée. Les droites de ces étoiles qui se correspondent
mutuellement et se coupent en méme temps produisent une courbe
normale de l’espace. On peut toujours trouver un point ¢’ = D
tel que ’hyperplan osculataire en ce point est conjugué harmonique,
par rapport aux points A, A’, au point M, intersection de la
droite AA’ avec la droite joignant les points correspondant
a4 C" = D dans I’homographie donnée et son inverse. L’homographie
donnée est le produit de I’homologie harmonique dont M est le
centre et I’hyperplan osculateur ’axe, et d’une homographie du
type [(0,...,0)0]. Celle-ci étant le produit de 2n homologies
harmoniques, I’homographie donnée est le produit de 2» 4 1 de
telles homologies.
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