Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Viktor Trkal

Analog funkce Lagrangeovy pro Hamiltonovu funkci, zavisejici jediné na
,2ucinnostnich konstantach*

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 55 (1926), No. 4, 343--351

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121963

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1926

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/121963
http://project.dml.cz

Analogon funkce Lagrangeovy
pro Hamiltonovu funkci, zavisejici jediné na
- yucinnostnich konstantach®.
Napsal V. Trkal.

" Rovnice Ep,q}-—-L:H, » ' 1)
J

kde L=L(g;q;) znali Lagrangeovu funkci [rozdil kinetické
a potencidlni energie] a H(g«, px) znamend Hamitonovu funkci
nazdvisejici explicite na Case (soulet obou energii t. j. dhrnnou
energii), platnd pro libovolné obecné soufadnice ¢r (a pfislusné
k nim rychlosti g; resp. impulsy p;) pozbyva platnosti v pfipadé,
jenZ se vyskytuje v problémech dynamiky atomu, totiZ v tom pfi-
padé&, Ze se Hamiltonova funkce d4 vyjadfiti jako funkce ,u&in--
nostnich konstant® J;, které hraji dlohu impulsfi, k nim¥ pfisluSeji
jakoZto kanonicky sdruZené soufadnice t. zv. ,dhlové prom&nné“
w; =w»;t+ J; s periodou rovnou 1.
V tom pfipad& nastupuje misto rovnice (1) rovnice

f]jWJ—L(Wi)#H(/k), o @
' %‘jjv,-———l.(v,-)zﬂ(jk). ~(2)

kde H (/i) znali Hamiltonovu funkci rovnou energii uvaZova-

ného problému L (»;) jest Easovy stfed L Lagrangeovy funkce
L uvaZovaného problému, t. j.

gili

- Le)=L@ew=L ' @3)
Pak zcela podobn& jako rovnici (1) pfislusi vztah

_3L (95, 9)
k 0 Gk

tak rovnici (2') néleZi relace?)
oL (»)

.,k: Qv ’ C (4)

1) Tento vztah odvodil jsem jiz diive ve zvla3tnim pfipadé (pro plipad
Coulombova silového pole) v prici.,Prispévek k,dynamice neutrdiniho
atomu heliového®, (Rozpravy Ceské akademie véd a uméni za r. 1926), jez

. brzo vyjde tiskem. — Viz téZ V. Trkal: ,Zur Dynamik des Heliumatoms“
ZS. f. Phys., 36, 144, (1926). :

Diitkaz tohoto vztahu v obecném p¥ipadé poddvdm nyni. Pokud se
relace (2') a (3) tyte, viz té% moji praci ,Casopis pro pést. mat. a fys.“ 51/,
101, (1922) a v krat3i form& v Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, 21, 80, (1922.) :
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jez tvoii jakysi prot¥jSek ke zndmé rovnici?)

Ve = —-————a H (—'&—)-
. - dfr
Odtud snadno plynou vztahy
3ve_dn e 3k
0]1 a_lk ’ RE 4 d Yk

Diikaz tvrzeni (2'), (3) a (4) poddvdm v ndsledujicich radc¢ich
(§ 3, § 4). Pro lep$i porozuméni uvddim v § 1. pfechod od Ha-
miltonovych rovpic k Lagrangeovym obrdcenym postupem
net piechdzi na pf. Carathéodorys) od rovnic Lagrangeo-
vych k Hamiltonovym a v § 2 poddvdm interpretaci velitin
L a H zptisobem, jaky zvolil na pf. Born.*)
- § 1. Prechod od Hamiltonovych rovnic k Lagrangeovym.
Budiz d4na Hamiltonova funkce H (¢, Py, Qs, Doy -+, qn Pr),
anebo v kraiSim oznateni H (g; p), jakoito analytickd funkce
obfecnych soufadnic- ¢; a kanonicky k nim sdruZenych obecnych
impulst p, (i =1,2,3,..., n), nezdvisejici explicite na &ase f a vy-
hovujici poZadavku Fe determmant

: dPidpj :i: - ' ©
Tato funkce spliiuje podle definice kanonicky systém
qi=-20, O ®
(i=123...,n
p=—20 ™
94

Vzhledem k tomu, Ze jest spln€na podminka (5), miiZeme vy-
poditati z rovnic (6) velitiny p,,ps,...,Pn a obdrZime
pk=fk (qn qu gy Gay <+ qn, (In), (k = ]; 2) 3’ ey ﬂ),
coZz budeme psdti kratSeji ve tvaru

Pe=Je (g, ét) _ 8)
Nynf zavedeme ve funkci L (¢;, q,, Tas Qo+ + « , qn, Qn) anebo v krat3im

oznateni L (g;, ¢)) pomoci specialisované Legendreovy transfor-
mace tohoto tvaru:

- L (t_!f, q)= ""'H'(%, fi) + ffj g %)

) M. Born, Vorlésungen iiber Atommechanik, 1., Berlin, 1925, p. 9.»
torm. (15). :

) C. Carathéodory v novém vydani knih Riemann-Weber’s anfe-
rentialgleichungen der Physik, 1, Braunschwexg, 19 2

. Born, L. c. p. 19 2 20
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Derivujeme-li tuto rovnici parcieln& podle t}i, obdrZime

oL oH 3H - \df;
R L 5] oL
dqi 0qi (Bpj 1)501 (10)
anebo vzhledem k rovnici (6):
oL dH ,
At S, e =1,2,...,n). ).
20 Y n) (1)
Derivujeme-li v3ak rovnici (9) parcieln& dle g, obdr¥ime
oL OH -\ df
0 —‘—'2 "l" 17} 12 N
dqi (0f1 )aqz fi (12
co% vzhledem k rovnicim (6) a (8) d&
dL
pi=—". . (13)
dq:

Derivovénim podle &asu ¢ rovnice (13) obdrZime vzhledem k rovni-
cim (7) a (11) rovnici

d 3L\ dH _dL
ST (a q,) KT (14)
odkud? plyne systém Lagrangeovych rovnic
L dL ,
%(f{)“ﬁ“o (=12,...,1), (15)
Rovmc1 (9) lze psati symetriGt&ji ve tvaru
L+H= Epj q,, (16)

jest patrno, Ze soustava rovnic (6), (11), (13), (16) zastane beze

zm&ny, vyménime-li v t&chto rovmicich H za L a g; za p;.
Z podminky (1) plyne analogickd podminka, Ze determinant

®L_ 4o, an
dqidg;
Abychom to dokdzali, derivujme identitu
‘.Iiz—g‘.H(qk’ lé)’

0 Gk

jeZ plyne z rovnic (6) a (13), parcieln€ podle q,, ]esthie &y znadi
¢islo, které pro i =/, jest rovno ]ednotce a pro i3 j rovnd se
nule, bude
2 2
g =p=UH XL G 2. (18)
kdpidpk M]k 61]1
Casopis pro pstovani matematiky a fysiky. Rod. LV. 23
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Z tohoto systému rovnic plyne pak pomoci poufky o ndsobeni
determinanti vztah
. 2 2

1= | A || L ) (19)
- | OpidPk | | 0qkOG;
&im% jest dokdzdno, Ze podminky (5) a (17) vyplyvaji jedna z druhé.

§ 2. Interpretace funkci L a H. — Lagrangeovy rovnice
plynou v3ak také, jak znamo, jako nutné podminky z Hamilto-
nova variatniho principu

s

f L (g, gi) dt = extremum; (20)

l

jsou nezév:slé jak rovn¥% zndmo, na volb& obecnych soufadnic g;.

Tézeme-li se po interpretaci funkce L, stati vySetfiti vyznam
funce L jakoZto funce pravoiihlych soufadmc v nichZ budou rovnice
Lagrangeovy miti tvar

i( dL )_ dL —0

dt\ d xi d Xk '

E_( o{,)_ dL —o | ‘ @1
dt o Vk o)k )

_t_i_( aL)__ dL —0

dit \ dz d 2k

Tyto rovnice musi souhlasiti s pohybovymi rovnicemi Newto-
novymi

'd
— (mk v) = T, (22)
kde my Jest hmota %- tého bodu vk jeho rychlost a §x sila na nél
plisobici.
Zavedeme-li nyni funkci T sloZek rychlosti tak, Ze
3T
: —mkxk,
[} xk
T —mide, 23
v — Ttk Yk
> I 'y (23)
d0T .
— = Mk 2,
d 2

a dajf li se sily F derivovati z potenciélni energie V, jeZ zdvisi
jen na soufadnicich, t. j.

Sex = — , atd,, (24)




;

347

pak rovnice (22) jest moZno psdti ve tvaru
d ( aT)__a(—-V) —0

dt\ dxx d Xx
&ili
d 3(T—V) (T—V)
dt  dx Xk ’ (25)
takZe porovndnim rovnic (21) a (25) najdeme
L=T—V. (26) -

Z rovnic (23) plyne
1 . . .
T = P %‘mk(x’k+ Vi + 2%)

jakoZto kinetickd energie. TudiZ Lagrangeova funkce L=T—V
jest representovdna rozdilem kinetick€é a potencidlni energie. :

Vyznam funkce A vyplyne takto:
JeZto H nezdvisi explicite na ase, plati vzhledem k rovnicim

6) a (7) i . b
—::[Lq,+°——p,]=o,
dat i19dgq; opi

tudiz :

H = (qi, p)) = Const. .

V libovolnych soufadnicich klidné soustavy soufadné jest kinetickd

energie kvadratickou homogenni funkci 7 v rychlostech g Podle
Eulerovy véty plati tedy

T . . : .
2T=320 4i=2pq 27)
i bq, {
a tudfz . - _
i

jest dhrnnd energie uvaZovaného systému.
§ 3. Prechod od Hamiltonovy funkce H (J;), jez zdvisi toliko

na ,lcinnostnich konstantdch“ J;, k funkci L (w.), kterd zdvisi jen
na derivacich ,uhlovych proménnych“ podle éasu. — Rovnice (16)

L (9:9) + H (qr, pe) = Aj‘JPJ e

kde L je rozdil kinetické a potencidlni energie a H jest thrnnd
energie uvaZované soustavy, plati jist®¢ v pfipad€, kdy H obsahuje.
kromé& velitin p, aspoii jednu z' velifin g, explicite. V pfipadg, Ze
H neobsahuje ani jednu z velitin g« explicite, jsou, jak z rovnice
(7) patrno, v3echna p; konstantni, a tudiZ, jak plyne z rovnice (6),

23*
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také v3echna g, jsou konstantni; tedy viechna ¢x jsou linedrnimi
funkcemi &asu. .

V posledni rovnici jest pak L (9,9 nuin€ Kkonstantou, jak
ukazuje téZ rovnice (11), a mfiZe predstavovati rozdil kinetické
a potencidlni energie jen v tom pfipadé&, kdyZ je tento rozdil obou
energii konstantni. Pon&vad? v8ak soulet obou energif davd tihrn-
nou energii, kterd jest konstantni, musi byti kaZdd z obou energii
pro sebe konstantou.

V problémech dynamiky atomu snaZime se vyjddfiti thrnnou
" energii atomu jakoZto funkci H (/) jedin& veligin J;, t. zv. ,ugin-
nostnich konstant“, jeZ hraji tlohu obecnych impulsfi, k nimZ ka-
nonicky sdruZené obecné soufadnice wy, t. zv. ,uhlové proménné“
maji periodu rovnou jednotce. Pohybové rovnice Hamiltonovy
zuéji v tom piipadé ‘

Jm= U o ety gy = = 2D ot
o Wy d /i (29)
Postup vyli€eny v § 1. redukuje se nyni na toto:
Za predpokladu, Ze determinant
3*H
+0, (30)
} 3/id ) '
lze vypoditati 2 rovnic
L 10/ (29)
6][ v
veli¢iny Ji, /o, - - - Jn; obdrZime _
Jie=Fr (W). ; (31)
Nyni zavedeme funkci L (w;) rovnici
L () =—H () + ZFyw; (32)
Derivujeme-li tuto rovnici parcieln& podle w;, obdrfime
dL dH - \3F;
—_—= T — — Wy —‘.—J' F, 33
dW; i(aF, .’)aw+ : (33)
coZ vzhledem k rovnici (29')
w=2H)
d /i
‘déd ' |
Ji=2b . 3Le) . (34)

owy - dY;
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Nyni b&%i o interpretaci veli¢iny L (w;) =L (»j). Pon&vadf je
to veli¢ina konstantni a, obecn& vzato, problém; jenZ se podafilo
charakterisovatifunkciH (J;), md LagrangeovufunkciL=T7T—V
na Case zdvislou, nemiZe to byti v obecném piipad& funkce L a-
grangeova, kterd by byla rozdilem kinetické a potencidini
energie.

§ 4. Inferpretace funkce L. Na pfipad, ktery zde uvaZujeme,
totiZ ten, kdy se dd Hamiltonova funkce H (/;) vyjddfiti jedin&
pomoci ,GCinnostnich konstant%, lze pfevésti dany dynamicky
problém vZdy, kdyZ se dd Hamilton-Jacobiho parcidlni rovnice
diferencidlni, pfislusnd k Hamiltonové funkci H (g; p)), TeSiti
separaci proménnych, t. j. kdyZ se dd poloZiti

pi= 33i(g) , (35)
04

kde Si(q)) jest funkce zdvisejici pouze na jediné prom&nné gq.. Pak
se daji konstantni integrdly vzaté podél jedné periody

]t=fpid41 (36)
o)
zavésti jakoZto konstantni impulsy pomoci kanonické transformace®)
Z pidg; :?/,-dwi +d{S*(q9;, W)}, - (37)
t j. |
d

Ji=——2—8%(q;, w)), -
" @7)
Pi=gar S* (9, wy). '
Podle rovnice (27) jest ‘
2T =2p;dq
l

a tedy stfedni hodnota dvojndsobné kinetické energie za Easovy
interval ¢, — f, bude ddna vzorcem

. t ts .
_ g 1
2T | o= | Eda= |
ty ' ty
. ty 1 te ] (38)
— - * '
_12_&52:], dw,+t2_tISdS :

1y t

——

®) M. Born, L. c,, p. 94. °
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Zvolime-li interval asovy #, — f, dostate¢n& veliky, obdrZime za
Casovy stfed kinetické energie vyraz

2T = -ngj,-vidt

gili .
2T = ZJivi=Z[iwi - 39)

Tedy z rovnice (32) plyne
(w.)_-—H(jk)+2T_—-(T+V)+2T———(T+V)+ (40)
+2T=T—V=L,

tudiz L (w)) md vyznam &asového stfedu Lagrangeovy funkce
rovné rozdilu kinetické a potencidlni energie daného dynamického
systému.

Z podminky (30). plyne jako dasledek, Ze determinant

0 WI ) W] :*: 0. (41)
Abychom to ukdzali, derivujme identitu

b 2 3?)

w‘—OﬁH( dwk /'
jez plyne z rovnic (29'), (34), (40), parcieln& podle w;; znali-li &;

Cislo, které pro i=j jest rovno jednotce a pro i3 j rovnd se
nule, bude

2H a*L . .
=X -. =1,...n),
4= ey, G = b (42)

Z tohoto systému rovnic plyne pak pomoci poulky o ndsobeni
determinantil

| eH | | L
1= c =
. . ‘ Blib_/k { b’vkﬁ’lijl’ (44)
¢imZ dikaz proveden.
Pozndmka. Z rovnice (34) vyplyvd okamfZit&¢ vztah
e _ 31 (44)
DR D%
a z rovnice (29') zcela podobnd relace _
. OV — o ; (45)
o3fi

oba determinanty (30) a (41) jsou symetrické.

*
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Sur une analogie de la fonction de Lagrange
pour la fonction hamiltonienne ne dépendant que des
sconstantes d’action.“

(Extrait de 'article précédent.)

L’équation .
Ep, gj—L=H : 1M

ot L =L (q/, q) désigne la fonction de Lagrange et H(qk, Di) la
fonction hamiltonienne ne dépendant pas, explicitement, du temps,
valable pour des coordonnées généralisées arbitraires, perd sa
validité dans un cas qui se présente dans la théorie de la dyna- *
mique de Patome, & savoir le cas ou la fonction hamiltonienne
peut étre exprimée en fonction des ,constantes d’action J; jouissant
le rdle de moments, auxquels appartiennent, comme variables
canoniques conjuguées, les cordonnées dites ,variables angulaires“
w;=w;t49; a la période égale 2 I. En ce cas, I'’équation (1) .
est remplacée par I’équation

5wy — Li(w) = H (J1) @)
ou bien !
?jj vj—L (@) =H (/o (2)

ou H(Jk) désigne la fonction hamiltonienne égale a I’énergie

totale du probleme considéré et L (»;) est la moyenne L de la
fonction de Lagrange L du probléme consndéré c. ad.

L (»)= L (9 qi) = ' (3)
A TPéquation (1) se rattache, comme on sait, la relation
0 L (Qu ql)
Pr = d Qr ’
d’'une maniére analogue se rattache a I'équation (2') la relation
_ 9 L (@) 4
fe= 0 @
qui est, en un certain sens, le pendant de I'équation connue
_aH()
o Jk
On en tire facilement les relations
3% _ 3 e _ 3]t

d i 6]1:’ d dvk
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