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O Ffelenf zobecn&né Chapmanovy funk&nf rovnice.
Bohuslav Hostinsky, Brno.
(Do8lo 27. za¥f 1938.)

Vénovano k jubileu pana prof.
dr. Karla Petra.

1. Integréln{ rovnice Fredholmova typu a druhého druhu

]
¢(2) + [F(=, y) p(y) dy = f(2), (1)

kde F(z, y) znad¥f danou spojitou funkeci proménnych x a y, f(z)
danou spojitou funkci proménné x a ¢(x) funkei nezndmou (@ <
< z<b, a< y<b), ma obecnd (pokud nenastavd t. zv. singu-
lérn{ pipad) jediné Fesenf vyvjidfené znamymi Fredholmovymi
vzorci (viz na pf. E. Goursat: Cours d’Analyse mathém.. t. IIL.).
Jdsou viak i jiné zplsoby, kterymi se dé vyjadiiti fefeni integraln{
rovnice (1). Jeden z nich zaklada se na tomto postupu (viz vzorce
uvedené v odst. 2): Rovnice (1) definuje linearnf funkéni transfor-
maci, kterd dané funkei ¢(x) pfifaduje funkei f(zx). RozloZime-li
tuto transformaci v sled infinitesimélnich transformaci (t. j. tako-
vych, kterymi se hodnota funkce mén{ o nekoneéné malou veli¢inu),
a sestrojime-li ke ka#dé z nich transformaci inversnf, da se aloha
fediti; stadf sloZiti viechny tyto inversnf transformace v obraceném
pofadf, abychom dostali tak transformaci, kterd je k puavodni
transformaci inversni a kterd pfifaduje dané funkei f(z) jinou
funkei ¢(z). :

2. BudiZ » proménny parametr, ktery se ménf v mezich s a ¢,
8 < u <t abudiz K(z, y, u) spojitd funkce proménnych z, y a u.
Rozdé&lme interval (s, t) na » stejnych dili o délce A, takze délicim
bodim odpovidaj{ hodnoty s -k, 8+ 2h,...,8+ (n—1)h; b =
= (t —38)/n. m-tému délicimu bodu s -4 mh necht odpovida
funkdnf transformace S, dani formulf

b
9(@) = f(z) + b [K(z,y, s + mh) f(y) dy, (2)



kterd ptifaduje dané funkci f(x) funkci g(z). Je-li m nekoneéné
veliké a tedy h nekoneéné malé, je transformace (2) infinitesimaln{
(rozdil g(x) — f(x) je nekone&nd maly). SloZme nynf transformace S,
tak, Ze nejprve provedeme S, pak S,_;, na to S,_;..., na konec S,.
SloZend transformace S,8,. . . 8,8, bliZ{ se ur¢ité limitni transfor-
maci 7. roste-li » do nekonedna. T je vyjédiena formuli*)

¢(z) = f(z) +
o bbb b tUn Yn—

+j’[.jx<x,y,u)du+z ff...ffff..l.fx(x,z,,u,).

n=2ua a as 8 8

K(z, 20g) - K(tn—s, 9, un) digdusg ... dupdzy dzg . .. dz,._l] i) (}y).
3

Transformace S,,—! inversni k transformaci 8,, dané vzorcem
(2) je vyjadfena vzorcem
]

f(2) = g) — b [K(=, y.s + mh) g(y) dy. (4)

Slozme nyni transformace S, tak. %e provedeme napted 8,7,

pak S;7'... a na konec S, . Slofend transformace S, 'S, ...

8,7'8, 7! bli#f se uréité limitni transformaci 7', roste-li » do
nekoneéna. Transformace 71, inversn{ k 7', piifaduje dané funkei
@(z) funkei f(z) a je vyjidfena vzorcem

f(z) = g(z) +
b t [ b b b tUn Yn—1 u, .
+f[—fK(x, y,u)du—{-Z(—l)"ff...ffff...fK(x,zl.u,‘).
a [ n=2 a a as s ]

K(z, 29, Up—) . . . K(2p—1, ¥, %) du, du, . . . du, dz,dz, ... (5)
dz,,_l] f(y) dy.

Oznaéme symbolem y(z, y, s,t) vyraz, ktery se vyskytuje
v hranaté zavorce formule (3); pak se d4 ukdzati (zaménfme ve
vzorci (3) 8 s ¢, pak zaménime u kaZzdého jednoduchého integrilu
podle u,, us, . . ., u, integraéni meze a na konec napfSeme u,, u,,
.+ . U, misto resp. Uy, Uy—y, . . ., %,), Ze vyraz v hranaté zavorce (5)
rovna se y(%, ¥, ¢, 8). Misto (3) a (5) muzZeme tedy psati

*) Viz B. Hostinsky: Sur une équation fonctionnelle de la Théorie
des probabilités (Spisy vyddvané prirodovddeckou fakultou Masarykovy
university & 156 (1932), str. 14; podrobny vyklad je v knize Volterra-
Hostinsky: Opérations infinitésimales linéaires (Paris, 1938; Chap. X VII).
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b
9(2) = (@) + [ 9z, y. 2, 1) f(y)dy (3)

b
Hz) = ¢(2) + [ vz, 3.1, 9) ply) dy. (5)

(6') jest integrélni rovnice tvaru (1); je-li jadro F(z, y) rovnice (1)
tvaru y(z, ¥, i, 8), fedf se tedy rovnice (6') vzorcem (3’) a fesen{ je
jednoznadné. Pfi tom platf

b
vz, 9,8, t) + y(z, ¥y, ¢, 8) +f v(z, 2, 8,1y y,t 8)dz = 0. (6)
a

Funkee y je vyjadiena fadou

$
v(z, ¥y, 81t = fK(:c, y, v)du +

® bt Un Yn—1
+3 [ [T K K . Ko 00,
A=ga a as :]ul duy .. du, dzl dz‘ -z (7)
v(z, y,8,8) =0.

Dikazy rovnic (6) a (8) jsou uvedeny v citované knize.
3. Rovnice (6) je specidlni pifpad obecn&j&f rovnice

v(z, y, G,bt) = (8)
= p(2, ¥, 8 %) + v(z, ¥, u, 1) + f v(Z,2,8,u) . 9z, ¥, u, t) dz

a
i latné pro libovolné t¥i hodnoty s, u, ¢t.*) Kazda funkce y tvaru (7),
de K(z, y, u) je libovolnd spopté funkce, vyhovuje rovnici (8).
Vysledky Gvah odst. 2 a 3 shrneme vétou: J e-liy(z, ¥, & t) funkce
vyjéd¥ensd Fadou (7), kde K(z,y,u) je libovolné spojité
funkce, plati rovnice (6) a (8), a funkén{ transformace (3)
jest inversn{ k (§'). Jinymi slovy: fada (7) ddvé Fefeni funkéni
rovnice (8).
4. Upravime nynf pfedchozf vzorce uZfvajice nového ozna-
deni. Phvodn{ integra&nf interval (a, b) oznadime znakem R a jeho
84st («, B) znakem Y; plati a < & < f < b.

Budeme pséti, je-li f(y) spojitd funkee, f f(y) dy misto
R

*) Divéjf omezenf & < 4 < ¢ nenf nutné.
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f f(y) dy; f f(y) dy misto f f(y) dy. Poslednf integrdl je funkof
intervalu Y a poloZfme
[t dy = P(Y). (9)
Y

P(Y) jest additivni funkce (funkciondl) intervalu Y. To znameni:
jsou-li Y, a Y, dva intervaly bez spoleéného bodu (nebo s jedinym
spoleénym bodem), jest

P(Y1+Y|)=P(Yx)+P(Yl);

P(Y, + Y,) znadf zde integrdl funkce f(y) vztaZeny k intervalu
Y, + Y, sloZzenému z obou intervali Y, a Y.

Rozdélme interval Y na n dil¢ich intervald dY,, dY,, ..., dY,,

takie Y =dY, +dY;+ ...+ dY,. Roste-li n do nekonedna

- a konverguje-li soutasné délka ka?dého z téchto n intervali k nule,
je podle obvyklé (Riemannovy) definice

P(Y)= [ f(y)dy =lim > f(y).d¥s
Y ne® a1
y; znadi bod intervalu dY; Misto této rovnice miiZze se také psiti

P(Y) = lim Z P(dY,) nebo P(Y) f P(dY). (10)

= i=1

V dalsich vzorcich budeme uZivati tohoto oznadeni (zavedeného
v prici pana B. Pospifila, kterd bude citovdna): x je bod leZfci
v intervalu dX, y bod v dY, «; bod v dX;, 2z bod v dZ; atd.;
E(z, Y) = 1, lezi-li bod z v intervalu Y; E(z, ¥) = 0, je-li bod =
vné Y. Je-li f(y) spojit4 funkce a = bod v intervalu R, plati

[ E@ ax). ) = f(=)
a rovnice (1) d4 se n:.hmditi rovnici

,[ (Fy(z, 4Y) g(y) = f(=), (11)
pFi emi F(z, ¥) = f F(z, y) dy + E(=, Y). Polozme dale

¥

D(z, Y,s,t) = f y(z, ¥y, 8,t)dy + E(z, Y),
Yy

11



kde y znadf Fadu (7), a budiz
Az, Y, u) == f K(z. v, «) dy;
Y

K(z, y, u) je spojita funkce tif proménnych. A(x. Y. u) je funkce
dvou proménnych z, u a intervalu Y. Uzivajice nového oznadeni
nahradfme formuli (7) novym vzorcem:

¢
D(z, Y.s.t) = E(z.Y) 4 f Az, Y. u) du +

® tY%n Uy ‘
+”Zz 1[{ . _[;[;[ . .;[A(:v, AZy, uy) Az, AZy ) .. (12)

v Az, Youy) duy duy ..o dug,

Rovnice (5') prechazi v

f D(x, dY. 1. 8) ¢(y) = f(x) (13)
a rovnice (3') v "
g(z) = [ O(z. Y, 2.0 f(y). (14)
R

Eliminujme funkei ¢(z) z rovnic (13) a (14); vychazi

f[f D(x. dZ, t, 8) D(z. dY . s. t)] fly) = f(z).

R LR
Ponévadz funkce f(z) je libovolna spojita funkce. je tento vztah
moiny jeding v tom pifpad8. Ze

f D(x, dZ, 1, 8) D(z, Y, 5, t) = E(x. Y). (15)
R

Rovnice (15) odpovidé rovnici (6).

5. Abychom kone¢nd odvodili rovnici obdobnou rovnici (8),
integrujme (8) po obou stranich podle y (integraéni obor Y),
pripoétéme pak na obou stranich E(z, Y) a zavedme funkci &
podle definice z odst. 4. Vychdzi

D(z,Y,8,t) =D(x,Y,s,u) 4 Pz, Y, u,t) — Ez. Y) +
+ f (®(z, dZ, 3, u) — E(z, dZ)] [D(z, ¥, u. t) — E(z, Y)].
R

PongvadZ pak podle definice symbolu E(z, Y) (odst. 4) plati
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f E(z. Y) E(z, 4Z) = E(x. Y).

n

f D(x.dZ, s.u)E(z. Y) = D(x. Y. 8. u),
R
f¢@)§mnEuAm%:¢anmn.
R

redukuje se piededlda rovnice na

D(r. Y. s.1) = f O(x. dZ. 5. u) Pz Y. u. t). (16)
R

Nasledujici véta. obdobna vété uvedené na konci odst. 3, shrnuje
predeslé formule: Je-li @(x. Y. 4. t) funkce vyjddiend Fadou
(12). plati rovnice (15) a (16), a integralnf rovnice (13) —
kde ¢(x) znaéi nezniamou funkci — m4 fedenf dané vzor-
cem (14); funkéni transformace (14) jest inversni k trans-
formaci (13). PovaZujeme-li @ za neznamou funkei, ma funkéni
rovnice (16) feSeni dané vzorcem (12), kde A je libovolnad funkce
(additivni vzhledem k Y).

6. Véta vyslovend v prededlém odstavei lii se, za predpokladi
wéinénych v odst. 4, jen oznalenfm od véty vyslovené na konci
odst. 3. AvSak vzorcim. v nichZ se uiivd oznadenf zavedeného
v odst. 4, da se pFisouditi obecnéj$f vyznam, neZ je ten, ktery maji
vzorce odst. 2 a 3.

A. Kolmogorov*) uvidi rovnici (16). kterou nazveme zobec-
nénourovnici Chapmanovou, za pfedpoklada velmi obecnych.
Zobecnéni je v trojim sméru: pfedné na mifsto bodu urdenéhos
tsetkou z v daném intervalu nastupuje bod v prostoru R o libo-
volném poétu rozmérd; za druhé na misto diléfch intervala Y
nastupujf bodovd mnoZstvi v R a misto funkef intervali Y funkce
téchto bodovych mnozstvi; za tiet{ integraly vztaZzené k t&émto
mnozstvim jsou podle Kolmogorova definovany zptsobem, jeni
se v podstaté zaklada na definicich integralu, které podali Stieltjes
a Lebesgue.

R. 1936 uvefejnil B. Pospiil prici,**) ve které se zabyva
FeSenim zobecnéné Chapmanovy rovnice (16) a ukazuje, Ze za
urditych podminek, v prici podrobné vytenych, md ta rovnice
jediné Feseni vyjidiené fadou (12). Tato fada vyhovuje oviem
rovnici (15), nebot rovnici (15) obdriime kladouce 8 = ¢t v rovnici
(16); platf také vztahy (13) a (14). BudiZz A(z, Y, u) funkce vyho-

*) A. Kolmogoroff: Die analytischen Methoden der Wahrschein-
lichkeitsrechnung (Math. Annalen, Bd. 104, 1931, p. 415—458).

**) B. Pospi#il: Sur un probléme de M. M. S. Bernstein et A. Kolmo-
goroff (Casopis pro p&tovénf m. a f., r. 85, 1936, p. 64—176).
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vujiof pfedpokladim vytdenym v Pospfiilové prici, a &(z, ¥, s, 1)
funkoe parametri s, ¢, bodu 2 a bodového mnozstvi Y v prostoru R
definovand vzorcem (12), a f(z) funkce bodu z ohranidend a in-
tegrace schopnd. Pak integrédlnf rovnice (13), kde ¢(x) je ne-
znédmé funkce, mé feSenf dané vzorcem (14).

Podrobny dikaz této véty, kterd dopliuje Gvahy obsaZené
v Pospfilové préci, dal by se provésti na jejich zdklads.

*

Sur Ia solution de Péquation généralisée de Chapman.
(Résumé.)

L’équation géneralisée de Chapman (16) a été tonsidérée en
1931 par A. Kolmogoroff. B. Pospfil dans un travail de 1936 en
a donné une solution sous la forme (12). En étudiant le rapport de
cette formule avec les formules que 1’on obtient en intégrant des
transformations fonctionnelles linéaires (voir les travaux cités de
Hostinsky et de Volterra) on trouve que l’équation intégrale (13)
o &(z, Y, 8, t) est la somme de la série (12) (fonction d’un point z
dans un espace abstrait R, d’un ensemble de points Y dans E et
de deux paramétres s,t) et f(z) une fonction donnée, admet la
solution ¢(z) exprimée par la formule (14).
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