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Poznamky ku geometrii trojihelniku.

Dr. Jos. Toma$, professor v Kromérizi.

Uloha osmé predeslého rotnfku ,Piflohy“ z4d4 dikazu
o zvlastnich pfimkéch trojihelnfku. Dikaz hlavné analyticky
-a algebraicky poddn. Je vSak zajimavo studovati tlohu a doka-
zovati vieobecné véty methodami, jichZ skytd planimetrie, po
piipadé trigonometrie, aniz tieba zabofovati do geometrie analy-
tické. Ukdzi se takto jestd jiné vztahy, zvla§té k trojihelniku
orthickému, ¢emuZ at poslouzi tento piispévek.

1. Spustfme-li s paty vyiky trojabelniku kolmice na druhé
dv& strany, leZi paty t&chto &tyk kolmic v jedné pimce. Takové
pHimky dostaneme v obecném trojihelnfku tii.

B,, Cy, b,, ¢, budtez paty &ty kolmic: A’'B,, A‘C,, A‘b,,
A'c,! Ctyrdhelniky (tétivové) A‘D,C,B a CB,c, A’ jsou si po-
dobny ve smyslu soublasném a sttedové poloZeny. Proto B,¢, || b, C;.
Také ttyrahelniky A‘B, AC; a Hb, A'C, (t8tivové) jsou si podobny,
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ale ve smyslu protivném, jsou také v poloze stfedové; tudiz
B,C, || —bye,. Kdyby body B,, C,. 1, c,, tvofily &tyrihelnik,
musil by to byti rovnobéinik, t. j. musilo by B,c, 11 5,C,,
B,C, tf — b,¢,, coz vSak nenf soutasné a obecné mozno. Jediné
kdyby < e byl pravy, bylo by B¢, =b,C;, =0, B,C, =—b,¢,,
dva body by vzdy spadly v jeden. :

B,C, a byc, musi tedy lezeti v ptimce. K témuZ vysledku
vede také trojihelnik tupothly. Jiny dikaz poddn v Fefeni
tlohy osmé loiiské Piflohy.

Primku, na niz le#f body B,, C,, b;, ¢;, oznaéme pismenem
L,! Kromé této piimky md trojihelnfk obecny jesté pi{mky
L,, L. :

2. Piimky L,, L,, Ly se po dvou protinaji vidy ve stiedu
stran trojihelniku orthického A‘B‘C', jsou tedy rovnobéZny se
stranami tohoto trojihelnfku, omezuji trojibelnik do orthického
vepsany a jemu podobny, utinaji s daného trojihelniku tfi troj-
uhelniky, jeZ jsou danému trojihelniku podobny.

Dikaz: Ctyrahelnik A‘B,B'6, je pravothly, proto A'B’
== Bb,. Tyto dvé pfitky se navzdjem puli jakoito uhlopfitky
pravothelniku. Také 44, B‘a, je pravoihelnik, proto 4‘B'=— 4,a,,
obé piitky se puali. Pifmky L, a L, protinaji se s p¥itkou
A’B’ v jednom bodé e, jenZ jest stiedem této pritky. Je tedy
Ayc= B,c =1A'B’. Ponévadz je A 4,B,c rovnoramenny,
Jjest symmetrédla podstavy 4, B, symmetrélou thlu 4,c¢B, = <T acb.

Stejné dokdzeme, ze L,, L, se protinaji v bodé a uprostied
piicky B'CY, piimky L,. L, pak v bodé b uprostfed pritky 4'C".
Trojahelnik A‘B‘C’, jehoz vrcholy jsou paty vySek daného troj-
thelniku, sluje orthicky vzhledem k trojihelniku ABC.

Ptimky L,, L,, L, tvofi trojihelnik abc orthickému po-
dobny a do n&ho vepsany. Vrcholy A\ abc jsou stfedy stran
trojihelnfku orthického. Piisluiné strany obou trojihelnikd jsou
st¥idavé v protivném smyslu rovnob&Zny. Jsou tedy piimky L,
L,, L, rovnobé&zny s pfislu§nymi stranami trojihelniku orthického,
coZ patrno také ze stiedové podobnosti Etyrahelnikiv 4B, 4'C,,
AB'HC' a t. p. ‘

Kromé toho: symmetrdly hld /\ abc jsou symmetrdlami
pitek A4,B,, B,C,, C 4,.
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Uhly trojihelnfku orthického jsou 2R — 2u. 2R — 2,
2R — 2y, je-li A\ ABC ostroihly; pro tupoahly A ABC jsou
Ghly trojihelniku orthického (je-li na pf. <t y tupy): 2y — 2R,
2, 203. Pro tplnost budiz zde tvrzeni dokédzdno :

Ctyrthelnik BA'HC' je tétivovy ; sklddit se ze dvou troj-
thelnfké pravouhlfch nad spoletnou pfeponou BH. Proto
<t HA'C' = <t HBC' = R — a. Téz ttyrihelnik A’HB'C je
tétivovy, odtud <t BA'H = <t BCH—=R — «. Vyska A4’
trojihelnfku ABC je symmetrilou <t B'A’C’ trojihelniku
orthického. TyZ vztah je mezi ostatnimi vyskami A ABC a sym-
metrdlami trojdhelnfku orthického.

Je tedy <« B‘A'C' =2 (R— «) = 2R — 2a, podobng o ostat-
nich thlech. Kdyby byl na p¥. <t y tupy, tu snadno dokéZeme,
Ze pifslu§ny dhel /\ orthického jest 2y — 2R a ostatni 2, 2.
<t C"A'B = ¢, ponévadz <X HA'C' = R — «, <<t BL'A" = y.
Stejné jest i <X BA'C=ea, < A'B'C=2§, atd. A A'BC
O A ABC ~y A\ A'B'C oo A AB(C’". Podobné mutatis
mutandis o /\ tupodhlém.

PonévadZ pfimky L,, L,, L, jsou rovnobéiny s piislu§nymi
stranami /\ orthického, bude i A 4,BC, coO A 4BC
AV N\ 43B,C ~» /A 4B, C,. Prisek H vyiek daného trojahel-
nfku je prisekem symmetrdl Ghld /\ orthického a tedy stiedem
kruhu trojihelniku orthickému vepsaného, je-li dany A\ ostro-
thly. Pro /\ tupodhly obdrzime symmetrdly dvou Ghld vngjsich
a tfetfho vnitfniho, prisek vySek H jest pak stfedem kruhu
vnéj¥tho (trojihelnfku orthickému p¥ipsaného).

Trojihelnfk ostroihly i trojihelnik tupoGhly maji vidy
/\ orthicky ; nebot (2R — 2e) + (2R — 28) + (2R — 2y) = 2R,
po pk. je-li tdhel y tupy, (2y — 2R) 4+ 2e 4 28 = 2R, kazdy
z téchto Ghli je vét¥f neZ nulla a mensi nez 27. Jediné troj-
uhelnik pravodhly nemd /\ orthického; nebof kdyby na pi. byl
< y = R, musil by dle pfedeslého piisluSny thel A\ orthického,
t.j. << A'C'B'=2R —2y =2y — 2R =0.

3. Piimky L,, L,, L, se protinaji v jednom bod& jen
v trojahelniku pravodhlém. -

Jakoz diive dokdzdno, tvoif ptimky L,, L,, L, trojuhelnik
abe, do orthického vepsany tak, Ze stfedy stran tohoto jsou
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vrcholy onoho A. Pokud md tedy né&jaky ,\ svij /\ orthicky,
potud se nebudou p¥imky L,, L,, L, protinati v jednom bodé,
nybrz omezovati trojihelnik. Jediné trojihelnik pravodhly nemé

Obr. 2.

trojahelniku orthického, ponévadz dvé strany tohoto spadaji

v jedno se stranou tfeti (vySkou ,\ pravodhlého). Spadaji tedy

také jen v A pravoihlém dvé z ptimek L,, L,, L; v jedinou,
7
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a tudiZz jen v /\ pravoihlém se tyto pfimky protinaji v jednom
bodé F, jenz jest ziroveii Lemoineovym bodem trojih. pravo-
uhlého. (Bod Lemoinedv jest bod. jehoz vzd4lenosti od stran
trojihelnfku jsou témto strapndm p¥{fmo Gmérny; jest to prisek
tak fefenych symmedian, t. j. piitek, které jsou inversnf
k téZnicim, &ili soumérny s té€Znicemi dle piisluS$né symmetrily
ihlu.)

@/
4/ m

| C B

L=l

1

Obr. 3.

F piilt vysku trojihelniku CC",

m, :my :my = B,C": B,C: C'C
m, : my:my = BC: AC : AB.

4. Useky pFimek L,, L,, L,, zpisobené piislusnymi stra-
nami trojihelnfku, jsou si rovny. a) Kazdy isek rovnd se
poloving obvodu trojihelniku orthického, je-li dany ,\ ostro-
ihly. ‘ .

Dokazano, Ze na pi. Ayc = ¢B, = ba = J A'B’; stejné
jest aCy = aC’ =ch =3B'C, ac= 3 C'4".

A,C, = Ay + ca + aC, = 1(AB' + B'C' -+ ¢'4)

=ab 4 bc <+ ca.

Je tedy B,C, = C,4, = A,B, = } U = u, jeli U obvod
trojihelnfku orthického, u obvod A abc, tvofeného pHmkami
LU Lﬁ’ 'ES'
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b) Je-li trojahelnik dany tupoihly (<t y = R), jsou stejné
tseky piimek L,. L,, L; rovny polovici soultu dvou stran
trojihelniku orthického, zmenseného o stranu tfeti. Tato tieti
strana trojihelnfku orthického p#isluif tupému thlu A\ daného.

Dle obrazce drubého jest na pf. AD =bC'=1AC
= bC, = ca (patrno z pravouhelniku 4‘C, C'c,), ¢C;, = ¢b + bC,
=3 (B'C'+4 A'C") = ¢b + ca. ,

¢B, = bc = } BA = ab, (zfejmo z pravoihelniku
A'B,B'b,) ¢Cy — ¢B, = B,C, =3 (B'C' + A'C" — B'A"y=¢b
+ ca — ab.

Méme tedy C,B, = C,4, = 4;B, = ;U =<u.

5. Sestero bodd B,, C,, C,, 4,, As, B,, jez jsou priseky
ptimek L,, L,, L, s pifslunymi stranami trojihelniku, lez{ na
krudnici, jejiz stted I’ je zdrovei a) stredem kruhu, vepsaného
do trojahelniku, jejz tvofi pfimky L,, L,, L,, je-li trojihelnik
dany ostrodhly, po pitip. b) sttedem kruhu wvnéjsiko, t. j. pfi-
psaného trojihelniku, tvofenému p¥imkami L,, L,, L,, je-li dany
trojibelnik tupothly.

Dikaz : Trojthelniky A;4,a, B,B,b, C,C,c jsou rovno-
ramenné; nebot na pf. v A\ A;4,a jsou thly pi 4;, 4, rovny
< o, jelikoz Ly || A'B', L, || A'C' a <t ('A'B= <t B'A'('= <. «,
jak dokdzino sub 2. Jsou tedy symmetrdly tselek 4;4,. B, B,,
C,C, zéroveii symmetrilami Ghliv a, b, ¢ trojihelniku, jejz
omezuji pHmky L,, L, L,. Aviak, jak dokdzdno sub 2.
také symmetrdly tsetek B,C,, C),4,, A4, B, jsou ziroveii sym-
metrdlami Ghliv a, b, ¢. Symmetrdly viech stran Sestidhel-
niku 4,4,B,B,C,C, protinaji se tedy v jednom bod® F, jenz
je priisekem symmetrdl Ghld trojahelnfku abe, tvofeného pifm-
kami L,, L,, L;, a tedy zroveii stfedem kruhu, trojihelniku
abc vepsaného.

Sestithelnik 4;4,B,B,C,C, je tétivovy. Podobn& se do-
kdze tvrzeni b). — 4,4, a B,C, maji spoleinou symmetrslu,
jsou tedy rovmobdzny; stejnd jest B, B;|| A,C,, C,C, || B, 4,.

6. Vedeme-li ku pfimkém L,, L,, L; rovnobézky tak, Ze
isetky rovnobszek mezi p¥islusnjmi stranami trojihelniku jsou
si rovny, obdriime obecng¢ 6 bodl, jez lezf na EkruZnici
(obr. 4.). :

7*
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Je-li 16| 4,C,, 281| 4,B,, 45|| B,C, a 16 =23 = 45,
pak jsou malé trojihelniky p¥i vrcholech A, B, C' podobny troj-
thelnfku ABC (srv. odst. 2). Podobnost jest inversni. Jednak
proto, jednak pro rovnost 16 — 23 — 45 jsou Ctyfidhelniky
1456, 1236, 2345 rovnoramenné lichob&Zniky a tudiZz tétivové.
Lezi tedy na pt. body 1, 4, 5, 6 na kruZnici; ale i Etyrihelnik

Obr. 4.

1256 je tétivovy, mebot 25| Cd, tudiz < 652 =a, < 652

+ <X 216 = 2R. KruZnice, jdoucf body 1, 2, 5, 6, obsahuje
——

body 1, 5, 6, které lez{ na kruZnici 1456. PonévadZ tiemi

body, které neleZf v pffmce, jest urfena jen jedna kruznice,

lezf viech pét bodd: 1, 2, 4, b, 6 na jedné kruznici. Ze i bod

3 na této kruZznici leZi, dokdZe se podobnou dvahou.
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7. KruZnice zminéné jsou totozny s kruznicemi Zucke-
rovyma,

[Je-li totiz trojihelnik ABC podoben jinému (4,B,C,) dle
sttedu podobnosti L, kde L jest bod Lemoinedv, t. j. prisek
symmedian A\ ABC, protinaji se strany obou trojihelniki (pro-
dlouzeny) v 6 bodech, které lez{ na kruZnici — Tuckerové. Je-li
pak M stfed kruZnice, trojihelniku ABC opsané, lezi sttedy
viech kruZnic Tuckerovych na pffmece, body M a L prochdze-
jicf — pfimce Tuckerové.]

Trojahelniky 1B6, 23C, 445 jsou danému ,\ inversné
podobny; kdybychom kaZdy z téchto trojahelnikiv ototili o 180°
kolem symmetrdly pifsluiného Ghlu A ABC, byla by podobnost
piimd: tdsetka 45 by byla || BC, 61| C4, 23|| 4B, t&nice
A ABC by se kryly s téznicemi stran 45, 61, 23 onéch troj-
dhelnfkd.

Kdybychom pak trojihelniky A45, B16, C23 uvedli zase
do polohy piivodni, budou prodlouzené t&Znice stran 54, 16, 32
symmedianami A ABC, bod Lemoineiv L bude spolednym
jich prisekem. Symmediany prochdzeji vrcholy A4, B,, C,
trojahelnfku, jenZ jest podoben A ABC dle L jako stfedu po-
dobnosti; jsou totiz (srv. odst. 6.) étyrdhelniky 4544, BLB,6,
C3C,2 rovnob&zniky. Body 1, 2, 3, 4, 5, 6 jsou tudiZ priseky
stran dvou trojihelnikd podobnych dle spole¢ného bodu Lemoi-
neova L jako stfedu podobnosti. Jsou tedy vytlené body, o nichZ
dokdzéno, Ze leZi na kruZnici, body kruZnice Tuckerovy.

Body o', 8", ¢’ jsou priisetiky thlopfiek rovnob&znikiv
45 A4, B1B,6, C3 C,2; ponévadz pak 4,B, || 4B, B,C, || BC,
C,4, || C4, budou také usetky a'd’, b'c¢/, c'a’ rovnob&iny s pii-
slu§nymi stranami A ABC a A 4,B,C,. Aa't’c’ > A ABC
oo A 4,B,C, dle stiedu podobnosti L jakoZto spoletného bodu
Lemoineova. Body a', ¥', ¢/ jakoZto stfedy rovnych tétiv kruznice
(T) maji od stfedu T této kruznice stejné vzdalenosti; odtud:
kruZnice trojuhelniku «'d’¢’ opsand je soustiednd s kruznicf
Tuckerovou (7T) a dotykd se tisetek 45, 61, 23 &ili jest vepsdna
do trojahelniku, jejz bychom obdrzeli, kdybychom tyto tsetky
prodlouzili.*)

*) Kruznice 2'b’c’ neni na obr. 4. nakreslena, aby obrazec nebyl pFeplnén.



102

Tento trojihelnfk a,d,c, jest podoben
Aabc O A\ A'BC!
(stv. obr. 1.) Pondvadz symmediany AL, BL, CL pili viecky
tsetky A ABC, rovnob&zné ku piimkdm L,, po piip. L,, L,
budou prochézeti také vrcholy ,\ abe (srv. obr. 1.) i trojihelnfku
agboC,- Abychom to dokdzali, spustme ze stiedu F kruhu, troj-
thelniku abe (obr. 1.) vepsaného, kolmici F% na stranu be! Jak
—121 —ac, jeli uw obvod Aabe; aviak C,b
= A;b = ac (srv. odst. 2. a 4.), tedy

zndmo, jest bk —

Cik = ac+ (%—%):%:%OIBI.

Ponévadz piitka AL pidli viecky tsetky v /\ ABC, rovnob&ziné
k L,, ptli také tsetku C,B,, je tedy bod % dotyénym bodem
kruhu, trojihelniku abc vepsaného, a zdroveil prisekem piitky
AL se stranou be. Bod o, stfed tusetky 45, je dotyénym bodem
kruZnice o stfedu 7', vepsané trojihelniku ayb,c, OO abe. Pro
homothetickou polohu obou trojihelnikii jest a’k paprskem po-
dobnosti; ponévadz pak body a', a, & jsou sttedy pii¢ek rovno-
béznych (C'a = aB', srv. odst. 2)) v A\ ABC, lezf na piimce,
" jez se sjednocuje s piitkou A L. Na paprsku a'k = AL lezi stted
podobnosti A ahc a /\ a,h,c,, a protoze paprsek AL obsahuje
také bod a, sjednocuje se i-s paprskem, jenz spojuje stejnolehlé
body a, a, obou trojahelnikii: piitka AL jde tedy bodem «,.

Symmediany /\ ABC prochdzeji také vrcholy trojihelnikiv
abe, agbyc, & pfipad, uvedeny v odst. 1.—5., jest jen zvliStnim
pifpadem obecného titvaru. Také kruznice 4,4,B,B,C,C, jest
jen zvlastnim p¥ipadem kruZnic Tuckerovych ; nebof spojime-li body
4,8 C,, 4,8 B,, B;s C, a spojnice prodlouzime aZ ku prise-
kiim, obdrzime trojihelnik podobny A ABC dle bodu Lemoineova
jako stfedu podobnosti, coZ patrno z tvah odst. 6. a 7.

Bod L je stfedem .podobnosti, spoletnym také viem troj-
thelnikim aybyc,, abc & t. d.; nenf viak jich spoletnym bodem
Lemoineovym, nybrz spoleénym jich bodem Gergonneovym. Bod
Gergonneiiv sluje prisek piitek trojahelniku, spojujicich vreholy
s dotyénymi body kruhu vepsaného. Body a'. ¥, ¢’, v nichZ sym-
mediany trojihelniku 4BC protinaji strany /\ azbocy, jsou dotyéné
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body kruznice do A ayb,c, vepsané o stfedu T, soustfedné
—

s kruZnici Tuckerovou 123456. Jest tedy L bodem Gergon-
neovym /\ @,b,c,, ale i bodem Gergonneovym A\ abc, jakoZ pa-
trno ze sttedové podobnosti obou trojihelniki vzhledem k bodu L,
a také pifmo dokézino.

Pongvadz A a'd'¢’ OO A ABC ™ A 4,B,C, dle spolet-
ného stfedu L, lezf piisludné body té&chto trojihelnfkd vzdy na
jednom paprsku, prochazejicim bodem L. Proto lez{ T, M, M’
jako stfedy kruZnic trojahelnikim tém opsanych s bodem Z na
téze pfimce. Piimka tato sluje p¥imka Tuckerova. KruZnici
opsanou danému trojihelnfku ABC mozno poklidati za krajni
pifpad kruznic Tuckerovych, jenz nastane, kdyz piftky 45, 61,
23 zmizeji ve vrcholech A\ ABC.

Z podobnosti trojihelnikit plyne:

LM:LT: LM = LA: Lo’ : LA,
(LM — LT): (LT — LM') = (LA — La') : (Lo’ — LA4,)
MT: TM' = Aa’: d’ 4,.

Ponévadz v8ak Ada’ — a’d,, jest i MT = TM'.

Stted kruhu Tuckerova (7') ptli tedy vzdalenost stfedu M
kruznice /\ ABC opsané a sttedu M’ kruZnice opsané frojihel-
nfku, jehoz priseky se stranami ,\ ABC urtuji kruznici Tucke-
rovu, a jenZz jest trojihelnifku danému podoben dle spoleé-
ného bodu Lemoineova jako stfedu podobnosti.

Piimka Tuckerova jest geometrickym mistem stiedd vSech
kruznic Tuckerovych, prochdzi sttedem M kruhu trojihelniku
ABC opsaného a jeho bodem Lemoineovym. Tento bod (L) jest
zéroveli bodem Gergonneovym trojdahelniku abe, tvofeného piim-
kami L,, L,, L, a vSech obdobnych a tomuto podobnych troj-
thelnikiv aybyc,. Také stied F kruhu do ,\ abe vepsaného
jakozto stfed kruZznice Tuckerovy, prochizejici body 4;, 4,, B,,
B,, C,, C, lezf na p¥imce Tuckerové. Bod L, jenz pili vzdi-
lenost bodu Lemoineova a stfedu kruznice /\ ABC opsané, je
sttedem kruZnice Lemoineovy, prochdzejici priseky piimek,
bodem Lemoineovym rovnob&iné k stranim A\ ABC vedenych,
a stran tohoto trojubelniku. KruZnice Lemoineova je totiz vedle
kruznice, A\ ABC opsané, druhy krajni pifpad kruznic Tucke-
rovych, kdy trojihelnik A, B,C, je nullovy, tvofe jediny bod L.
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8. Délku tsetek B,C, = 4;B; = A4,C, urtime takto
(srv. obr. 1):
B,C, : AC, = sina : sinf, AC, = v, sinf, piSeme-li 44’ = v, ;

1 .
B,C, =, sine, av, = 24, B,C, = 27( sin a. AvSak

je-li r polomér kruznice A\ ABC opsané.

Y 4 4 4*
B,C, = A3;B; = A,C, = = e

Pokud trojahelniky vyhovuji podmince —f— = const., jsou
tsetky pifmek L,, L,, L, ve v3ech trojihelnicich rovny.

Hleddme polomér p kruZnice, prochdzejici body B,, C,,
021 Aa) As’v Ba' N

P=¢+ G B
je-li ¢ polomér kruhu, vepsaného do trojihelniku abe.
< 3 abe = R—B, < §bca = R—y,
e (tgf + tgy) =be =13 C"B.

0 sine ___]_._W g—if’_ﬁr cos B cosy
cos 8 cos y 2 ? 2 ’ sina
. ’
Cl ) — B 02
siny’
: . ¢ Sin o cos e .
B'C,=csinacose, OB =""———-=rsin2a.
sin y
c
o= cos & cos 3 cos y = r cos c cos B cos 7.

T 2siny
Je-li y = R, jest p = 0; jsou-li viecky uhly ostré, jest
¢ =0, je-li viak jeden tupy, jest ¢ << 0.V tomto pipadd jest
e polomdr kruhu vnéjsiho, trojihelniku abe pfipsaného (srv. obr. 2.)
4 - 27 sin a sin § sin
'Bl Cl —_— -r—= * ﬂ 4 y

r

2 B,C, = sin a sin B sin 7.
p = r\ (sin®asin®Bsin% - cos®acos®p cos?)
= V 1-4-tg% tg% tg%.
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Pro trojihelnik pravodhly (» = R) jest

. r . c .
p=rsinecose=—75 sm2a-_—Tsm2a.

Obvod trojihelniku abe budiz u = i (C'B' 4+ B A’ 4'C");

(sm 2¢ 4 sin 23 4 sin2y) =27 sin « sin B sin y

ﬁ|m w}

= B,C, = C,4, = A, B,.

V trojihelnfku tupotihlém jest sin 2y zdporné (je-li y = R);
stranu, lezici proti Ghlu ¢ (srv. obr. 2.) jest poklddati za zdpornu,
a vyraz u tieba poloZiti = cb 4 ca — | ab | . . . (stv. odst. 4. b).

Kterd jest plocha P’ trojihelnfku orthického A’B'C’?

Je-li ¢’ = 2o polomér kruhu trojihelniku orthickému vepsa-
ného, «' = 2u pak jeho obvod, bude

P =3 =20u.
Dosadime-li vypoltené hodnoty, obdrzime

2

P = % sin 2a sin 28 sinvy,
nebo podrzime-li o, P' = 4% tg o tg 3 tg 7, nebo
!
P’=2Acosacosﬁcos;':07d.
‘ 4: P =r:o.
Plocha Aabc jest P =3P = o%tg a tg f tg 7,

P
tyatyﬁtyr——

p—@\/ ( ) \/P”+e

Jest tedy polomér kruhu ASARB,B3 C,C, urlen jen dvéma
velitinami: plochou A abec, jejz omezuji p¥imky L,, L,, L;, a
polomérem kruhu, tomuto trojihelnfku vepsaného.

9. Rovnice pfimky Tuckerovy.

Pifmka Tuckerova jest uréena stfedem M kruznice, /\ ABC
opsané, a bodem Lemoineovym L.
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Budtez &, = 0, &, = 0, V, =— 0 normélni rovnice stran
trojihelniku ABC: Ny =wxcosor + ysinor —qr, k=1,2, 3.
Potétek soutadnic af lezi uvnitf trojihelniku! Vzdalenosti bodu
M (x,, y,) od stran trojahelniku jsou

dy = — N, (x,, y) =7 cos e dy =— NV, (2, %,) = r cos §;
’ dy = — N, (2, y,) = 7 cos .
Bod Lemoinetv L (x,, y,) md od stran trojihelniku vzda-
lenosti p¥imo mérné strandm :
e, =— N, (g, ¥;) —=€a — v sin a;
e =— Ny (X, ) = v sin ;6 =— N3 (Zp, ¥)) = v siny
Zvolime-li kdekoli na pfimce, body M a L prochizejici,

bod P = (§ u), budou jeho vzdélenosti od stran trojihelniku
p, =— N, (&, 1) at.p. Z podobnosti obrazcl plyne:

Pr—d __Pe—dy __ Py —dy
e e - dy—e, —  odtud

pn—@A+1)d +2e =0 p,— A+ 1dy,+2e,=0,
ps — (A + 1) d; + Aeg =0.

Kdybychom psali

A2y
Al

Polozme — (4, +.2;) = 4,! Obdrzime tii lineérni., homo-
genni rovnice dle 4,, 2,, 45:

Lo+ 4 d V+lse1=O:
bMpy 42 dy+ 2,6, =0,
A pg + Ay d; + 4565 = 0.
3

Tyto rovnice mohou pro libovolné hodnoty l——";—) jez
c . . 1
uréuji polohu obecného bodu P = (p,, p,, p;) na piimece (M L),

byti soufasnd splnény jen tehdy, kdyZ determinant

z:i_s, pak by bylo — (4 4+ 1) = —

Py d; e N, d, e
Padyey | =0, &li [ Nadoey | =0,
Pa dy e N, dy e,
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To jest rovnice pifmky (ML). Dosadime-li pfislu¥né hodnoty,
obdrzfme po dovolenych zmé&ndch:
N, cose sine
N, cosf sinf | =0, &li
N, cosy siny
T=N, sin(B—7) + N, sin(p— ) + N, sin (e — f) . ...,
rovnici piimky Tuckerovy. Ze na této piimce lezi stied F
kruznice 4;4,B,B,C,C, (obr. 1.), dokiZeme takto:
A,4, = a — (B4, -+ 4,0); BA, = BC" cosp = a cos®f,
A;4, = a — a (cos? f 4 cos? y) = a (sin? f — cos® y)
= 2rsina (sin? 8 — cos? ).
sin B — cos? y = 3 {(1 — cos2B) — (1 4 cos 27)}
— 3 (cos 28 4 cos 2y)

— cos (B +7) cos (B—y)=cosacos(f —7);
Ay A, = 27 sin @ cos @ cos (8 — 7).

Trojihelnik A,4,F jest rovmoramenny, 4,F = p. Dle odst. 8.
obdrzime vzdélenost f, bodu F' od strany BC":
2 =p?— (& 4,4,)* = r* {sin®a sin® B sin® 7 -+ cos®x cos? B cos®y
— sin® e cos® a cos® (B — p)).
Rozvedeme-li cos (8 — 7), obdrzime snadnou transformaci:
fi = r? (sin® & sin B sin y — cos® « cos B cos y)%, protez
fi = () 7 (sin? o sin B sin y — cos® a cos B cos 7).
Jiny zpisob odvozeni ddvd vysledek urtity, se znaménkem

vrchnim, Kyklickou z4ménou obdrzeli bychom vzdilenosti f,, f;.
Jsou-li (2, y’) pravoihlé soufadnice bodu F, bude
— N &Y=/

at. p. Dosadme tyto hodnoty do rovmice T'!
—r 3 (sin® @ sin @ sin y — cos® @ ¢0s § cos y) sin (B — 7) =
— r{sina sinf siny 3 [sina sin (8 — 7)]
— cosa cosf§ cosy 2 [cose sin (B — 7]};
Zsinasin(f—qy)=ZIsin(B+7)sin(B—7)

=1 3 (cos2y — cos2p) =0,
Scosesin(f—y)=— I cos(B+2)sin (B — 1)

=1 (sin2y — sin 28) = 0.
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Je tedy T («', y') = 0, bod F lez{ na pifmce (ML), piimce
Tuckerové.

Podobnym zplsobem, jako odvozena rovnice pimky 7,
odvodi se také rovnice ptimky Eulerovy, jeZ prochdzi stfedem M
kruhu opsaného, t&Zistém @, orthickym sttedem H (prisetikem
. vySek) trojihelniku a stfedem S kruZnice Feuerbachovy (&ili
kruZnice deviti, vlastné dvandcti bodiv).

Vzdalenosti bodu H od stran trojihelniku jsou

hy = ¢ cos 3 cotg y == 2r cos B cos 7,
hy =27 cos y cos &, by = 27 cos « cos .
I bude rovnice piimky (MH):

N, cos o p

N, cos B

&
1]

cos B | — 0.
IV, cos 7

cos 7y

Vidéti odtud, Ze body M a H jsou imversni (piitky (AM,
AH), (BM, BH), (CM, CH) jsou podvojné soumérné dle sym-
metrdl Ghliv e, g, y — sluji isogondlné sdruZené).

E= N, (cosﬂ _ c037>+N2<cosy __ cos a)

cos y cos 3 cos « cos y
Cos ¢ cos f8
— = 0 neb
+ N (cosﬂ cos :x)

E=N, sin2asin (f—17)+ N, sin 28 sin (y — )
+ N, sin 2y sin (e — ) = 0.
Ze pHmka prochdzi také t&zistém @, snadno dokdzeme,
 kdyZ dosadime

—1 S b — U
lNl|.-.__”,'vl_lsm15'sz_n7_sma,
—1 5 TR | —1 g g =
| N, | =4sinysine= sin g’ | N, | _lsmasmﬁ_sin},

Piimky Eulerova a Tuckerova protinaji se v bods M,
sttedu kruZnice, trojuhelnfku opsané. TymZ bodem prochdzi
jedtd jind vyznatnd pifmka trojihelnfku, o nfZ se zmiiuje
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p. vlddni rada V. Jetdbek v 2. &fsle ,Prilohy“, rot. 1908—9
(Casop. ¢&. m., rot. 38.), ve &lanku ,Piispévek k novéjif geometrii
trojibelnfku* -na str. 215, O této pifmce v odst.

10. Sestrojime-li k bodu Gergonneovu (srv. odst. 7.) bod
isotomicky inversni, sluje tento bod Nageldv. Je to priisek
piitek, vedenych z vreholi trojihelniku ku pifsluinym dotyénym
bodéim kruZnic vn&jSich. Ob&ma bodim piislufeji dva body iso-
gondlné inversni (piisluSné piitky jsou isogondlné soumérné).
Tyto inversni body G’ a N’ lezi se sttedem M kruhu opsaného
a se stfedem m kruhu trojuhelniku vepsaného na jedné p¥imce.

Rovnice této pfimky (Mm) jest, ponévadZ m méd od stran
rovné vzdélenosti :

N, cosa 1
N, cosp 1|=0, tili
N, cosy 1
J= N, (cos 8 —cosy) + N, (cos y — cos &) + N, (cos @« —cos f3)

= 0.

Vzdalenosti bodu Gergonneova od stran AB, AC troj-
thelnfku maji se k sob& jako vzddlenosti bodu J, od t&chto
stran; AJ, je ptitka, jdoucf vrcholem A. Ponévadz BJ, — s —b
B

=o¢ colg 5 e (¢ = polomér kruhu vepsaného), J,C = s — ¢

=g cotg %, budou vzddlenosti bodu J, od stran AB, AC:

g coty -—g—sin B = 20 cos? %, 20 cos? Z , takze
J; 9 = cos*® —g~ : cos? —72’—, podobné g, : g, = cos? —g— : cos’—g-,
protez
g = L 11
N9 =" ost B ° Cost p
R 2 2

kde ¢, g,, g, jsou vzdédlenosti bodu Gergonneova G od stran
trojubelniku. Pro inversni bod G’ budeme tedy miti iméru

P v v — et @ 0 B oV
91:9:.:9,=cos 2 : Co8 D) . cos )
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nebo

91:95:93 =0 cosa): (1 F cosB): (1 -} cosy).

O bodu Nagelové N a jeho bodu inversnim plati podobné
tméry :

Nyt Ny L Mg =

1 o1 1
sin® o " sin® B sin® y
2 2 2
nwyinyin'y =1 —cosa): (L — cos B) : (1L — cos y).
Dosadme do rovnice J za N,, N,, N; pro body G' a N,
velitiny Gmérné!
J(@GF)...2A 4 cosa) (cosfp — cosy)
= 3 (cos § — c0sy) + Z cosc (cos 3 — cosy) =0,

J (G =0.
JN") ... Z(cosB — cosy) — = cos & (cos § — cosy) =0,
J (N')=0.

Lezi tedy body G' a N' na p¥imce J (M, m). O téchto
bodech G' a N’ dokazuje p. vlddni rada Jefdbek ve ¢Eldnku
shora uvedeuém (na str. 210. a 211.), Z¢ G’ je vnitfnim bodem
podobnosti kruhiév (M, m), kdezto N’ jich bodem podobnosti
vnéjsim ; proto obsahuje piimka (Mm) oba body G’ a N'.

Viechny tfi vyznalné piimky trojihelnfku: Tuckerova,
Eulerova i pfimka J. protfnaji se v jednom bods, ve stiedu
kruZnice, trojihelniku opsané.

Dodatek : Podobnym zpisobem jako rovnice pfimek 7, E, J
1ze odvoditi také rovnice pifmek L,, L,, L, (srv. obr. 1.).

Bod B, md od stran BC, C4, AB vzddlenosti

b cos? y sin y = 2r sin'B sin y cos %y, 0, b sin® y sin o
== 2r sin & sin (3 sin® y, tedy Gmérné vyrazim cos®y, 0, sin « sin y.

‘Podobné bod C,: ¢ cos® B8 sin 8 =2r sin § cos® § sin 7,
¢ sin? B sin g = 2r sin o sin® B sin y, 0, tudiz Gmérné cos?® §,
sin « sin fB, 0. Je tedy rovnice piimky L,

N, cos®f . cos?y
N, sinasinf 0 =0, &ili
N, 0 sinosiny

L,=N, sina sin 3 sin y — N, cos® 8 sin y — N, sin # cos>y =0.
Kyklickou zdménou obdrZfme rovnice piimek L, a L,.
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