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(n — b + 2)., nikoli uz vSechny stupné (» — h -+ 1).5 pak z ho-
fejsich rovnic zbude pouze % nezdvislych, existuje oo"—! samo-
druznych bodd, jez vypliuji t. zv. zdkladni prostor bodovy
(h —1). rozméru Si—:; %, jak patrno, musi byti = 1. Obdobné&
z transformaénich rovnic pro rovinu plyne existence zékladnich
prostord rovinovych; zdkl. prostor bodovy a rovinovy, piisluiné
k témuz kofenu, sluji konjugované. (Dokontent.)

0 jistém integralu omezeném.
Dr. Ant. Pleskot, prof. v Plzni.

\Y XVIA roéniku Casopisu ,Monatshefte f. Mathematik w
Physik® (str. 141—160) zabyval se p. G. Huber vytislenim
integrdlu:

log st .
—f IS _gp, 6

a—bsinte

v némZ a i b realnd ¢fsla znalf; pii tom se vyslovil, Ze integrdl
tento nelze vydfstiti obvyklymi methodam1, nybrz jen pouZitim
volné integraéni cesty.

UkdZeme, Ze moZno bez pomoci volné integrace obvyklymi
methodami pfedloZeny integradl vytisliti a k zdvérku pak jinym
zpisobem spotivajicim na volné integraci predloZeny integral
vytislime.

V integralu hoiej§im, ktery lze patrn& téZ psdti ve tvaru:

T

J_il log sinq
_20 a—bsing

b
zavedme substituci :
t = cot @;
tim proméni se v mtegrél
1 plgg + 72 "log (1 4 t°) dt

J='»""2"w a@F1)—b 2/ a@FH—0
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Je-li a =0, pak oviem integrdl nemé vyznamu, nabyvaje tvaru

J=—g flog(l-l—t“) at,

Predpoklddejme tedy « riizné od nully a zavedme kratéi ozna-
tenf ¢ pro konstantu :

Tim nabyvé tvaru:
J— 1 log 14 t?)de
- 1+ —ea”

Pro « =1 mozno integrél piimo vydfsliti; oznatime-li jeho
hodnotu J;, pak

s=l log (Lt dt_ 1 [ log(L+1)
— t

2a 2 ~ 2a j
1 [ 2dt
+ 2a 1+ ¢’
jeito lim W pro ¢=0, i pro t=—=o0 jest rovna nulle, a
fodt _ w
1 148 2a’
jest:
24
Ji=—35. _ ©)

Je-li ¢ << 1, pak

log(1 4 ¢%) < log (1 4+ ¢%)

I+ —«a Iz
a proto kon“zerguje pfedloZeny integrédl i pro ka?dé « < 1. Pro
@ > 1 stivd se jmenovatel v mezich integratnich dvakrdte
linedrné nullou a proto v tomto piipadé nemd vyznamu.

Tim tedy stanovena podminka, kdy integral existuje; nutnd

a dostatujici podminka jest, aby

a =

Pristupme k jeho vylfsleni za podminky e < 1.
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PonévadZ funkce pod integrainim znamenim jest sudou,
mozno d4ti integrélu tvar:

. log(1+t)
J—za" T+ e—a ®

Derivovdnim dle «, coZ patrné v danych mezich pro &« =< 1 jest
dovoleno, obdrzime:

3 1 [log(l + t%)dt
L) A FP—ar @

Cdstetnou integraci integralu (3) vsak obdrzime:
1 /tlog(l-l—t’) log (1 4 ¢%)
J=4 ft dt.

a | TF2 —a @ 1F e —a
Pondvadz
. tlog (14 t%)
AT FE—a =0
jest

log (1 + t")
f T e—a

Stanovime-li differencidlni pomér za mtegraénim znamenim,
obdrzime :

_ 1 % dt gt t?log (1 4 t”)
=—5/ areasre—at ) driaa O
Integrél prvy na strand pravé mozno vydisliti rozkladem :
i =1 e 1 L
A+ A F2—a) «d+F 9 ¢ 1+ —o

& proto

1 2 dt — f
20/ 14+tHA 42 —e)” 200 l—i-tSI
l—a [ dt ] l—e
+ 2aufl +tt—a" 20 + 2ae *

-1— /arct & —
Vi=e ,{ g\/l:-_a — 2ae
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Integrdl druhy v rovnici (5) moZno psdti ve tvaru:

1 [ ttlog (1 4 %) de
%) A+ — P

1 jfa 48— @) — (1 — &)} log (1 + t9) dt
~ 2a 1+ t*— a)®

_ 1 [log(l4t)dt  1—a rlog (1 + ¢ at
2a 14—« 2a J (14 t*— a)¥
Prihlizime-li k rovnici (4) moZno proto psdti:

rtlog (1 4 82 dt o

(1+t2—~“)2 =2J—2(1—(l)-a7.

Vzhledem k této rovnici a rovnici (6) prechdzi rovnice ®)
v differencidlnf rovnici:

J =

e ‘ ?J
Vi—e) 4+ 2J — 2(1— @) 5~
&ili v rovniei:

o J oz 1-\i—=«a
e 2(01—a) 41 1—a

‘Integrdl této linedrni rovnice differencidlni jest:
Vll (c— =— log (1 +\/1—a))
Zbyvé urtiti konstantu ¢. PoloZme a« = 0, pak

=0. )

J=c¢ —11092.

Polozime-li viak v rovnici (1) « =0, t. j. b = 0, pak integrél
piechdzi ve znémy jednoduchy integrsl

b4
7 :
1 . n
J_Tflogsznwdw_ - %—1092.
z tehoZ plyne: '

c=0,
4 proto

¢.I= - E;T/%_T—alog 14 Vi—ae).
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Stanovime-li limitu J pro lim @ = 1, pak obdrzime:
T=— 2 iy S0 OV —a)
20 ¢ —1 Vi—« %2’

¢imZ dospivime k téZe hodnoté, kterouZ jsme obdrzeli v rov-

nici (2), kdyz v integrdlu pfedloieném polozili jsme a = 1.
Platf tedy obecné:

do sin @ _' - \/ b
fa —bsin?g loy(l-i— 1 __a_)
° 2a\/1———

. b
a sice pro —- =1

bbi:‘

Stanovme jest& integrdl dany
J—= = log (1 +t%at
- 14—«

uZitim volné integratni cesty a sice pro piipad; Ze e« << 1.
Vypotet vypadne jednodussf, vezmeme-li v tvahu integrdl

rlog (¢ + 4)
]‘“T/1+ﬁ &,

ktery s dan)'fm souvisf vztahem:

ma+nﬂ 1 Plog (1 4+ t2)

J 1412 —a 1+t“—adt
¢ 1 dt
+Efarctg7———~—1+t2_a, 0y
t. j.: ’
1 dt
J_—J+ farcty TifFe—a

Integrél f arc tg — t I +(:: lze snadno vy¥fsliti.

Aretg ~—t1— v mezich integratnich roste neptetrzité od O

do #z. Vezmeme-li dva elementy integrdlu tohoto a sice pro hod-
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notu ¢t a — ¢, pak

arc tg <+ arctg (— %) =n,

a jezto funkce ————— ]est funkei sudou, oberime slouéenim

1+t"

téchto dvou elementd :

1 dt 1 dt
arc tg — i Ff—a + arc tg (— —t-)—l o

b4
Sire—a %
a proto:
dt in [ dt
4a ./“”"tg Tite—e da) It —a
=3 / 1 arct __t ———————mq
TIo [Vi—e N T=e  SaVi—e

Obr. 1.

Rovnice (I)‘tedy nabude tvaru:

it 1 loy t+19)
J_Evm"- T g b 1)

Integrdl f llo_‘(:_(tt;l_ ) mozno snadno urditi, volime-li za obor

integratni pilkruh K nad osou X se stiedem v potdtku o pri-
‘méru mn (obr. 1.), jehoZ polomér roste k nekoneénu.
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V pilkruhu tom log (¢ 4 ¢) nevymizi a proto funkce

log (i + ¢)
14—«

mé v oboru daném jen jeden singuldrni bod s, pro n&jz
t=i\1—«,

a v némZ stdvd se linedrnd nekoneénou.

Kol bodu s opi§me kruznici C a od jejiho nejvysiiho bodu %
vedme fez rovnobé&zny s osou Y, aZ protne polokruh K v bods 1.
Oznatime-li %, a I, prot&jsi body k bodim % a [, pak integril
vzaty dle kiivky mnlkCFE,l,m jest roven nulle.

~ Argument ¢ funkce log (i + &) = log\/1 + ¢% + ip m4
v bodé m hodnotu O, roste-li polomér kruZnice X do nekonetna,

nabyv4 hodnoty = v bodé n, v bodé ! pak hodnoty —722—, kterouzto

hodnotu podrzf na ¥ezu Ik. Funkce log(i + ¢) blizi se tedy
k hodnoté

log(l4+Vi=a) +i—,

jestli bod % limituje k bodu s; na dréze zbylé mé&ni se oviem
¢ opét tak, Ze v bodu m nabyvd opét hodnoty nully.

Roste-li polomér kruZnice K do nekonefna, pak integrél

dt log (i -+ ?)
142 —a’

vzaty podél kruhového oblouku % jak snadno se nahlédne, bliz
se k nulle a tudiz

_“iog(t+¢)dt+ *log (G + ¢) ¢
T+e—« J I+ —a

=0,

jezto integrily vzaté podél lk a kl, navzé,,)em se rusf.

Integrdl kol kruznice C vzat jest ve sméru kladnem bliii~h
se polomér kruznice C k nulle, pak

28
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log (v + t) dt
Cl-{—-t“-—-a

= (log (1+Vi—«a) 4+ 1—;—) 271 lim H_i\{l;:

T ot—iV1—

= 2 (fo0 (1 4+ VI=) + )

V__(log (1+Vi—a) + z———)

t. J.
rlog (¢ + i) dt _ i
T-}—ta—d - V—_log(1+\/1—a) \/l—a’
tedy :
‘ 1 [dtlog(i +t)
2a) 41—«
im?
=— = lo (1 1—a) = ————.
2a \/ 9 +V ) 4a\1 =«
Dosadfme-li hodnotu tuto do rovnice (II), obdrzime opét:
J=— v__log(l +Vi=a),
t. j.
L2
' log sin @ = ( \/ b
4 —bsin' g dep = log 14+\1— .
o , ;. 2aV l1——

Poznamka ku predchazejicimu clanku.

Od r.

Véty o residuech, jez na druhém mfsté v ¢ldnku pFedchd-
zejicfm bylo pouZito, 1ze pouZiti ku vypottu toho integrdlu jesté
jinym jednodus$8im zpisobem.
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