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0 novém neodvislém vyjadreni ¢isel Bernujskych
a o vlastnostech prislu§ného determinantu.

Napsal
dr. F. J. Studniéka.-

Dvojim zpiisobemn se vyjadfuji tak zvané, ¢isla Bernujskd*),
a sice meodvislym €ili independentnim a odvislym &ili rekur-
rentnim; obojf tento zplsob md své vady i pfednosti, eoZ vSak
jest lhostejnym, jelikoZ se o vyéfslenf- nové nejednsvd. Jen
* strdnka methodickd, jak se odvozuj{ a vyjadfuji, poskytuje tedy
pozoruhodné okolnosti nékteré, tak Ze kazdy novy obrat, jaky
se tu vytkne, mfiZe byti vitanym tomu, kdo k této strince pti-
hlfZeti jest zvyklym. I nebude tedy na Skodu, ukédZeme-li zde
novy zplsob, jakym lze independentné ¢fsla jmenovand vyjadriti,
a vytkneme-li zdrovei vlastnosti pfislu$ného determinantu.

Znaéf-li By, jak obyCejns, k-té &fslo Bernujské, plati**)
x x z? xt x8 .
g—i=1—5+tBgi—Bpg+Bg—s5 @D
a poloZime-li pak>

@

z CehoZ pi'imo plyne

r=e'u—u, . ’ (3)
obdrZfme, n-krite tu po sobé derivujice,
0= e* [u® - (n), w0 . ", - u] — ul®,

*) Vyskytujf se poprvé ve spise Bernoulliho ,Ars conuectandx“, pag. 97,
odkudz jejich pojmenovéni.
*¥) Viz na pf. Bertrand ,Traité de Calcul dxﬁ'érent:el“, pag. 806. —
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kdez k-t4 derivace funkce u kratce vyjddiena jest symbolem u(k)
méme-li pak na zfeteli Maclauriniiv fadovy vzorec a zavedeme—h
krat8{ oznacent

. 70 u® =, Q)
obdrifme koneéné z posledntho vzorce podminku

} U+ (1), %, + (M) ug + « oo+ (Wpa u™V =0, (5)
jiz vyhovuje nafe funkce pro z =0, dosahujfc tu zérovei, jak
ze vzorce (2) patrno, neuréitého vyrazu 3.
" Zvolfme-li tedy pro = postupné hodnoty

2,3, 4 ..., m m-+1,
poskytne ndm vzorec (5) soustavu rovnic

u, + 2u, =0,
‘uy - 3uy -+ 3uy =0,
uy — 4uy + 6u; 4 4uy =0,

Uy~ (m), %, - () g 4= (m)y '+ . = (M) 4>~V =0,
o (1), vy (m A Dy w4 ... A (m - Do =0.
V soustavé této, &itajfcf m rovnic, obsaZeno patrné vedlé
uo t6% m derivaci rozliénych a sice

Upy Upyl Ugy +eey U
moZnd tedy z nf, jelikoZ jest stejnomérnou, vylouditi = velié¢in
a sice vedlé u, téZ ostatnf derivace, vyjmouc posledni. Vysledek
této eliminace bude, spojime-li posledn{ ¢lem poslednf rovnice

8 prvofm a uZijeme-li nully co doplitku,

140, 2, 0, ..., O

140, 8, 3, ..., 0O

140, 4, 6, ..y 0 —o.
'1'+'o,.' v .. (;n),.;'. .' .(m.)“. . (”.l)m._l".

14+ m+Duf, (m+41), (m-41), ...y (m+Dua

Tento determinant moZn4 rozloZiti v soudet determinantd
- dvou, z nichZ prvaf md v prvnfm sloupei séftance prvnf, druhy’
. pak séitance druhé slozenjch tam prvki; vysledek diffvéjsf ob-
© drf tu pak tvar
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1, 2, 0, e, 0
1, 31 O’ b} O
1, 4 0 , 0

1, @y My s OOma
1, (m+1)n (m+1)2"~'a (m+1)m—1

0, 2, 0, ..., O
0, 3, 3, .., O
O') 4, - 6’ . O
+ . ) o e e o, . « . =O‘
0, (”01, I O
M1 ue, (m-41),, C

Druhy tento determinant obsahuje vSak v prvnim sloupci
samé nully aZ na prvek poslednf, rovnd se tedy souinu tohoto
prvku s pi¥sludnym subdeterminantem, coZ se zde vyjadiuje vy-
razem ’

(_' l)m—l (m + 1) u(om) 4, 6 ) 41 0 '
. . . . ‘4 . L] . ‘. ’ :
(m)y, (m)y, (M), (m),
subdeterminant tento, majfcf na pravé strané pticky hlavnf samé

nully, vyjadfuje se, jako zndmo, soulinem téchto ptitkovych
prvki, takie pi‘edchéze,]ici vyraz 8o promeni v jednoduchy

souéin
(— = (- D)l g0,
Z posledni podminky obdrZf se pak, zavedeme-li pro de-
terminant na prvoim misté postaveny kratsf oznalen{

1, 2, 0, ..., O
1, 3, 3, .y -0

P PR 6y eues 0 C©
1, (m), S (m)y, .
1,m+m,m+mwwm+ma

napfed. rovnice -
A+ (— )”"1 (m -+ l)l u"") =

T
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a feSfme-li podlé () koneén& vzorec
4,
m) — (— 1) —2
up = (— D"y o
Porovndme-li tedy zné,mou i‘adu (1)
s obecnym vzorcem i'a,dovym, Jak Maclaurm i€ podal
u_u0+u01l+u02! 03l+ o 4l+

obdrifme, porovnévajice soucinitele stejné vysokych mocnin ,
napred dvé hodnoty urCité

. 1
U, :——2—,

a pak fadu hodnot ¢fsly Bernujskymi vyjadfenych jeZ zahrnuty
jsou vesmeés vzorcem
u(”‘) —_— (_ l)k—l B:;
spojenfm tohoto vzorce s predchdzejicim (7) moZnd pak si
zjednati
’ . A
Be=(— ) @D @®
Zgroveir pak jde z téhoZ porovndn{ obou fad na jevo, Ze
pro k>0 vieobecné platf
u@H) = 0,
takZe podle vzorce (7) téz
a1 =0, ©)]
Vzorcem (6) vyjédfeny -determinant rovnd se tedy nmulle,
jestli p¥fpona m, znacici jeho stupen, &islo liché, vyjadfuje viak
" multiplum &isla Bernujského, predstavuje-li m cislo sudé,
Prvnf vlastnost deferminantu tohoto moZnd i neodvisle
z jakosti jeho pozmati, jelikoZ tu

2, 0, ... 0
1, 3, 3’ c ooy 0
6, ... 0
1, @k+1),, @k-+1),, ..., @k 1)l
L, @k+2), @42, .oy @2

A2k+1 —_—
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v poslednim sloupci obsahuje pouze dva prvky, z nichZ druhy
jest multiplum prvnfho, jelikoZ
(2 ~+ 2o = (b 1) (@ -+ D, (10)

takZe odecitdnim prvki Fddku piedchdzejictho od soulehlych
prvki fddku ndsledujicfho se tu koneéné obdrif, kdyZ k-krite
se tento postup provedl, dva stejné prvky nad sebou, totiz 2k - 1,
kdezto ve sloupcich ostatnich, predstavujicich arithmetické Fady
stupii@i nizsfch, soucasné se prijde k nulldm a stejnym prvkim,
¢fmZ se determinant co do stupné sni*f a koneéné uvede na

tvar
1, 2k+41 —o.
1, 241
Této transformace subtraktivnf mozné vSak uZiti s prospéchem
i v ptipadé druhém, hledé li se podlé vzorce (8) néjaké Bs.
Jestit na pf.

/ 11, 2/_1
B,= 3!’1 376’
jakoZ zndmo; pro &£ =2 jest pak podobné
1,2, 0, O .
e ifbs s 0|y
™ bl 4,6 4| 5!1’4’6 5!1 2"'30
1, 5, 10, 10 1o

Ostatné moZnd uziti k snifovénf{ stupné determinantu
i zndmé poucky*), vyjddiené vzorcem

al, bl’ 01...
ayy by, €50
A

)

(a1b2)’ (alcﬂ) 1° ‘,’
|

(al.bz) 3 (a,.cs) g

ObdrZelo by se tu na pf.
130

1,2 0, 0
1,83 of_ 1 _ 110 4
B.=—%14 6 4| 5,31%140#‘ 5!’110"
i 5, 10, 10

Koneéné budit jesté poznamendno, Ze dle vzorce (8) nej-
1épe se pozndvd podstata ¢isel Bernujskiych, jelikoZ se tu vyja-

*) Viz ,Sitzungsb. der k. b. Ges. d. Wiss.* Jahrg. 1879 pag. 489.
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" dfujé jednoduchym zlomkem, jeho# Citatele pfedstavuje deter-
minant, majfcf za prvky soulinitele binomické, a jmenovatelem
jest cislo faktorialnf.*)

Historicky rozvoj problemu tii téles.

Poddvd

A. - Seydler,
(Dokonéent.)

Co se pfedné pracf{ soubornych tyce, budiZ uveden obsirny
spis Pontécoulantiiv: Théorie analytique du systéme du monde;
4 sv. (1829—46). Jest to af tak dime parafrase dfla Laplaceova,
‘podévajic tutéz latku, spracovanou vSak zpisobem modernéj$im,
na zédkladé novéjSfch a CasteCné elegantnéjSich method analyti-
cké mechaniky. Studium vSeobecné &4sti (prvnich dvou dfld)
odporucuje se z té piifiny pro zacitelniky lépe neZli pracné
studium Laplaceovy mechaniky nebeské, jejiZ genialny autor co
pravy pionér védy si takika sekerou klestf dréhu skrze prales
mathematickych obtfZ{ téméF nepiekonatelnych.

Strucnéjsf a pfi tom pfece (alespoir v hlavnfch rysech)
tplny jest Resaldwv spis: Traité élémentaire de mécanique céleste
(L. vyd. 1865, II. vyd. 1884), jenZ tudiZ poskytuje nejlepsf dvod
pro zaldteénfka. Zejmena druhé vyddni, valné rozSffené, vynikd
upotfebenfm method nejnovéjsich, predpoklddajic ovSem u Cte-
néfe nenepatrné védomosti mathematické a mechanické.**) Rovnéz
* zasluhujf zminky Aéry-ho: Mathematical tracts on physical Astro-
nomy (1826; 1831; 1842)..Kdo hledd pro pouceni své cestu
jesté pohodlnéjif, sshne ke spisu Mobiusové: Die Elemente der
Mechanik des Himmels auf neuem Wege, ohne Hiilfe hoherer
" Rechnungsarten, abgeleitet (1843).

Uvedené zde spisy — vyjma Pontécoulantiv, jenZ viak nenf
prost riznych vytek — neposkytujf v8ak célkem nic nového, ne-
- znamenaji pokrok ve védé, nybri jen vice méné zdakily vyklad

"o Jlnfch virazech determinantnich viz Studnitka ,0 podtu differen-
" cialnfm* IL vyd. pag. 121, kde#: vzorec (6) bez dﬁkazu jest uveden.
- k) .Obfrngjéf posouzent téhoi splsu poddno v Athenaeum, r, IIL str. 19,
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