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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

ROZHLEDY

Upatnice a pseudotipatnice.

Zdenék Pirko.
(Dokoncéeni.)

4. BudiZz ddna k¥ivka rovnici (1) (k¥ivka zakladni). Jeji tedna
v bodé (x, y) (v soufadnicich &, )

of of
(f—x)%’i—(’?—y)g?—/:()

protne osy pravothlé soustavy soufadné v bodech

of of of of
ra- 1y N . 6 T +y £
af s b El —a—f
o ; oy
Rovnobézky k' osam soutadnym témito body vedené protnou se
v bodé
of of of of
5—%—”‘— +?/'§?; _x-a;—i-y@ 8)
I
ox oy

Geometrické misto bodt §&,7, které obdriime eliminaci =,y
z rovnic (1), (18), nazveme pseudodpainici k¥ivky (1) (vzhledem
k soustavé soutadné, k niz kiivka zakladnf je vztaZena).

Hledejme vztah tpatnice k pseudotpatnici (obr. 6)!
Kftivka zdkladni Iy budiz dédna polarni rovnici )
r = f(y). (19)
Oznac¢ime-li Ghel, ktery svird teéna této kfivky s privoditem bodu
dotyéného, ¥, pak plati piedeviim znamy vztah
o _ Hv)
tgd = =
S ()
z obrazku plyne déle, oznaéime-li privodi¢ Gpatnice g,
Casopis-Rozhledy, 1934—35. 6

(20)
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op=rsind a y— ¢ = ja— 9,
tedy, dosadime-li do téchto vztahu z rovnic (19) a (20).

2(y) ) f(y)
0 = e Y — = jm—arct 7 . 21
T Ve + ) nee 1) &)
Obdrzime tudiZz rovnici #patnice Iy kiivky dané rovnici (19)
vzhledem k poditku jako pélu eli-
' minaci v z rovnic (21), vysledek je
Y tvaru

‘/; o = Fi(py). (22)
e e Vyjadfme si nyni teénu zdklad-
~~~~~~~~~~~ - ni kiivky ve tvaru normalnim!
Obdrzime tak vzhledem k rovnici

%o (22) (v soutadnicich &,, 7,)

l 5 &, cos @, + 1, sin ¢, — Fy(¢;) = 0;

z této rovnice vSak vyplyvaji ihned
parametrické rovnice pseudoupatni-

N ce I'p
a 7 [ X £ :F1(‘P1) — Flg‘ﬁl)
obe. 6 * cosgy sin @,
I. .

ze kterych vypoéteme

Fi(p1) 72
——— a t = —- = cot ,
sin g, cos @, € P & g h

t. ). e =47 — o1
Je tedy polarni rovnice pseudotipatnice, ozna¢ime-li jeji pravodié g,,

Q2 = V522 + 7]22 =

Fi(37 — @)
L Fa(ge)- (23)
Nepftihlizime-li nyni k indextim u amplitud (které jsme
ostatné zavedli jen k vuli rozliSeni polarnich soufadnic bodi na
obou kiivkdch, Gpatnici a pseudoupatnici), obdrzime srovnanim
rovnic (22) a (23)
e = @03 (24)

kde o,* znadi pruvodi¢ upatnice, pozorované vsSak vzhledem
k ose pofadnic jako ose polarni (divod je pravé v tom, Ze v rovnici
tGpatnice misto ¢ piseme 7 — @), a

-1

sin @ cos ¢

03 =

,,rovnoosou‘ eliptickou stauroidu, jak snadno se presvédéime,
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klademe-li v rovnici (16) @ = b = 1 a k¥ivku vyjadiime v polarnich
soutadnicich g, . Rovnice (24) vSak jiZz vyjadfuje hledany vztah
mezi Upatnicemi a pseudotpatnicemi, ktery tedy Vyslovime
vétou takto:

Priwodié pseudoupatmce dané kfiky vzhledem k souradné
soustavé, k niZ je tato kfivka vztaZena, je rovem soubinu priavodiéa
'dpatnice téze kriwky vzhledem k poédtku jako pdlu (v jejiz rovnici
viak vyménime navzajem pravodhlé soufadnice &, 1) a ,,jednot-
kove® eliptické stauroidy (25).

5. Vylozenou teorii aplikujme opét na kiivky Laméovy!
Vyjadiime-li si rovnici (5) v soufadnicich poldrnich, obdrzime

n n_|n—1
o= [(a cos @)*~! + (b sin @)= 1] ",
tudiz '
_r I (o
or* = | (asin )" + (b cos g1 7 .
Podle rovnice (24) jest tedy priivodi¢ pseudotipatnice
" _# ot
__ |(asin )" 4- (b cos q:)"—l]_"~

2 sin ¢ cos ¢ ’

tedy v pravoahlych soufadnicich &, #
N (M —1=0 (26)
- \a b ’

Vysledek mizeme vysloviti vétou: Pseudodpatnice Laméovy kiivky
indexu n vzhledem k soustavé souradné, k nii jest vztaZena kvivka

’ ’ . ’ Ve . n
zikladni, je Laméova kiivka indexu pp—
V&imnéme si opét specialnich piipadd a to v témZ pofadi
. L z a4 v b4 n
jako v odstavci 3. Za tim téelem poloZzme pro struénost 1, =m

a) n =14 m=1; a=> (obr. 1). Pseudotpatnici paraboly (6)
je pmmka s rovnici (8), v niz klademe a = b.
b) n = 1, m = 0. Rovnice (26) v tomto piipadé ztrici vyznam;
je viak ihned patrno geometricky, ze pseudotpatnici pnmky (8)
je bod
(a, b). (27)

¢) n=3%,m=2;a=> (obr. 2). Pseudotipatnici astroidy ( 10)
je kruznice se stfedem v pocatku a polomérem a.

d) n = 2, m = — 2. Pseudotpatnici elipsy (12) ]e elzptwka
stauroida ( 16) (obr. 3); pseudoupatmcl rovnoosé hyperboly ]e
»TOVR008A** hyperbolickd stauroida.

6*
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e)m=—1, m=—4%; a=>0 (obr. 4). Obdriime kiivku
¢tvrtého stupné
P —2a(E+n)én+at(E—n?=0 (28)
jako pseudotpatnici rovnoosé hyperboly.
f) n=—2 m=—3%; a=>b (obr. 5). Ctenai lehce si stanovi
sam pseudotipatnice ,,rovnoosé‘ eliptické a hyperbolické stauroidy.
6. Sinusovou spirdlou indexu n nazyva se kiivka s po-
larni rovnici (a, n dané velidiny)
™ = a” sin ny. (29)
Z této rovnice predevsim plyne '
1 , 1—n
f(y) = a sin® ny, f'(y) = asin * ny cos ny,
tedy podle rovnice (20) tg & = tgny, t. j. & = ny. Maji tedy
rovnice (21) (vynechame-li indexy) tvar
1+n
p=asin * ny, p—@=4tx—ny,
takZe dpatnice sinusové spirdly (29) vzhledem k pocdtku jako pélu je
14+n

o=asin® —— — (7 + ) (30)

— (ai na jisté otofeni kolem pocafoku) sinusovd spirdla indexu
TI“ Vidime z toho, Ze sinusové spirdly maji pro apatnice tyz
vyznam jako maji Laméovy kfivky pro pseudotpatnice. Na zakladé
vztahu (24) nalezneme také ihned rovnici pseudoipatnice k¥ivky (29)

1+n
a - n

_  wnn — o). (31)

¢ sin @ cos ¢ sin 1+n(n ?)
7. V§imnéme si nékterjrch specidlnich hodnot indexu n. Pro

struénost poloZme opét —_{_— =m.

a) n = 1 (obr. 7). K¥ivka zdkladni ma rovnici

o =asiny nebo 2%+ (y —4a) —1a* =0 (32)

a pf'edstavuje tudiZ kruznici. Jeji tpatnice podle (30) je (m =
kiivka étvrtého stupné zvand kardioida

. 0 = asin?§ (§n 4 @) neboli ¢ = }a (1 + sin ¢), (33)
jejiz obvykly tvar ’

o0 = 4a (1 4 cos ) nebo (&2 4 72 — }a)? — }a? (&2 + x2) = 0 (33)
dostaneme, jestlife v rovnici (33) namfsto ¢ pideme z + @, t. j.
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otodime-li kfivku (33) kolem poéatku o thel — }w. Pseudo-
upatnice kiivky (32) je kiivka stupné tietfho s rovnici

21
0= 2 —"S%% neboli &2 + a&* — la%y = 0. (34)
b) n = 2. K¥ivka zdkladni
2 = aq?sin 2p nebo (2?2 + y?)2 — 2a2xy = 0 (35)
Y 44 Y

predstavujelemniskatu Ber-
noulliho; obvykly tvar (13’) P
(ovSem v soutadnicich g, y resp. [
z, y) dostaneme, jestlize k¥ivku ] |
(35) otodime kolem podatku / \
o thel — }x [tedy klademe-li /s

v prvni z rovnic (35) tmw +p -
misto ¢]. Pro jeji Gpatnici je
m = %, otoéime-li ji kolem po-
datku o thel — im, lze psati
jeji rovnici

0? = a? cos® 3. (36) \ ]
Ctenat snadno si uréi, e tato
rovnice predstavuje v soufadni-
cich pravothlych kfivku stup-
né dvanactého; stejné snadno
nalezne i pseudotpatnici
kiivky (35). o Obr. 7.
c) n» = — 1. K¥ivka zakladni je pfimka
a . ”~
Q_——Sinwnebohy—{—a-—o. | (.31)
Ponévadz v tomto piipadé m = — oo, ztraci rovnice (30) vyznam;
geometricky je viak ihned patrno, Ze dpatnici je bod
(0, —a). (38)

Stejné je patrno geometricky, %e pseudoupatnici je zakladni
primka (37).

d) n = —2. Kiivka zikladni je rovnoosd hyperbola
a? ' ’
2 _ T i 1g2 —
0 — neboli zy 4 La 0. (39)

Jeji Gpatnici (m = 2), jak jiZz zndmo, je Bernoulliho lemniskata,
ovSem v jiné poloze vzhledem k podatku.

0%* = a?sin 2 (3= + @) neboli p%2 = — a?sin 2¢; (40)
otodenim o tihel + }x kolem poddtku [t. j. klademe-li v rovnici (40).
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@ — }x misto ¢], obdrzime obvykly tvar (13’). Pseudotpatnici
zakladni hyperboly je rovnoosd hyperbola

'92 =~——,$nebo En+ 2a%=0. (41)
e) n = }. K¥ivka zakladni je kardioida»= }a (1 — cos ) éili
(@* + y* + tax)* — ja® (® + y*) = 0; (42)
obvykly tvar (33’) obdrzime, zménime-li smysl osy tsedek. Jeji
apatnici (m = }) je t. zv. Cayleyova sextika v
¢ = asin®§ (37 + ¢), (43)
tedy, ponévadz
sin § (37 + @) = sin [z — § (v — )],
0=acos® } (m— ) §ili (482 + dy>—a&)P— 27a? (£ +'n?)2 = 0. (43")
Pseudotpatnici zdkladni kardioidy nalezne si ¢tenaf lehce sdm.

f) » = — } (obr. 8). Kiivka zakladni je kvadraticka parabola
2a
- 2 ___ — 0
0 T—cosy nebo y 4a (x + a) = 0; (44)
jeji Gpatnici (m = — 1) je primka
€=z nebo z + a =0, (45)

jak znamo, vrcholova teéna zakladni paraboly (44); pseudotupat-
nici je kiivka stupné ttetiho, t. zv. k#ivka Henkelova, s rovnici

0= p neboli &n? + a (£2 4 7?) = 0.  (46)

" sin? @ cos
- 9) » = — }. Kfivka zdkladni se nazyvd kubika Tschirn-
hausenova (nebo nékdy trisektrix Catalanova) a ma rovnici

S — i (y— 4a)? 2poy?) =0; (47
0 ‘ sin3(—%1p)neb0h (y a) + 27a (% + y?) YO, (47)
jeji obvykly tvar : v
2>+ 9a (x2 — 3y?) = 0 (47")
dostaneme z rovnice pfedchédzejici, piSeme-li misto y vyraz y — 8a
a v rovnici takto ziskané zaménime x za y a y za — x [t.j. vztah-
neme ki#ivku (47) k osam, které jsou v obr. oznaleny pruhem)].

Upatnici kiivky (47) (m = — ) je kvadraticka parabola
N 2a . . o Py

rovnici pseudotpatnice si étenaf nalezne lehce sam.
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8. Jako piiklad kiivky transcendentni uvedme jesté loga-
ritmickou spirdlu (obr. 9). Je to kfivka s polarni rovnici

o = cetv. (49)

. . 1 .
Z této rovnice nalezneme ihned tg ¢ = i} % Tovnic (21) pak nalez-
neme apatnici
c 1
—_— ek(—;n—‘arctg—kf—kqu . 50
0 Vl yE (50)
Ukéazeme, Ze rovnice (50) piedsta-
vuje opét logaritmickou spirdlu

= e

| 7 -
/
\-'\ ,;/
‘*__,, I P ) / x
0 1 | h
0 \ \
opr- & Obr. 9.

shodnou (az na jisté otodeni kolem podatku) s kiivkou zdkladni.
Pisme totiz rovnici (50) ve tvaru
. 0= ce—log\1+k’+k(5n—arctg%+'p)
nebo struénéji )
o = cetthr, (50%)

kde tedy A=1% (%n——arc tg %)-—logyl + k2 'V rovnici (50°)

staéi vSak jiZz poloZiti misto ¢ vyraz ¢ — % abychom dostali
(aZ na jiné oznaleni proménnych, coz vSak je nepodstatné) rov-
nici (49). Tim je naSe tvrzeni dokazano. Jako pseudotpatnici
nalezneme na zakladé rovnice (23) kiivku

¢ eknarctez—g)
0= Tk .
1 - k2 singcosg

(51)
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9. Jak bylo jiZ fedeno v odstavci 1, bylo tkolem tohoto ¢lanku
odvoditi postupem co nejjednotnéjiim nékteré specialni kiivky
stupné vyssiho nez druhého. P¥i tom jsme zjistili, Ze kuZelosetky,
vezmeme-li je jako kiivky zakladni a pouZijeme-li na né konstrukce
apatnicové nebo pseudotpatnicové, vedou k fadé novych kiivek
stupné nejvyse étvrtého. Pokud se v8ak v nasich vahach vyskytly
kuZeloseéky jako kiivky zékladni, tedy budto byly ve zvld$tni po-
loze vzhledem k soutadnym osam, nebo pél sim mél zvlastni polohu.

Je mozno lehce dokdzati, Ze také tpatnice a pseudotpatnice
kuZelosedek v obecné poloze jsou nejvyse étvrtého stupné, coz bude
jednim tkolem p¥istiho ¢lanku.

O jednej tulohe z teorie kuZel’osecdiek.

Stefan Schwarz, posluchaé piirod. fakulty v Praze.

Polozme si za tkol uréit uhol, pod akym videt dant
kuzelosedku z daného bodu.
Kuzelosedka nech ma rovnicu

an? + Aoy + 2055y + 20157 + 2093y + a3z = 0 (1)
a bod nech je (x4, ¥,).

Vedme bodom (x,, y,) priamku o smernici tg «. Jej para-
metrické rovnice sG x = x, + d cos x, y = y, + d sin «, kde d je
vzdialenost bodu (z, y) od (x,, y,). Pre priesedik tejto priamky
8 kuZelosetkou (1) dostaneme dosadenim rovnicu pre d:

d? (@, cos? & + 2a,, 8in & cos o + a22 sin? &) + 2d cos o . fy(%y, Yy) —|—
+ 2d sin & . f5(%,. Yo) + [(%o, Yo) = 0,

fi(%os Yo) = an®o + Ar2Yo + s

(%o Yo) = 1oy + Yo + Qa3

a f(xq, Yo) je lava strana rovnice kuZelosetky, do ktorej st dosadené
stradnice z,, ¥,.

Aby dana priamka bola teénou kuZeloseéky (1), nutno, aby
rovnica (2) mala koreii dvojnasobny, t. j. diskriminant musi byt
rovny nule. Tym dostdvame podmienku pre smer «

sin? & . (fo2 — @gof) + 28in o . cos o . (fy . fo — ayf) +
+ cos® & (f —anf) = 0, (3)
pridom vyrazov fy, f,, f, uZivame miesto obsirne pisaného f,(x,, y,) atd.

Rovwnicou (3) s uréené smernice tedien tg «,, tg «, vedenych
z (%, 4o) ku kuzelosetke. Pre ich uhol plati

kde

tg“l-—tgaz
14 tgoy . tgoy

tg o = (4)
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