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Poznamka ku klinogondlnému primétu ploch
rota¢nich.
Napsal prof. Bedfich Prochazka.

1. Pan dvorni rada professor Karel Pelz uvadi ve svém za-
jimavém pojednéni: , Zur klinogonalen Darstellung der Rotations-
Sfdchen® *) jednoduchy zplsob, jakym nejvhodnéji lze sestrojovati
obrysy klinogondlnich priméti ploch rotacnich.

K tomu cili pokldads plochu rotaéni za plochu obalovou
ploch kuZelovych, které se ji dle parallelnich kruznic dotykaji,
a sestrojuje jednotlivé body obrysové kiivky jakozto prisediky
polir P ... primé&td vrcholi s... jednotlivich dotyénych
ploch kuZelovych vzhledem ku klinogondlnym primétim piislus-
nych parallelnich kruznic (K) .. .

Tato konstrukce mé& pfed jinymi tu hlavni vyhodu, Ze ji
lze uziti i v tom nejobecn&jsim piipadé, kdy osa rotaini plochy
jest k primétné naklonéna a primét libovolného merididnu
plochy dén.

V odstavci 6. nahofe uvedeného pojednani piihlizi se viak
i k onomu zvldstnimu p¥ipadu, kdy osa rotaéni plochy jest
rovnobézna s primétem, nebo, — coZ arci jest nejjednodussi, —
kdy osa v primétné lezi, a vedle toho primét hlavniho meri-
diAnu M dén.

Za téchto podminek uvadi pan prof. Pelz nisledni kon-
strukce **):

yBudiz aa, v primétng lezici primér libovolné kruZnice
parallelni (K) plochy rotatni a s vrchol kuZele dle kruZnice této
se dotykajictho. Useka bb, jest klinogondlny primét priméru (b)

*) »Zprdvy o zaseddni Krdlovské Ceské spolecnosti nauk v Fragec,
ro¢nik 1895, II. tfida, &is. VIL
**) Tamtéz, strana 9.
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(b)) kruznice (K) ku priméru aa, kolmo stojiciho, a tudiz bm
orthogonédlny obraz klinogondlné promitajiciho paprsku (b) b, znaci-li
m stied kruznice (K). Abychom prisetik « priméru ua, s hle-
danou polirou P bodu s vzhledem ku K sestrojili, vedeme
"ad || bb, ade||as. kde s znati bod, v némz ad osurotace 4==sm
protind *). Pro sestrojeni bodu e« lze viak jesté jiné jednodussi
konstrukce pouziti, Jelikoz se vy8ky ao, do a «o trojuhelnika
ade v jediném bodé o protinati musi, jest @o | ad. Obdriime
tedy také bod «, vztytime-li v bodu e kolmici k «s a z jejtho
prisetného bodu o s osou 4 spustime kolmici o« ku p¥imce mb.
Tuto konstrukci lze také ndzorem prostorovym odivodniti po-
moct plochy kulové, vepsané plose rotacni dle kruinice (K). Bod
o jest stredem, oa stopou a (P) phdorysnou stopou roviny (%)
meze viastntho stinu této plochy kulové pro (b) bjakodto svételny
paprsek. Vedeme-li primétem pidorysnymd’ bodu b rovnobézku
k a,b, az bb, v bodé ¢ protind, potom jest ag || KP **). Tim
jest stanovena polara P jakoz i jeji involuce polarné sdruZenych
bodii vzhledem k ellipse K a to sttedem », v némz osa 4 po-
laru P protind, a sdruZenym pdrem bodi I a II, jez piimky
as a rovnobézka ku bb, bodem o vedend v polife P vytinaji.
Prisetiky pp, poliry s kiivkou K jakozto dvojné body této fady
involu¢ni obdrzime. utinime-li I2 — »II, a opiSeme-li touto délkou
z bodd 2 a II oblouky kruhové; a je-li jeden z jejich prasetikii
bod w, potom jest my==mnp=mnp,, a spojnice bodu s s body
p a p, tetnami obrysové kfivky plochy rotatni v téchto bodech.“

. 2. Mizeme tedy, jak z uvedeného patrno, poklidati poldru
P za klinogondlny primét pidorysné stopy roviny (x) meze
vlastnfho stinu plochy kulové do plochy rotatni dle kruznice
(K) vepsané. '

. A tohoto zpiisobu sestrojeni poldry F pouZzijeme, abychom
gestrojili geometrii infinitesimdini stied k¥ivosti obrysové kiivky
O klinogonalniho primétu plochy rotaéni v bodé p, jehoz tetnou
jest pfimka sp.

' Za tim Gtelem pfedpoklddejme, Ze se bod a v tetnd 7. = as
hlavniho merididnu M nekonetné mdlo poSine.

*) Dle konstrukce odiivodnéné na strané 4. téhoz pojednini.
**) Odilvodnéni tamtéz na str. 5. ve ¢linku 4. 8.
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S timto poSinutim souvisi i poSinuti vSech na bodu a z4-
vislych ttvar, t. j. ototeni mormély ao kol stiedu kiivosti sy
kiivky M v bodu a, poSinuti sttedu o plochy kulové dle kiivky
K plose rotaini vepsané a tim i roviny (z) meze stinu vlast-
nfho této plochy. Soutasné s bodem « se nekoneéné poSine
rovina (z) kiivky (X) a protne se s rovinou posinutou (x)
v piimce, kterd bude poSinutou stopou pidorysnou (/) a jeji
klinogondIny primét poSinutou poldrou P. PoSinutim poldry stano-
veno posinuti bodu p.v tetné Tp = ps obrysu plochy rotaéni.

S pohybem bodu a v hlavnim merididnu M déje se viak
souc¢asné nekone‘né malé poototeni teény 7a = as merididnu
tohoto kolem bodu a, s kterym souvisi nekonetné malé poSinuti
vrcholu s plochy kuZelové v ose rotaéni 4 a tudiz i nekoneénd
malé otoleni teény Tp = ps obrysu plochy rotatni kol bodu p.

Obéma soucasnymi pohyby: poSinutim bodu p v teéné ps
a ototenin tetny ps kol tohoto bodu ddn jest stfed kiivosti
kiivky obrysové, ktery na tomto zikladé ndsledovné sestrojime:

Zvolme na tetné as kfivky A7 bod ‘a jakoito charakteri-
stilw *), vyjadfujici posinuti nekoneéné malé ¢ili fdss ptislu§ného
bodu a.

I_jseéka o'0 | asy a omezend pfimkou sxl'a jest charakte-
ristickou pro fdsi bodu o pii otdteni normély N, == o, jejiz fise
vyznatena jest piimkou 'N, = sp'v. Charakteristiku p¥islusici
témuz bodu o jakozto stiedu plochy kulové vepsané do plochy
rotaéni dle kruznice (K), tedy jakoZto priseliku normély ao
$ osou rotace o, obdriime v Gsetce 0%, jiz pifmka 0% || sy
Vv této ose vymezuje. Rovina ('x)|| (%) vedend timto bodem %o
bude charakteristikou pro rovinu (x) a protind se s rovinou
(") || (=) bodem *a prochdzejici jakoZto charakteristikou roviny
(7) v ptimee ('P), t. j. charakteristice (!P) phdorysné stopy
(P) roviny (x). Stopa Z%ole roviny (), jsouc rovmobéznd se
stopou o« roviny (%), protinati bude stopu 'a'm **) || wm roviny
(*%) v bod® '« jako#to stopé ptimky (*P). Primét klinogonalny

*) Charakteristikou nazjva R. . Mises Vv Sasopisu: »Zeitschrift far
Mathematik und Physike<, svazek 62., str. 46. v pojedndni: »>Zur ko struktiven
Infinitesimalgeometrie der ebenen Kurven< zvolenou polohu pohybujiciho se
tutvary, jimz mé4 byti pfedstavena jeho nekoneé&né blizks poloha.

**) Bod 1m* jest priseénik pfimky 'alm || am s osou rotace 4.

. 9+
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1P charakteristiky ('P) prochdzejici timto bodem '« a rovno-
béZny s poldrou P jest charakteristikou této polary a protina
teénu ps obrysové kiivky klinogondlného primétu plochy rotani
O .v bod& 'p jakozto charakteristice bodu p Sinouctho se v této
“tecnsd.

Charakteristiku 17, s poSinutim a’a bodu a soutasné vy-
konaného otileni telny 7@ = as kol bodu a obdrzime, jestli
s bodu a spustime kolmici ku charakteristice N, = 'asy nor-
maly N=asx Z této charakteristiky '7'..odvodime si charakte-
ristiku sis bodu s jakoito bodu tetny Za kolem hodu a se
otatejici, omezime-li pfimku s's | Ta charakteristikou '7,. Z té
odvodime charakteristiku s%s bodu s pro poiinuti jeho jakozto
priisetiku tetny Ta s osou o v této pfimee, sestrojime-li 's%s || T'a
osu 4 v bodé 2%s protinajici. Pfimka s3s | T, omezend pfimkou
2535 || T, bude charakteristikou bodu s p¥i otdteni tetny 7p
obrysové kiivky plochy rotaéni O kol bodu p a pfimka 3sp bude
charakteristikou '7), tetny této.

Z obou charakteristik p a 'Tp sestrojime stfed kfivky
obrysové kiivky o opatnou konstrukei, kterou jsme ze stfedu
kfivosti sy meridianu M a pii zvolené charakteristice 'a bodu
a sestrojili charakteristiku !'7, tetny 7., spustice s bodu !'p ku
ptimce '7, kolmici ', normilu Np obrysové kiivky O v jejim
hledaném stiedu kiivosti s, protinajici.

3. Stied kiivosti kfivky obrysové O klinogonélniho primétu
plochy rotaéni miZzeme viak také sestrojiti pomoci rotacni plochy
2. stupné oskulujici plochu rotaéni dle kruZnice (K) nésledu-
jicim zplsobem :

Body « a '« uréend piimka S jest stopou roviny (¢), v niz
se stopa pidorysnd (P) roviny (x) pohybuje, a kterdz obsahuje
zérovell te¢nu (7Ip) k¥ivky obrysové (O) plochy rotaéni, majici
svlj primét v tetné Tp. Rovina tato () jest zdroveii rovinouw
kiivky obrysové (O’) rotatni plochy 2. stupné, kter4 danou plochu
rotatni dle kruznice (K) oskuluje.

Ponévadz tato rovina (¢) kiivky obrysové (0’) jest pii
pfedpoklddaném promitini klinogondlném rovinou diametrdlnou,
prochdzi stfedem sy oskulatni plochy rotaéni 2. stupné, kteryZz
zdroveii na ose rotatni 4 lezi. Jest tudiz stfed sy prisetnikem
o8y 4 se stopou- S roviny (s).
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Tento bod sy jest viak jakozto stied plochy oskulujici na
poloze klinogondlné promitajicich paprskd nezdvisly a proto pii-
jdeme, at zvolime smér paprski promitajicich jakkoliv k témuz
bodu sz jakozto prisecniku osy o se stopou S. Ku snadnéj$imu
sestrojeni tohoto bodu zvolme tedy mb, kolmo k normdle N,= ao
a p¥i tom bod b, zcela libovolné.

Potom jest bod a jiz také bodem «*) a zvohme li také
bod 'a tak, aby 'N = 'asy bylo kolmo k ose 4, bude bod %o
jiz také bodem ‘. Spojnice « '« = § protind osu . v hledaném
stfedu s oskulujici plochy rotaéni 2. stupné.

Ze jest tento bod «, stiedem oskulujici plochy 2. stupné
lze oddvodniti také tim, ze jest stiedem hlavniho meridiénu H
této oskulatni plochy. Hlavni meridian H, kteryz hlavni meri-
dian plochy rotaéni v bodé a oskuluje, jest jakoito kiivka
2. stupné uplné urfen bodem a, normdlou N, osou 4 a stfedem
kfivosti s hlavniho merididnu 2, kteryZ jest zdroveli stiedem
kiivosti kiivky H. Steiner-Pelzova **) parabola IT bodu « stano-
vena jest osou 4, normialou N, stfedem s, jakozto dotyénym
bodem normily N a tetnou T.,. ’

Abychom stanovili stted sz, hledejme druhou osu kiivky
H, kterdz osu 4 v tomto bodé¢ protini. Za tim ulelem oznatme
normdlu N, jelikoz jeji dotyény bod sy s parabolou IT zndme
jakozto dvé tecny 1, 2, tetnu T, = 3, pifmku ubéZnou roviny
4_.hledanou osu 5 a osu 4=6. Dle véty Brianchonovy pro-
tinaji se ptimky

120, 28|, 34l g
4.5 56 61 |

v Brianchonové bodé& p. Ponévadz ptimky III, IT zndme, jest bod g8
uren a piimka I= g, 23 protind pfimku 6, t. j. osu rotace 4
v bodé 56, jimz prochdzi drubd osa kiivky H, a ktery tudiz
Jjest zdroveii hledanym stfedem sy merididnu H.

®) Proto v3ak také jiz jednim z bodd p a lp, v nichz polira P
kiivku K protina.

¥¥) Prof. K. Pely: »>Die Kriummungshalbmesser-Constructionen der
Regelschnitte als Corollarien eines Sleinerschen Satzes,« uvefejnéno ve
>Zprdvdch o zaseddni Krdlovské Ceské spoleinosti nduk v Prage< z roku
1875. II. trida, &is. 23, str. 20s5.
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A Ze timto zpisobem docileny bod sy se s difve pomoci
infinitesimdlni geometrie sestrojenym bodem sy shoduje, patrno
z uplné shodnostt obou téchto konstrukei.

Znajice stted sy plochy oskulujici 2. stupné, miZeme nynf
- sestrojiti stied kiivosti k¥ivky obrysové O plochy rotaéni jakoZzto
stfed k¥ivosti so’ obrysové kiivky O’ oskulujici plochy rotaéni
2. stupng, kterdz urtena jest svym stiedem sy, pfimkou P’ timto
stfedem rovnob&zné vedenou s polirou P jakozto sdruZenym
primérem k priméru stotoZnénému s osou rotace A, tetnou 7p
a jejim dotytnym bodem p. Telnami Steiner-Pelzovy paraboly
IT jsou tentokrdte tetna 7p, normdla Np, Gbéznd piimka, kol-
mice U s bodu priseéného s osy o jakozto priméru kiivky O’
s tetnou 7p ku priméru P’ spuiténd a kolmice V spusténd
s bodu prise¢ného priiméru P’ s touz tetnou k ose .

Oznatme za tim ulelem teény tyto Cislicemi v ndsledujicim
pofddku: normélu N,, jelikoz jeji dotyény bod so” hleddme = 12,
Tp =3, U=4, tbéznou pfimku =5, a F =6 *). Dle Brian-
chonovy véty protinaji se piimky:

12 | p, 211, 34|
45 [ 5.6 61

v Brianchonové bodé 8. Bod tento ddn prisetikem piimek I a II,
kterym vedeme piimku III zdroved bodem 45_ prochdzejici a
protinajici ptimku 12 ve hledaném stiedu kiivosti so’ kiivky O’
a tudiz i stfedu kfivosti kiivky obrysové O klinogondiného pied-
métu plochy rotaéni.

4. O shodé obou konstrukei stfedu k¥ivosti kiivky obrysové
plochy rotatni pfesvédéime se ve zvldstnim pi¥ipadé, ktery jsme
také jiz ve tldnku 3. na zteteli méli, pfedpoklddajice, ze piimka
mb stdla kolmo k normdle N, = ao. Poznali jsme tam, Ze v tomto
pfipadé body « a p se stotoziiovaly s bodem a.

Tentokréte zvolme viak jesté charakteristiku «la” bodu a
v tetné 7, tak velikou, aby charakteristika stopy roviny = pro-
chdzela stfedem sy hlavniho merididnu H oskulujici plochy ro-

~ *) Primky 'P a 4 jsou patrné sdruZenymi priiméry obrysové
kiivky O’
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taéni 2. stupné a poldru P tak, aby byla rovnobéznd s charakte-
ristikou N’ = sy 'a’ normdly .V *).

Potom bude charakteristika '«’ totoZna se stredem sg,
charakteristika !P’|| # bodem timto prochdzejici a stavsi se
primérem kiivky K sdruZenym k ose rotatni 4, bude vyme-
zovati na teéns 7, = T, délku plp'=a'p’ jakoZto charakteri-
stiku bodu p pii jebo Sinuti v tetné 7).

PouzZijeme-li piedem konstrukce sttedu kfivosti so, jiz ndm
geometrie infinitesimdlni poddvd, tu obdrZime vzhledem k té
okolnosti, ze bod ¢ =p, tetna 7T,.=1T1, a P ||'N, N,=N
a vzhledem ku konstrukei ve ¢ldnku 2. provedené hledany stied
kiivosti s, v prisetiku pfimky !/’ s normdlou N.

Sestrojujice viak stied kiivosti s, pomoci paraboly Steiner-
Pelzovy, budeme miti k jejimu sestrojeni pét teten a to: normdlu
N,, jejiz dotyény bod jakozto stied s, hleddme, a jiz v souhlasu
s oznatenim pouZitém ve &ldnku predchdzejicim oznadime 12,
tetnu I'p =3, kolmici U==4 s bodu s ku pruméru 1/ \ibéZnou
pfimku roviny ==5_ a kolmici ¥V ==6 bodem p’ k ose rotace
4 spusténou.

Potom dle véty Brianchonovy protinaji se piimky

L2l 2.4 ¢, 4 .3l
3.6f 6.5, 5, . 1]
v Brianchonové hodé j. Ponévadz piimky II a IIT jsou zndmy,
jest bod g urten, a pimka I=¢3 . 6 protind normdlu N=12
v bodé 1. 2, kteryz jest jiz hledanym stiedem kiivosti s,.
Ze vysiedek obou Kkonstrukei v tomto zvldstnim pifpads
jest totoznym. vyplyvd z toho, Ze piimka I stotoZiiuje se

*) Ku zvolené polife sestrojime bod & nisledovneé:

Pfeneseme-li an od bodu », v némz polara P osu rotace 4 protind
na druhou stranu, obdriime v tomto zvléstnim pFipadé druhy prisedny
bod p, polary P s kiivkou A, Prfimérem aa,, danym smérem sdruZeného
priméru mb | N a bodem p, jest ellipsa K tiplné ddna a mozno sdruzeny
primér mb omeziti, protneme-li jej pfimkami ap a a;p; v bodech g ara
sestrojime stfedni geometrickou umérnou mgq a mr, kteraZ nsm hledany
polomér mb udiva, Tyto body g a7 docilime také dle piedem citovaného
pojedndni panua dvorniko rady Pelze, jak jiz ve &lanku 1, tohoto pojednani
vyznateno, kdyZ u¢inime na polafe P délku I2 — nII, opifeme touto délkoun
s bodl 4 a II oblouky kruhové protinajici se v bodech, chhz vzdalenost
od bodu n ndm délku poloméru mb poskytuje.
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s pfimkou P, t. j. Ze pifimka tato zdroveri prochdzi bodem sp.
Abychom to dokdzali, zjistime, %e pfimka I stoji kolmo ku pFimce
U. Za tim dtelem piihlizime ku trojihelniku urtenému p¥imkami
III, IT a I. Kdyby pifmka I bodem sy prochdzela, byly by p¥imky
Il a U dvéma vyskami tohoto trojuhelnika prochédzejicimi dvéma
" vrcholy B resp. 4. 3=s a i tfeti vyska musila by jejich pri-
selfkem 2 . 4=u prochdzeti, t. j. spojnice bodli sy a » musila
by byti kolma ku strané tfeti III a tudiz i ku normdle N Cili
rovnobézna s teénou 7.

Ze skutetné spojnice szu jest rovnobdzna s tetnou 7, lze
dokdzati tim, Ze ménice na normdle N polohu stiedu k¥ivosti sar
hlavniho merididnu M plochy rota¢ni 2. stupné oskulujici plochu
rotatni dle kruznice (K), sestrojujeme body %o . .. na pfimce L,
prochézejici bodem o a rovnobézné s tetnou 7%, vzniknuviimi,
paprsky svazku a protinajici osu rotatni v fadé bodu su .. .,
kterdZz jest s Fadou s . .. prvoprojektivné, jelikoz bod pri-
setny o obou téchto pfimych jest bodem samodruznym. Paprsky
body sy ... fady bodové 4 kolmé k této p¥imce protinaji te¢nu
T. opét v fadé bodové 'a’ . . ... s prvou fadou projektivné a
tudiz i s fadou sy ..., s niZz jest vlastné prvoprojektivnou,
Jjelikoz jejich priseény bod a jest samodruznym. Proto se viechny
spojnice sy'a’. .. jednotlivych part sdruZenych bodd protinaji
v jediném bodé a tvofi- svazek projektivny postupné s Fadami
' .., sm... asy. ..

Paprsky U .. prochdzejici bodem s a kolmé ku spoj-
nicim sp'a’, . . . jakoZto paprskim jednoho svazku tvoif svazek
shodny se svazkem prvym a protind normdlu N v fadé bodd
% ... projektivné s fadou 'e’ ... a tudiz i s fadou su..

na ose rotaéni lezici. Vedeme-li jesté Fadou bodd sy ... rovmo-
bézky s tetnou 7, protinaji tyto touz normdlu N v Fadé bodi
k... projektivné s fadou sg .. a tudiz i se soumistnou

fadou bodd = .

Jelikoz viak tyto dvé projektivné Fady soumistné maji,
jak snadno lze dovoditi t¥i body: o, @ a bod GbéZny piimky N
samodruzné, jest také kazdy jiny bod « totoZny se svym sdru-
Zenym bodem % a proto jsou vSechny spojnice bodii sdruzenych
sg...awus tetnou 7, rovnobéZny a tudiz také ku piimee III
kolmy, jak bylo dokizati.
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O shodnosti obou konstrukei stiedu k¥ivosti s, 1ze se vsak
presvédiiti i pfi libovolné poloze paprsku klinogonalné promi-
tajiciho, arcit ze v tomto piipadé obecném na zdkladé dikazu
mnohem slozit&jsiho. —

Analyticky diakaz véty o tetnach ve dvojném
bodé priseéné krivky dvou ploch, dotykajicich
se v tomto bodé.

Napsal Vilém lung, professor v Praze.

Budiz potdtek o pravouhlych soufadnic spoleénym bodem
ploch
2 =f(z, y), ey
2 =F(z, y); 2)
spole¢nou normdlu téchto ploch zvolme za osu Z a pfedpokld-
dejme, Ze bod o jest obytejnym bodem kazdé z danych ploch.
Plati tedy
f (0, 0) = F(0, 0) = 0, f (0, 0) = F} (0, 0) =0,
fo (0, 0) = F, (0, 0) = 0;
mimo to nechf aspon jedna z Cdstetnych derivaci 2. ¥ddu pro
z =0, y =0 li§i se od nully.
Rovnice danych ploch mozno pak psdti ve tvaru

5= o [0 (0,0) + 20013 (0,0) + %as 0,01 70 B)

2= o (871, (0,0) + 29Ty (0,0) -+ ¥*Fia 0, 0] + By ()

pfi tom jest
3 3 o]
1 28 23 (®z, By) Saty 231 (Oz, Oy)

"s =731 223 ?2%. oy
2% (Oz, Oy) 23 (0z, Oy)
PR ) 3
+ Buy® —— T +y % )

a obdobné pro R,; 0 << 6 < 1.
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