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Hessiana md v rovindch od XY o r a — r vzddlengch po
kiivce kruhové poloméru R, v rovindch od XZ o R a — R vzdd-
lemijch po kiivee kruhové poloméru r.

Tyto vysledky nepickvapuji, pfipomeneme-li si, Ze ktivky
kruhové tu zminéné jsou kiivky bodd parabolickych.

Pohlednéme jesté ku kiivce smiru Hessiany.

Zavedeme-li do rovnice plochy té ¢tvrtou soutadnici stejno-
mérnou v a polozime-li po uspotridini v = o*), obdriime jakozto
rovnici kiivky smiru po piiméfeném upraveni:
x8 (R* 4 %) — yS (R? —1?) 28 (R* — 7?) 4 2R%%?% 4 22 ?

A 2(R2 — %) y¥a? — 2R%%y’ — % — 2 (R — 7?) y2®
— 2x4y4,'.2 _— 2R2w4z‘l _— 6%4}/222 (132 _+_ 1.2) —_— 2x2y4zz (2R2 —_ 37.2
— 2x%*2* (20 — 3R?) =0,
z ¢eho ziejmo, tato kiivka smiru v roving XY mi dva realné
body sméru, uréené pifnkami y®—a%=0, v roviné XZ étyii
realné body urcené primkami
2? —2?=0, 2?(R? -+ 7?) — 22 (R? —¢?) =0
hyperboly (4), jez zastupuje kfivku stupné Sestého.)
(Dokonceni.)

Prispévky k integralnimu poétu.
Napsal
prof. Dr. F. ). Studniéka.

7e theoreticki strdnka mnohych vizkumd mathematickych
jest zajimavéjsi a dalezitéjSi neZ-li praktickd, poznd zajisté
brzy kazdy, kdo v rozmanitjch oborech analyse mathematické
se poohledl a zejmena seznal proménlivost prisluSnych vyrazi
aneb, abych uZil slova ptipadnéjSiho, plastiénost mathematické
mluvy. TyZ vyS$i pojem vyjadriti tu moznd casto velmi roz-
manitymi tvary mathematickymi, takZe na ptechodu od podoby
jedné k jiné vypadd jako bdjecny Proteus. A pravé v této
mnohotvarnosti a plasticnosti vyrazi takovyjchto spocivd nemaly
plivab, zviasté kdyz se ptihlizi ku podobnostem a protivim
formalnim, takZe se tu mnohdy vystopovati da i ziejmy moment
rythmicky, ba poeticky.

*) Srovnej: Dr. Em. Weyr, éasopis pro pést. math. a fysiky, IL pag. 115.
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Byt i tedy mnohy kol mathematicky povaZovati sc mohl
se zietelem ku konefuému jeho Fesenf za odbyty, pfec mize
poskytovati s hlediska formalniho dosti latky k vySetfovini
dalSimu, jez arci utilitarista pouhy povaZovati si dovoluje za
zbyteénou hricku, jakmile se mu podatilo vibec néjaké Feseni
provésti. Na doklad toho budiZ zde uvedena ttida jednoduchych
integrdlt smiSenych, zde zejména goniometrické funkce jsou
vyznacénymi, jelikoZ pravé tyto jednoperiodické funkce trans-
cendentni vynikaji tim, co dfive plastinosti jsem nazval, a sice
budtez zde predevsim rozebriny dva integraly

Jy = S X sinx dx, (1)
Jo =" X cos z dz, )
kdeZ ptedpoklidime, Ze symbol
X=f(x)

znadi zcela regularni funkei proménné w.

Jak patrno, moznd tu integraci podniknouti dvojim spi-
sobem a sice spojenim dz bud se sin., cos. nebo s X a pak
integrovanim po Cdstech.

V prvaim ptipadé obdrzime pro vzorec (1)

JXsinede =— Xcosx -+ f° X cos x do
a J X cosxde =X sinx— f X" sinxdx,
takZe spojenim obou vysledkdl povstane
JXsinxgde=— Xcosx -+ X sinxec— X" sinxdx;
zavedeme-li pak vSeobecné oznaceni
X® = ‘%f_f ,
obdrzime z posledniho vzorce
JX® sin x dx = — XM ¢os & XV sin g — f*X*+2 sin x dw, (3)
jehoZ mize se uziti ku koneénému fedeni, takie bude, spojime-li
¢leny dle stejnych faktort spolecnych,
S sinwde =-—cosxe[X— X" XV —..]
+sin e [X — X7 - XV —...]
zavedeme-li tu pak kratSf oznaleni
px) =X—X" XV — ...

takze ga)=X—X"+XV—.., 4
povstane tedy konecné
Jy = — @ (x) cos x -} ¢’ () sin . )

A ponévadZ zdroveh plati
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q‘n(w) — X — X + e
obdrZzime se zietelem k vyznamu fady ¢(x)
X = g(z) + ¢" (@)
coZ predstavuje differencialni rovnici stupné druhého
d%
o Ty =%
jejiz integral jest, jakoZ snadno se ustanovi,*) znaci-li C, a C,
vieobecné integracni stalé,
y = @(x) = C,cosx -+ C, sinx — Jycos x | J, sinz. (6)
Podobné obdrzime pro vzorec (2) napred
S Xcosede = Xsinzg 4 X'cosx — f X" cos xdax
a podlé toho vSeobecné
JX® cosxde = X® sinae -} XE+1 cose — fFXE+2 cos xdz, (T)
takZe pomoci tohoto vzorce snadno si zjednidme koneéné
S Xcoswde =sinz[X — X" 4 XV — . ]
+cosw [X — X XV — ]

vvvvvv

anebo zavedeme-li diivéjSi krats{ oznadent,

J. = g(x) sinx -}~ ¢’ (x) cos x; 8)
vzorec tento povstane ze vzorce (5) jako (7) ze (3), derivujeme-li
na obou strandch jen se zfetelem k funkcim goniometrickym ; oba
vzorce mozna pak zahrnouti relaci

S Xetvdy = e (@' — i) )]
V ptipadé pak druhém obdriime pro vzorec (1), zavedeme-li
oznaceni
SXde=X,, fXde=21X,,..., (10)
S Xsinxde = X, sine — X, cosx — f°X, sinxdz
a podlé toho vSeobecné
S X sinedie = X 4.1 stne — Xyqp 082 — X 15 sinaxde,
takZze se konetné obdrif
S Xsinwde =sinx[X, — X; + X; —...]
—cosz[X, — X, + X; —...];
poloZime-li tu pak obdobné, jako prvé,
v@=X,— X, + X, —...,
takze Y@)=X, — X, -+ X, —... 11 -
povstane pro integral (1) vyraz novy

*) Studnicka: ,Zakladové vysSsf math.« IIL sv. pag. 166, vzorec (18).



J, = '(x) sin e — P(x) COs 2 *), (12)
coZ srovndvd se uplné s vyrazem (9); & jelikoz
V@)=X—X,+Xs—..,
platf i zde
P(@) 4 v"(x) = X.
Zcela stejnym spisobem obdrzime konecné pro integral
druby vzorec
Jo = P(x) sinz - ¢’ () cos z, (13)
kteryZz ostatné pfimo se obdrzi ze vzorce (12), derivujeme-li
tam se zietelem k funkcim goniometrickym.
Konecné plyne ze soustavy (5) a (8) jakoz i ze soustavy
(12) a (13), uvedeme-li na c¢tverec & secteme-li na obou
strandch,

']82+‘]c2= (p‘2+q)l2=w2+.¢l2. (14)
A z tychz soustav plyne jesté, FeSime-li podlé ¢ nebo 1,
() = — Jycosx |- J, sin x = (), (15)

coz srovnava se jen s doplikem integralu (6) differencialni
rovnice prislusné.
Z funkei regularnich sem pfedevSim patii
X = e»,
takZe X® — gkew
a podlé toho plati

— pat —? 4___ J— e
9= el —at ot —. . )=,
ae®®
P'x) =e*(@a—a’+a’—...) :W;
i bude tedy podlé vzorce (5)
a8t & — oS X
1+ a® !
acosx —} sinx
l_l__a‘l k)
jakoZ jest i odjinud znimo. Ziroven tu patrno, Ze vyhovuje se
vzorci (14) i (15).

Jesinxde = e

Jecos x dx = e*®

*) Derivujem-li tu na obou strandch, obdrzime patrné
Xsinxw =" sinxc-+ ¢'cosxc— P cosx + Ysine= (Y 4 ¢") sinx,
tedy se zfetelem ke vzorci ndsledujicimu stejninu.
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Mdme-li na zfeteli vzorce (12) a (13), obdrifme tyz vy-
sledek. Jestli ddle

X = —;—,
takze plati, jakoZ zndmo, pro derivace vzorec
k!
X® :(_ l)k k1

obdrzime podle vzorce (5)
sinx 1 21
f - dm_—cosw[?——;{—{—— —..]

. 1 ! !
— Sthx [F-F—‘-F— . .].
Kdybychom v§ak zavedli ptislusné hodnoty do vzorce (8),
zjedndme si pro J, vzorec

cos X 1 4!
f = dm_sznx[—m-—w3+ —]
1 ! !
— COSW[F—?'—‘—-‘%—G—. .].

Zcela jiného druhu jsou vzorce, jeZ obdriime pomoci
vzorcl (12) a (13). Neb tu jest predevsim
X, = ﬁc_: lx -
@x

X, = Jlede =2 (e —1)
w2
X, =_j'x(lx-——1)da::7a—!-(lx_,2_

vieobecné
xk —
Xk —_— ——('IG—:T)-'— [lm' k—l]’
kdeZ zavedeno jest oznaceni
1 1 1
Nt = (k), — 3 *), + 3 (k)3 ‘—i'jc‘(k)k 3
i bude tedy podle vzorce (12) predevsim

/Sm,q, dm_—cosw[w(lx—N)_"l (lz — Ny) + ]

+ sinw[lm — (lw N,) + % (x — N,) _..]
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a zkritime-li v zdvorkich, fady s lz seéftajice,
sinx 3 x®
f o dac:cos:zc[Nl:)c—-—sz-—l—l\f5 —E)—r—]

2 4 6
--|—.~n'n:z:[1\72 %—N; —Z%—}—N,3 %’——]
Abychom pak obdrZeli vzorec pro integralkosinus, derivujme
podlé vlastnosti dfive vytknuté na pravé strané jen funkce
goniometrické, nacez obdriime

cos & .
f da:::——smw[Nac—— 33'+N55' .

x
6

wZ
-}—cosm[NzéT 44! +N —...]

Co se pak tyCe integralu, v némiz jest

X =z,
takZe
X8 — pk—1 gn—k
n-t+-k
X, =%
" SRRV
tu obdrZime snadno vzorce; odjinud znimé a sice podlé (5)
. o ot n  adh1 nb—1
Jarsin e de =« smw[z—_x_a_ p _]
—n coswrl—ﬁi n‘;‘l__“'l
x? x
a podobné podlé vzorce (8)
. - n nd—1  ps—1 i
J@" cos x da == x* cos x i -;c—a—-}_-—mg———J
~+ an sin x r1 ._@4_ "’4_:1__ ,
- & X .
kdezto by podlé vzorch (12) a (13) vyslo
. x"+l . x2 x4
nsmmdwz———smm[l —]
fm . +1 (n+2)21 (n+2)41
x"
0 1— —
(n+1)21 csw[ (n+3)21 +(n+3)"1 "']a

z kteréhoZto vzorce plyne pro n = o, pouZfjeme-li fady pro
sin. g cos. znimé,
Jsinade = — cos .
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A podlé vzorce (13) bude tu podobné

antl ot
fa:ncosa:da:—_mcosw[l (n+2)2-1 + (n+2)“ --—]
ant2

+(n+1)21 smw[l (n _|_3)21 +(n—|—3)“ —]’
z CehoZ taktéZ plyne pro n=o

x| 2
Jcos & de = cos x [m_ﬂ—i' 5] ]

. x?  xt | b .
+sz¢zx[—2—l—4T!+é—!—...]_sznw.

Ze posledni vzorce pro celistvé a positivni » poskytuji
fady zcela jiného rdzu neZli vzorce predchizejici, kde fakulty
majf negativni{ inkrementy, poznavd se velmi snadno. Ziroven
pak tu vidéti, jak rozmanité tvary se vyskytuji v téchto fadich,
jakmile rozlicnym splisobem providime tak zvand integrovani
po Céstech tam, kde gonimetrické funkce jsou obsaZeny v dif-
ferencialnim vjrazu. Konecné vSak jde z tohoto strucného
vykladu na jevo, jak opatrné nutno zachdzeti s nekonenymi
fadami, ma-li se obdrZeti vysledek nejen formélné, nybrz i realné
spravny, coZ zde vystopovati ponechdvime bedlivosti Ctendistva.

Poznamky k nekoneénym radam.

Studujfeim napsal
P. Cornelius Plch, T. J. v Bohosudové (Mariaschein).

1. ZuadiZ « thel na podstavé daného trojihelniku rovno-
ramenného, k, p¥isluSnou vysku ¢ili kolmici s vrcholu na pod-
stavu spuiténou, a poklidejmeZ podstavu jakoZto prvni rameno
daného thlu e.

Vedeme-li z paty kolmice %, na druhé rameno thlu «
kolmici k,, z paty kolmice %k, na podstavu kolmici k,, z paty
kolmice %, na druhé rameno kolmici %,, a postupujeme-li timto
spiisobem aspofi v mySlénkach tak dlouho, jak jen libo, vedouce
totiz pokaZzdé z paty posledni piimky, na jednom ramené dhlu
o kolmo stojfci, jestd jinou kolmici na druhé rameno téhoz
tblu, toZ tvot{ pomérnd ¢isla onéch n» bud skutecné, bud jen
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