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Treti koeficient rovnice (e)
B2 —4CF* — 4K = A*F? 4 4AFt 4 412 — 4CF? —4E = F? (A®> —
—4C) + 4 (AFt + 12— E) = (s +7o)22TT + 4+ 7) (s + u) +
2
+e— (40 (+w)] =T [+t +u—r)2— (@ + 1)

Vratime-li se s témito hodnotami koeficientii k rovnici (¢) a d&lime

D

. . 2r . -
ji prvnim koeficientem ~ " mame koneéné rovnici

n—26+t4+u—r)n+(+t+u—r2—@E +72)=0. (&)

Refenim rovnice (¢) obdrzime koteny

171.2=8+t—|—u—r:tl/t2+7‘2
neboli (pro znaménko —)

t4z=s+t+u—r—|BFr
a cyklickou substituci dal$i dvé rovnice

y—i—x:s—l—t-{—u—r—vm_ré,

z—l—y:s—{—t—}—u—r—vm.

Odeéteme-li postupné od soustu dvou rovnic rovnici t¥eti, dospé-
jeme snadno k feSeni Malfattiovu (I).

Upatnice a pseudotdpatnice IL

Zdenék Pirko, Praha. P

Clének je pokradovanim stejnojmenného &lénku otisténého
v ,,Rozhledech mat. p¥ir., 1935. Tam byla Gpatnicova a pseudo-
apatnicovd konstrukce aplikovana na t. zv. kiivky Laméovy
a sinusové spirdly a timto zptsobem odvozena fada kiivek zvlast-
nich. Zde ve formé& tloh (s nastinem ¥eSeni a s vysledky) podavidm
nékteré obecnéjsi vlastnosti téchto kiivek, ukazuji jejich souvislost.
Posléze pFipojena aplikace na kuzelosetky.?)

1. Obalovou kiivkou oo! ki¥ivek Laméovych indexu =,

-

1) Oba &ldnky budou uzavieny stejné upravenym ¢ldnkem o t. zv.
k¥ivkéch harmonickych, v jejichZ vytvarném principu jsou konstrukee
Upatnicové i pseudotipatnicovéd obsaZeny jako jednoducha metrické spe-
cialisace. :
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kde mezi parametry &, n plat{ vztah

E\P n\P
— —]—1=0
N (a + b -
. . " . np
je op&t Laméova ktivka indexu v = "t (Magnus).
Metodou Lagrangeovych neuritych soudinitelit nalezneme rovnici
hledané obélky ve tvaru (§)+ Y)'—1= 0. Zvid¥nt pripady: Ln=1,

p=1;v =} (Sohncke): Obdlkou ! pfimek, jejichZ useky na soufadnych
oséch &, n jsou vézény vztahem b& 4 an— ab = 0 je parabola, dotykajici .
se soufadnych os v bodech (a, 0), (0, b). Zvlis$t8 a = b; konstruktivné-
geometrické interpretace ulohy! 2. n = 2, p = 2; v = 1 (Frangois): Ob&l-
kou 001 elips, jejichZ poloosy &, n jsou pra,voﬁhlé soufadnice bodu elipsy

2
52 + — 1= 0, je ,,rovnob&Znik* 4 — i = —1= 0. Jeho poloha
Vzhledem k predchéazejici elipse; zvla,sté a= b' 3. n=2, p=1v=%
(Lorla.) Obalkou oot elips, jejichZz poloosy &,n jsou vazany vztahem

b& 4 an— ab = 0 je evoluta elipsy o poloosach ab“’/(b"' — a?), a?b/(b? — a?).
Zvléété a= b Obélkou oo! elips s konstantnim souétem poloos a jest astroida

P + y% — a3 = 0. Vyménime-li navz4jem n, p, dostaneme v tomto p¥ipads
v8tu (index » je symetrickou funkef veliéin n, p): Astroida jest obalkou
usecky stélé délky, ]eJiz koncové body se pohybuji po ramenech pravého
thlu. 4. n=—1, p= 2; y= —2 (Wieleitner): Obalkou oo! hyperbol
(jakych?), jejichZ sti‘ed se pohybule po elipse (které?) je eliptick4 stauroida.
Pripad ,,rovnoosé‘ eliptické stauroidy dostaneme pro a = b. Vyménime-li
navzijem n, p, dostaneme obdobnou vé&tu pro oo! elips; provedte! Atd.

2. Na Laméovu kiivku aplikujte konstrukei inversni ke kon-

strukei pseudotpatnicové (Loria)!

PovaZujme kiivku —5— p+ % L

Z jejiho obecného bodu spustme kolmice na soufadné osy; p¥imka spojujici

= 0 za zdkladni a oznadme ji I’Q(”).

jejich paty m4 rovnici —%-l— %— — 1= 0. Obélkou téchto p¥imek podle tilohy 1

jest Laméova k¥ivka IN®), pro ni¥ p, = 1/ (1 + —;’-) Pokradujice, dosta-

T ) atd. Sukces_ivni
14—
indexy jsou tvoFeny podle uréitého zékona, tento zdkon lze odvoditi také
z vyrazu v = np/(n + p).

3. Kiivka poldrné reciprokd ke kiivce Laméové vzhledem
k dané kuZeloseéce je opét kiivka Laméova. Rozsifte tuto vétu na
piipad polar vyssich!

n
Zakladni k¥ivka a ¥idici kuZeloseCka méjtez rovnice (—:—)n-i- (1/_) —1=

neme Laméovu k¥ivku I',#?, pro ni% p, = 1/ (1 +

b

L 2, 2
=0, (-:%) + (—%) — 1= 0. Rovnice k¥ivky poldrn& reciproké pak zni
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L _n
(“—f =1y (B)n=1_j _ 0. Zviédts a=a, B=b! Tak odpovidaji si
o

indexy 4, — 1 (parabole hyperbola), 2, 2 (elipse elipsa), §, — 2 (astroid®
elipticka stauroida) atd.

r-t4 polara bodu (2, ¥;, 2,) vzhledem ke k¥ivce F(z, y, z) = 0 je k¥ivka
se (symbolickou) rovnici (zl P + yl—a—a?; + 2 a—i (r)F = 0. Pro né48 pf¥ipad
tedy, vratime-li se k soufadnicim nehomogennim (t. j. klademe-li z2=z=1),
zni rovnice prvni poléry

Ly n—1 |, Y1 ,0n—1 — 0.
je to Laméova k¥ivka indexu (n—1) a ,poloos* (2,/a®" 2, (y,/b™" L
Druhou poldrou je Laméova k¥ivka indexu n — 2 atd.; obecné: r-té4 polara
Laméovy kiivky indexu n je Laméova kiivka indexu n — r (Timerding).
Je-li n ¢islo celé kladné, dosp&jeme timto postupem vidy k poléfe kvadra-
tické (elipse resp. kruZnici) a linedrni (pfimece); neni-li tomu tak, fada
sukcesivnich poldr nemé Zadné jednoduché ohraniéeni.

4. Dokaite vétu Beltramiho: ,,Rovnoosou* kiivku La-
méovu lze povaZovati za sinusovou spirdlu, vztdhneme-li Laméovu
kiivku k pfimkam isotropickym jakoZto k soufadnym osim!

Regulérni transformaci x = & + 49, y = & — in prejde rovnice ™ -+
4+ y™ —b™ = 0 na tvar (&4 in)™ + (£ —in)™ —b™ = 0. Zavedeme-li
polarni soufadnice rovnicemi & = g cos ¢, 7 = g sin ¢ a pouZijeme-li vty
Moivreovy, dostaneme z predchézejici rovnice

2™ cos mp = b™.
Zavedme postupnd jiné konstanty vztahy m = —n, 2b" = a™ a otolme
k¥ivku kolem poéatku o uhel zn/2n, obdrZime obvykly tvar sinusové spirély
" = a" sin np. UkaZte na n&kterych prikladech, jak pro sinusové spirdly
se modifikuji nékteré v&ty, vyslovené o k¥ivkidch Laméovych!

5. Logaritmickou spirdlu lze poklddati za spirdlu sinusovou

pro lim » = 0 a tedy, podle véty Beltramiho, za zvlastni piipad
-kiivek Laméovych (Allégret)! '

Najdeme nejd¥ive rovnici vSech k¥ivek, pro které uhel 9, ktery svird
teéna ki¥ivky ¢ = f(p) s odpovidajicim pravodiéem, spliiuje dany wvztah
¥ = F(p). Diferencialni rovnice téchto kiivek jest tg F(p) = g/o’, kde ¢’ =

do . .
. . tg F(p)
= dg/dg, a tedy rovnice poldrni ¢ = ce . Pro F(p) =a + np nalez-
neme sinusové spirdly " = ¢" sin (@ + ng), obvykly tvar ziskdme otoéenim
k¥ivky kolem poéstku o thel a/n. Ptéme-li se, za jakych podminek plati

de . . .

——*__ =k, najdeme jako postadujici podminku, aby F(p)= & =
ftgF((p) ¢, naj jako p jici p . y F(p)

= arctg k! = konst., co¥ je charakteristickd vlastnost logaritmickych
spirél o = ¢e"?. Porovnénim rovnic # = a + np a ¢ = arctg Bt plyne pro
logaritmickou spirédlu jakoZto spirdlu sinusovou podminka n = 0.

6. Budiz f(z, y) = 0 bodovd a F(u,v) =0 teénova rovnice
kiivky zdkladni. Upatnici resp. pseudofipatnici kiivky zékladni
v bodovych soufadnicich &, » dostaneme, poloZime-li ¥ jeji rovnici
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tednové

resp.

o
BN

Aplikujte na kuZelosetky!

Vztahy tyto obdrZime snadno, kdyZ vyjad¥ime analyticky konstrukei,
ktera od krivky zédkladni vede na tupatnici resp. pseudoupatnici. Bodové
rovnici kuieloseéky @ 4 gy + 20,7y + 20,7 + 204y + ag3 = 0 odpo-
vidé teénové rovnice A, u? + Ayv? + 2A4,uv + 2455u + 24,50 + Agzg = 0,
v ni¥ Ai jsou dopliiky diskriminantu kuZelosetky 4. Rovnice upatnice
jest Agy (82 4 722 — 2 (AyE+Ayem) (&2 + 7?) + A48 + Agn® + 241550 = 0,
pseudoupatnice Agyé2n? — 2 (Ayeé + Asn — Ayp) &n + Ay, 4 Ajn® = 0.
Vysetiete!

7. Na zdkladg vysledku lohy 6 dokaZte vétu Maclaurinovu:
Upatnice kuzelosetek jsou obecnd k¥ivky stupné &tvrtého. Je-li
zakladni kiivka parabolou, jsou stupné tietiho. Stupné druhého,
a to kruZnici, jsou tehdy, je-li pél v ohnisku kuzelosetky; je-li nad to
kivka zdkladni parabolou, jsou stupné prvniho.

Vysledek tlohy 6 ukazuje, Ze upatnice kuZelosetky ]e obecné krlvka
étvrtého stupnd. Aby byla stupnd tfetiho, je nutné -a stati, kdyz Azy =0,
t. j. zékladni k¥ivka jest parabolou; rovnice tpatnice pak zni 2 (A€ +
+ Aym) (82 + n?)—A,,62—A,0m? — 24,,En = 0. Aby tpatnice byla stupng
druhého je nutné a staéi, maZeme-li psati 4,52 + A, + 244,én =
=1 (&8 + %%, t. j. kdyZ plati 4,, =0, A;; = Ay, = A. Dokd’eme vsak
snadno, Ze jsou to nutné a postadujici podminky pro to, aby kuZelosedka
méla ohnisko v poddtku, t. j. v pélu; rovnici Gpatnice miizeme pak psiti ve
tvaru (& + 7%) [Ag (82 + %) —2 (Al,,f + Ayn) + A] = 0. Je-li nad to
Agg = 0, zni rovnice tGpatnice (£2 + 72) [2 (4;5E + Agsn =0, q.e. d.

8. Vyslovte obdobu k v&té tlohy 7 pro pseudotpatnice!

Vysledek tlohy 6 ukazuje, Ze pseudoupatnice kuielosecky je obecné&
kiivka étvrtého stupné. Aby byla stupn® t¥etiho, je nutné a staéi, kdyZ plati
jeden ze t¥i vztaht Ay, = 0, A4,y = 0, Az, = 0; zédkladni kuZelosedka se
dotykd jedné z os souradnych nebo pfimky nevlastnf (je parabolou). Aby
byla stupné druhého, je nutné a stali, aby platily dva z pravé napsanych
vztaht soudasné. Plati-li vSechny t¥i vztahy soudasné, mé rovnice pseudo-
upatnice tvar &7 (Ayé + Aygn — A,5) = 0. Vyslovte vétou!
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