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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Problém Malfattitv.
Dr. Otakar Kodl, ValaSské Mezif‘iéi

Tento problém zada, aby se do daného trojahelnika ABO
vepsaly t¥i kruZnice, z nich# kazds se dotyké druhych dvou kruZnic
a dvou stran trojl’lhelnika. :

Jeho fefenim se zabyvalo mnoho matematiki jako Gergonne,
Lechmutz, Zornow, Schellbach, Mertens, Catalan, Si-
mons, Steiner, Pelletrau Lebon (viz tasopis JCMF, XIX,
str. 47) a u nds Fesil j jej trigonometricky dr. K. Rychlik (Casopls
JCMF XL).

V obrazci znadi O st¥ed kruZnice vepsané trojuhelniku ABC,
0,, 0,, O, stiedy krugnic Malfattiovych, D, E, F paty kolmic

R

) O
K

/

A_x 0 E F___y 8

S
Kreslil 0. Kodl. Archiv JOMF.

snustenych s bodt O, O, O, na stranu "AB, G a H paty kolmic
s bodit Oy a O na BC a K ( patu kolmice s O, na O,F.

Déle je AD = «, BF——y,OG—z AE = s, BE = t,CH = u,
r polomér kruZnice vepsané a ry, 7,, 3 polomery Ma],fattwvjrch
kruznie.

Z obrazce je patrno, #e O,K = | ry—r, |,
0,K = V(’l F 1) —(rp—m) = 2V’1"2-l)
1) Symbol /™ znadi nezdporné &islo.
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Z podobnosti trojtihelnfka ADO,, AEO plyne r, = ? a cyklicky

yr i
i
Tim jsme vedeni k rovnici
x+y+2l/rlrz._s+t

anebo, dosadime-li za 7, a 7,

Ty =

z+y+ 2 “S’f s+t (1)
a cyklickou substituci k dal§im dvéma |
y+z+o|/L=i+u, (2)
tu
1/2=
24+ x -+ 2r E§=u+8' (3)

Piivodce tlohy, italsky matematik Malfatti, uvefejnil feSeni
této soustavy t¥{ rovnic o tiech nezndmych z, y, z ve tvaru:

2 =8+t+u—r-+ l/r2 Fe—|rrF 152—1/7'2 + wu?,
2y—s+t+u—r——v'r2+82 Vrz—i»tz l/r2+u2 (X
22 =s-+1 —}—u—r—l/rz +82—~Vr2 + 2 4 Vrz + u?

(Viz A. Adler: Theorie der geometrischen Konstruktionen, str. 11.)
Dosadime-li tyto hodnoty do systemu (1) (2), (3), vyhovuji.
Zpusob kterym Malfatti nalezl felent, neuvere]ml a pravi

o ném, ze je velmi slozity.

Podédvam v tomto &lénku zplisob, jimZz jsem soustavu (1),

(2), (3). roz¥esil ryze algebraicky.

Rovnice (1) je vzhledem k Vy druhého stupné a dava

Vy =— Vsti]/—+s+t

podobné z rovnice (2) plyne

V_=~Tl/tu i]/——i—tJru—z

Utzijeme-li u odmocnin znamenek + (vzhledem k tomu, %e V§> 0)
pak pravé strany obou poslednich rovnic vedou k rovnici o nezna-
mych z a z

—rl/-gt—+rl/'t;f4— @+s—l—t——x+-l/—+t+u—~z
p2 . et e L e L _'

I



Tuto rovnici umocnime dvéma, ¢im% vznikne '

2r2] [ a2
— @—{—x—}—z—s—Zt—u—

=_2VK5_Qx+s+4U£—ﬂz+t+ﬂ. ()

Z rovnice (3)

2%
z+x+2r“/%=u—|—s
uréime vyraz

ot 1z [2+z2—(s+u)lr

¢ su ¢

a dosadime-li do rovnice (x), mdme

_r_)_____(s +tu)r—(s+ 2t + u) =

x—|—s+t][(r—;——l)z+t+u].
Oznatime 1 + % =A,

—@itm—(s+2t+u)=B,

a provedeme-li nasobeni na pravé strané posledni rovnice pod
odmocnitkem, je

(x+2) A+ B=

B P TR

2
HE)et it roeta. (@)
Ponévadz :
_V stu
_ "= s+t+4+uw
je :
r_z_l_u—s—t—u_ s+t
st s+t+u s+t+u
a podobné
r? N t+u
u T sHt+u

1* . ‘D3



Pak je

re re s+ @+ u
R

a rovnice (8) nabyva tvaru

(x+2)A+ B=
= G+HE+u) [stu—(@+a)]
“—21/ (s +t + up [ 2 ] su—

_ (4t +u)
s + t+u
pii ¢emz jesté uzito dosazeni

vr — [fiza: (€ +_z>]2s-u,
2r

(x +2) + (s + 8) (£ + ), () -

plynouciho z rovnice (3).

Polozime-li x +z=1n, s +u=7F
(s+t)(t+u)su_(s+t)(t+u)=0
4(s+t+u2r 4t (s+t+ u) ’

(s +1) @+ )
etitw PP
pak rovnice (y) zni :
Ay + B=—2]/C(F—n)?*—Dy+ E. (9)
Rovnici (6) umocnéme na druhou, éimz vznikne rovnice v 5 stupné
druhého
\ A 4 24ABn + B* =4C (F —)*—- 4Dy + 4E
a po upravé
(A2 —4C)n® + 2 (AB + 4CF + 2D) n + B* — 4CF? — 4E=0. (¢)
Do vyrazt pro koeficienty rovnice (¢) dosadme za veli¢iny A4, B,
C,D, E a F jejich pavodni vyznam.
Obdrzi se tim o

(8+t)(t+u)=

jezto B = — (AF + 2t), je
AB + 4CF + 2D = — A (AF + 2t) + 4CF + 2D = — F (42—

—40) —2(At—D)=— (s + u) —2; — 2 [t + r— (Z':f)t(t-:‘::f)]z

=—(s+t-|—u—-r)szT.

D4



Treti koeficient rovnice (e)
B2 —4CF* — 4K = A*F? 4 4AFt 4 412 — 4CF? —4E = F? (A*> —
—4C) + 4 (AFt + 12— E) = (s +7o)22TT + 4[4+ 1) (s + u) +
2
+ 08—+ 0+ w)] =T [+t +u—r)2— (@ + 1)

Vratime-li se s témito hodnotami koeficientii k rovnici (¢) a d&lime

D

.. - 2r . .
ji prvnim koeficientem " mame koneéné rovnici

n—2 +t+u—r)n+@+t+u—r2—@E+7)=0. ({

Regenim rovnice () obdrzime koteny

771.2=8+t—{—u—r:tl/t2+7‘2
neboli (pro znaménko —)

:c—{—z=s4—15—!—1/,—7'—]/1‘,_277i
a cyklickou substituci dal$i dvé rovnice

y—f—x:s—{—t—l-u—r—]/z—cz——i?_ré,

z+y=s+t+u—r—vm.

Odeéteme-li postupné od soustu dvou rovnic rovnici t¥eti, dospé-
jeme snadno k feSeni Malfattiovu (I).

Upatnice a pseudotdpatnice IL

Zdenék Pirko, Praha. P

Clanek je pokradovanim stejnojmenného &lanku otisténého
v ,,Rozhledech mat. ptir., 1935. Tam byla Gpatnicova a pseudo-
upatnicovd konstrukce aplikovana na t. zv. kiivky Laméovy
a sinusové spirdly a timto zptsobem odvozena fada kiivek zvlast-
nich. Zde ve form& tloh (s ndstinem Yefeni a s vysledky) podavam
nékteré obecnéjsi vlastnosti téchto kiivek, ukazuji jejich souvislost.
Posléze pFipojena aplikace na kuzelosetky.?)

1. Obalovou kiivkou oo! k¥ivek Laméovych indexu =,

B

1) Oba &ldnky budou uzavieny stejné upravenym ¢ldnkem o t. zv.
k¥ivkéch harmonickych, v jejichZ vytvarném principu jsou konstrukee
Upatnicové i pseudotipatnicovéd obsaZeny jako jednoducha metrické spe-
cialisace. :
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