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my — x?

Y
y="2" 2my — x*°’

sméfujfef k témuZ bodu osy # majicfmu dseCku — #,, DfindleZejf
bodlim lezfcfm na ktivce (1). '

Rovnice (1) znaéi patrné hyperbolu, jedna asymptota jejf
jest rovnobéznd s osou y ve vzddlenosti — z,, druhd dotykd se

paraboly », a smérnice jeji md hodnotu %—

Vsecky takové hyperboly oskuluji se v O, majice v bods
tom % za polomér kfivosti. Pro x, =« piejde hyperbola
v parabolu z* = my.

Casparyho nové véty z geometrie trojuhelnika.
Dokazuje
A. Libicky,
professor na Kral. Vinohradech.

(Dokongeni.)

10. Z trojuhelnfka B, B, B, odvodime je§té jeden dileZity
trojahelntk. Vedme v A B, B, B; mediany B, G, B,G a B, G
(obr. 7.) a ustanovme priseéftk C; prvnf z nich 8 pFitkou 4, X,
dale prisetik C, druhé s 4, X a prisetik C, tieti s .4, X. Rovnice
hodd C,, C,, C, nalezneme z rovnice (4). VloZice tu za z,, #,,
x, hodnoty soufadnic bodu A4,, totiz 1, 0, 0, za =z, ,,
hodnoty soufadnic bodu X: z,, z,, 2,, za ¥,, ¥,, y, souFadnice
bodu B,: =z, x;,x, a za ¥, ¥,, ¥, soufadnice bodu G: 1, 1,1,
dostaneme rovnici bodu C; ve tvaru:

0, z, 1 %y, %y, 1 Ty, 2y, 1
¢, 01:'_ Tyy Ty 1 A1+ 0, z, 1 Aa+ 0, Ty s 1 As'
Xy, Ty, 1 0,7, 1 0, 2,1

Hodnota prvnfho determinantu jest

xy — ay 1, + @ By — T = (7, + 2,) (T, — ) — x, (%, — T5)

=(—2= +x2+zs)(a’2*‘xs); :
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drubhy determinant rovnd se soucinu z, (», — «,) a tieti soudinu
Z, (2, — x,); tudiZz jest rovmice bodu C,:

¢, O = — (@, — xg) (— x, + 2, + 25) 4, — =z, (2, — x,) 4,
— & (x, — @) 45,

aneb, nerovnd-li se z, — z, nulle, konecné

(25a) ¢, C) =(—z +x, +2) A + 2, 4, + 2, 4,
kde ¢, =c\:— (v, —x,).

Obr. 7.

TymZ zpiisobem vyhleddme rovnice bodd C, a C,; jsouf pak

(260) G =z 4, + (x, — 2, +2,) 4, 2, 4,,
(250  ¢0C = z 4, + 2, 4, + (%, + 2, — x,) 4.

Je-li ve zvlad$tnfm piipadé bod X bodem Lemoine-ovym,
jest trojihelnitk C,C, C, druhym trojihelnikem Brocardovym;
vrcholy jeho jsou priméty sttedu kruZnice opsané trojihelnfku
4, 4, 4; na symediany jeho.

Spojime-li body C,, C,, C, s témi zdkladnfmi body 4,,
4,, A, se kterymi jeSté spojeny nejsou, vzniknou piitky A4, C;,
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4,C, 4,C,, 4,C;, 4,0, 4,C,; priseken jich obdrifme nové
body, z nichZ zvldsté vytkneme :
prisetfk M’ ptitek 4,C, a 4,C,,
» M, A C, adC0C,,
» M » A C a A C

Souradnice jejich ustanovime snadno, uzivajfce Gmér (3);
pro bod M’ jest

A M, M A =z, (2, + =, — &),

prihlizime-li k tomu, Ze piicka A, M’ prochdz{ bodem C, a Ze
tedy mizeme vzhledem k bodu M, pouziti druhé dméry (2),
kladouce v nf za z, a x; prvnf a tet{ soufadnici bodu Cj.
Podobné plyne z hodnot pro soutadnice bodu C, dle tietf
iméry (2)
A M, M, Ay = (2 — 2, + ;) : 2, ;
tudfz dle (34) platf pro soutadnice m', m,, m, bodu M
uméra
mymy imy = e 2 (B — %y 1) 1 @, (¢ + z, — x,)
=z (@ — %y %) (2, + %, — ;).

Rovnice bodu M’ znf tedy

32, M =2 A, + (%, — 2, +x,) 4, + (%, + 2, — x,) 4, ;

podobné jsou rovnice bodd M, M, totiz
(26) Se, M" = (—», + 2, -+2,) 4, + 2, 4; + (x;, + x, — %,)4,,

3z, M = (— @, + 2+ %) 4, + (2, %—I—w‘)A + 2,4

Uvézime-li, Ze stfed hmotny G jest ddn rovnjcf

3G =4, + 4,4+ 4,
obdrzime z téchto rovnic
3a, (M — = (&, — ;) (4; — 4,),

3, (M — G) = (& — ;) (4, — 4,),
Bx, (M — @) = (2, — 2,) (4, — 4)),

t. j. UseCka GM’ jest rovnobéina se stranou 4 A4, a tudiz
i s dsetkou XB,, tlsetka GM” || XB,, lsetka GMm” XB,.
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Piicky A, M’, A, M”, A, M"” protinaji se v jediném bodé M;
dle prvnf Gméry (2) jest totiZ

A My M Ay = () + 2, — 33) : (8, — %, + @)
. & podobné

Ay M ML A, = (— @, + 2y + ) (@, + 5 — 1),
A MY MY A, = (@ — 2y + ) (— 2+ 7+ 7y),
~ soudin tchto pomérd rovnd se pak 1.

Soufadnice bodu M (m,, m,, m,) plynou pak opét z né-
které Gméry (3); nahradime-li na pf. v uméfe (3a) pomér
Py i ps pomérem (z, + &, — ;) : (T, — @, + @;) & pomér ¢;:q;
pomérem (— &, + x, + ;) : (¢, + @, — x,;), obdrZime, krativie
difve vyrazem (z, + %, — «,), Gméru

my iy i my = (— T+ Ty @) L (2, — @y + @) 1 (2, Ty — @)
Jest pak rovnice bodu M:
@) aM=(—= + 2+ )4, + (x; — 2, +2,) 4,
@y @y — ) 4 (=2 + @, + o).
Bod M jest tedy bodem anticomplementdrnim bodu X; je-li

- ve zvlaitnim pifpadé bod X sttedem kruznice trojihelniku
A, A, A, vepsané, jest bod M bodem Nagelovym.

11. Stiedy O’, 0”7, O’ stran B,B;, B;B,, B, B, troj-
thelnfka B, B, B, majf v soustavé 4, 4, A, rovnice

200 =2 (B, By) = (@ + ) 4, + (2, +2,) 4, + (2, +2,) 4,
220" = x (B, + B,) = (2, + @) 4, + (%, +,) 4; + (%, 25) 4,
200" =z (B, -+ B,) = (%3 +x,) 4, + (¢, + ;) 4, + (x4 ;) 4.
Vedme bodem O’ rovnob&iku ke strané 4, 4, a bodem 0"
rovnobézku k A4, 4,; obé& tyto rovnobézky sekou se vbodé O,
jehoz souiadnice o,, 0,, 0; ustanovime takto:

Ponévadz jest 0’0 || 4, 4,, plati iméra
00,:4,0,=00,:4,0,,

jsou-li O, a O, priseéné body piitek 4,0 a 4, 0’ se stranou
4, A,. : . , :
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Piihlizejice k rovnici (2¢) pozndme, Ze z rovnice bodu O’
vychdzi pro druhy z téchto pomérd (0’0 : 4,0, hodnota
(2, +,):2¢; pomér O0O0,:4,0, mizeme pak vyjadfiti dle
rovnice (2¢) pomérem

01 : (01 + 02 + 03)7
tudfz
0,1 (0, + 05 + 05) = (e, + ;) = 2.
Podobné& vyplyvé z rovnice bodu C” dméra
0,1 (0, + 0, + 05) = (2, + ) : 2w;
mizeme tedy psdti
0200y = @y + 23) 2 (w5 7)) (B, + 7,),
a rovnice bodu O jest
28) 220 = (z, + &) 4, + (&, +x) 4, + (z, + ;) 4.
Z predchizejici améry jde, Ze

0y 1 (0, + 0 + 05) = (2, + 2.): 2,

coz jest dle obr. 1. hodnota poméru OO,:A4,0,; z rovnice
bodu O pak plyne, Ze

00y 4,07 = (2, + 2,) : 2z,
je-li O; prisetik prléky 4,0 se stranou 4,4,. Srovnénfm

Vychazi
L OO | O3 — Ornou/,A Om

t. j. téz -rovnob&zka, vedend bodem O ke strand 4,4,, probih4;
bodem 0

. Hoduoty soufadnic bodu O poutujf nds o tom, Ze bod ten
jest | bodem complementarmm bodu X,

. Ukézeme ‘jeste,  ze bodem O prochﬁzeji ptimky C M,
C M" G Rovnice bod& C,, M’ g O jsou totiz:

(u"—\f\’f 4 B, + 21;) C) = (— @,y ta,) A, + 2,4, -+ %54,

a"#f:” " 3, M = 2, A, +(,— z, —|—-w3)A2—}-(x1+x2 %) 4;,
220 = (x,~+,) 4, + (#5+,) Ay + @+ a,) 4y
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ndsobime-li tieti z téchto rovnic —1 a seéteme-li pak vSechny,
obdrZime
(—=x, + 2w, 4 2x,) C, + 32, M’ — 220 = 0,

t. j. body C,, M’ a O lezf v téze piimce. Podobné dokdzeme,
" ze lezl na jedné piimce jednak body C,, M”, O, jednak body
QU 1"1’”, O‘

Trogiihelniky C,C,C, a MMM’ jsouw homologickyms vzhle-
dem ke stredu O.

Jind véta Casparyho jest: Body X, G, M, O jsou poloZeny
na jedné primce. Rovnice téchto bodi jsou totiZ:

22X =2 A+ z,4, + x4,

3G =4, + 4, + 4,

aM = (—, 2, +x,) 4, + (#,—2,+x;) 4, + (2,3, —2,) 4,
220 = (#, +2,) 4, 4 (%, + ) 4, + (@, + 2,) 4

z téchto rovnic odvodime bezprostiedné tyto tfi rovnice (pii
c¢emZ rovnici pro 3G' ndsobime rovnicf x =z, + =z, 4-z,):

X4+ M—20=0,
92X — 3G + M =0,
3G + M — 40 = 0.

Rovnice tyto lze psiti téZ takto:

X—0=0—M,
2X—G) =G— M,
4G—0=G— M.

Prvof rovnice ndm pravi, Ze bod O rozpoluje tsetku A/X;
z druhé a z tiet{ rovnice pozndvdme, jak sestrojiti body M a O,
jsou-li ddny body X a G. Abychom sestrojili anticomplemen-
tdrn{ bod - M, prodluzme dsetku GX a vnesme na ni smérem
protivoym ke sméru od G' ku X délku GX dvakrite; koncovy
bod takto vnesené délky jest hledany bod M. Complementdrnf
bod O sestrojfme pak bud rozpllenfm dse¢ky MX nebo pie-
nesenim polovice tisetky G X od bodu G ve sméru protivném.

12. Strany trojahelnikd B, B, B, a C,C,C,, dostatetné byvse
prodlouZeny, sekou se v novych bodech, z nichZ zle uvedeme
tyto t¥i (obr. 8.):
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prisetitk L’ stran B,C, a B,C,,
» L" , B,C a BC,
. L7 , B, a B,(C.
Soutadnice téchto bodl ustanovime opét z rovnice (4),

kladouce v nf nejprve za z,, x,, z, po fadé hodnoty z,, x,, x,,
za &, ¥, «, hodnoty =, ®,, (w, 42, — ), 28 Y, ¥, ¥,

Obr. 8.

hodnoty w,, «,, x, a za yi, ¥, ¢, hodnoty =, x—ax,+x, =,
tim dostaneme pro bod L’ rovnici

1

0) (Eg, ocl
I = — | 2y(xy — ) @y, @ — x, - xy | A,
wy (g — 23) + (25 — ), @, Ly
@y (X — ;) %y, z,
+ 0) Lyy X — 2+w3 A2
—, (g — 23), Xy; Ly
xy(wy — ) + (2 — 2,), 2, ,
1
+ xy (03 — ), Ty, X, — T, + x5 | Ay
0, T3) ) ’
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Prvnf determinant na pravé strané této rovnice pozménfme
takto: Prvky druhého sloupce ndsobme =z, a prvky tiettho
sloupce «,, rozdil téchto soulini pripottéme pak posloupné
k prvkim sloupce prvnfho; tfm obdrzime

'x‘lw:! —w;'i 1122, xl 1,132, x[
2 — 2 : :
Tply — 7, &y, B — @, + x| = (Ryxy —x)) | 1, 2y, @ — @ty |.
2
Loy — Lyy Ly, Ly 1, oy, Ly

Pri¢teme-li k prvkim tiettho sloupce poslednfho determi-
nantu nejprve prvky prvniho sloupce nisobené x, a odetteme-li
pak od téchto souttd posloupné prvky druhého sloupce, naby-
vime determinantu

1, z,, @,
1’ wl’ mS b
1) ws’ Ly

ktery dle rovnice (12a) byl oznalen &. TudiZ soutinitel u A,
v rovnici pro L’ rovnd se —(x,x, — x})&. Soudinitel u A4,
jest pak

x, (ey—;), oy Ty Ly — Xy, Xy &y
0, T @ —&, 5| = @, 0, @y, Ty ;
— 2y (X—), Xy, - % —(xy—y), X Ly

odeéteme-li v tomto determinantu prvky druhého sloupce od
prvki ttettho sloupce, dostaneme

Ly ——Xyy Loy L — X,
0, @y, — (2 —) | -

—(x—a3), %, 0

Ptipotteme-li tu jesté prvky tietfho sloupce k prvkidm sloupce
prvnfho, zménf se tento determinant ve

= (@), %), 2 —, L, @, 1) —x,
—(@y—ay), @)y —(@,—25) | = — (2, —%) |1, &, —(,—x)|.
—(@y—a5), @, 0 1, =, 0

Ale poslednf determinant jest opét &’, jak se snadno piesvédéime,
prifteme-li k prvkim tfetiho sloupce prvky sloupce prvnfho
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ndsobené z,. I jest soudinitel u A, v rovnici bodu L’ roven
vyrazu —,(w, — x,) .
Souéinitel u 4; jest konelns

Xy (y—5) + 2, (X, —1,), @y, &, _
Zy(Ly — ), @), T—Ly—y
0, z,, z,
Zy(X,—,) + 2, (xy—2,), xy, X —,
= (10, — ), @y, —(@,—wy) | ;
0, @y, 0

rozlozime-li tento determinant dle prvkd poslednf fadky, shle-
ddme, Ze se rovnd

@, oy —xyy  @y(ag—aey) |- @y (2, — 7))
’ —xy)y &, (0, — o)
— (@, — @) l X —y, Ly (y—ixy) + o, (2,—ax,)
— X%y 3 .
' : | ls X,

= @y (=) [, (20, —x,) -2y (0, —,) @, (03 —2x, ) | =2, (22, —a,) &,
médme-li zfen{ k rovnici (12a).

Jest tudiZ rovnice bodu L’, délfme-li spolecnym Cinitelem &,
ktery se nerovnd nulle,

VL= — (xwy—a}) A, — @y(0,—xy) Ay ~+ o05(cg—ac;) Ay 5
podobnym zpiisobem uréime soufadnice bodd L” a L’”’, totiz

(29) VL = w (w,—a,) 4, — (way—ac;) Ay — @y(wg—ax,) Ay,
VL = — (0 —ap) Ay ey (2, — @) Ay — (12, — ) Ay

S body L’, L”, L souvis{ konetné dalsi tfi body, jichz
rovnice jsou jednoduché; jsou to:

prisetitk X’ pfieek A,L” a A,L",
» Xt AL a AL,
. X . AL a AL
Abychom ustanovili soufadnice prvnitho z nich, pouZijeme
opdt fiméry (3b); ponévadZz totiz body X' a L” leil na téze
piitce A,L”, pifsludi jim spoleény prisetik X, této piitky se
stranou A, 4, kteryz bod se tedy stotoZiuje s bodem L), i lze
' pséti dle druhé rovnice (2) iméru . o
19
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A, X, Xod, =170,
aneb, piihlizfme-1i k druhé vovnici (29) bodu L, téz
AX XA =2 —a,

Podobne body X’ a L’ jsou poloZeny na téze prléce AL,
tudfz dle tieti rovnice (2) platt

AX X4, =11
¢ili vzhledem k rovnici bodu L’ téz
A X, X4, =a,: —
Vlozfme-li tyto hodnoty za g,:q, a za r, :7, do (3b), obdrzime
X Xy, = — & ixy

a rovnice bodu .\’ jest
' (o, 2+ 2) X = — a4+ x,d, + x,4,.
Rovnicé boddt X’ a X vyhleddme podobné; jsouf pak:

(), — 2, +25) X" =2 A, — 2,4, + 4,

(2, + y — ) X" =, A, + w, Ay — x, 4,

Z téchto rovnic plyne: Body X', X", X" jsou body alge-
braicky pridruZené &k bodu X.
~ Jeli ve zvlatnim pFipadé bod X stredem kruZnice, z4-
kladnimu trojihelnfku vnit¥ vepsané, jsou body X’, X", X stiredy
kruZnic, témuz trojihelniku vné vepsanych.
Z rovnic bodlt B, X', G,, totiz
xB, =, A, + x4, + x, 4,
(——w.l +a, +a) X = —axd +a,dy -,
2G, = 4, + AJ,

vychdzf, nasobima li tietf rovnici souttem x, 4 =, a ode’iteme-li
i pak od souétu obou prvnich, rovnice :

wB +(""7’1 +w2 -t ay) X7 “—2(9”2 +w.;) Gl:ov

_"t ] body B,, X' a G, le¥i na jedné primce. Tymi zpisobem
" dok4zeme, Ze jsou poloZeny na jedné pﬂmce jednak body By
D. ¢ a G,, jednak body B, X a Gy,
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Snadno mizeme téz ukdzati, Ze body .Y a X’ jsou har-
monicky sdruzené vzhledem k bodim A, a X, ; podobné jsou
body X a X” harmonicky sdruZené vzhledem k bodim 4,
a X, a body X a X vzhledem k 4, a X,. Z toho plyne Jed-
noduché sestrojeni alﬂebzalcky prxdluZenych bodd X', X/, X"’
je-li din bod X.

Na Krél. Vinohradech dne 5. biezna 1901.%)

Jak treba zvoliti vazby a sily, aby soustava
jimi dana dala se realisovati,
o Napsal
Arnost Dittrich v Praze.
v (Pokracovéni:)

§ B. Véta treti. Obsah prvé Casti véty tietf, kterd pravi,
%e, lze-li realisovati jistou dplnou soustavu, lze téZ realisovati
kazdou soustavu shodnou, jest ndsledujici.

Cité-li pivodnf soustava » hmotnych boddi, z nich% v-ty
md soufadnice «,, ¥,, 2, hmotu m, lze realisovati téz sou-
stavu Citajief » bodd, se soufadnicemi z,,, ¥,.,, %, hmotami
m,, kterou lze piivésti vidy do kazdé polohy w,,, ¥,., 2,4, jeZ
z polohy z,, y,, # vznikla néjakym poSinutim a otocenfm. M4-li
pivodni soustava vazby @, (z, ¥y, 2) sily X, (z,¥,2), Y, (x,¥,2),
Z,(x,9,2) mé novd soustava tytéz vazby a sily

P (), Y15 2)y Ko (21, Y15 21)s Y,,_(%, Yy 2)s Ly (2, 9, 31);

~ Soustavy, jeZ jsou v tomto poméru, nazveme v dals$im shodné.
Z definice shodnych soustav plyne, Ze vazby musi miti

*) Q vétdch Casparyho a:jinych vétdch s nimi souvisicich pojedni-
vaji téz ¢lanky ,Zur neueren-Dreiecksgeometrie od F, Casparyho a ,Sur
" quelques nouveaux theorémes relatifs au triangle* par M. L. Ripert, jeZ
jsou uverejnény v I. svazku tfeti fady ,Archiv der Mathematik und Phy-
sik (1901); pfZepsany, sepisuje pfedchdzejict é]ének neznal téchto pOJed
ninf, jezto vysla’ teprve 2. dubna 1901,

19%
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