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Rovnice polar piisludnych k polim m,, m,, m, jsou
M, =b% e+ a'ny—ri= Os
9 M, = b, 2 -} a’py — r?
M, =b%,x + a’py — r? _0.
Resultant této soustavy rovnic

b2¢,, a’yy, —r? oy 1
4= bg‘za “"721"""2 =—a®?. | & 9, 1|;
b, a'ny, —r? &y 1

jeZto pak determinant tento dle rov. (8) rovnd se nulle, jest
i 4=0, proceZ polary M,, M,, M, protinajf se v bodé spo-
leéném m. Ze bod tento jest pélem polary M, vysvitd jako p¥i
kruZnici.

TytéZ véty maji platnost pro hyperbolu i parabolu, a dikaz

vede se zcela analogicky.
(Dokondéent.)

O racionalnich pomérech obsahli nékterych téles
soustavy krychlové,

Napsal
losef Fiirst,
professor v Opavé.

Tti tvary soustavy krychlové, totiZ krychle, ctyrstén (te-
traéder) a osmlsten (oktaéder) jsou jakoZto mnohostény pravi-
delné z geometrie zndmy, a proto v kritkosti promluvime zde
o pomérech obsahil jejich, jsou li sobé navzijem vepsany.

Jak 'znidmo, maji jmenovand télesa po tfech rovnych, na
sobé kolmo stojicich osdch, které v krychli spojuji stiedy prati-
lehljch stén, ve étyrsténu stfedy protilehlfch hran, v osmisténu
protilehlé vrcholy. VpiSeme-li do krychle &tyrstén a zdroven
osmistén, jsou osy krychle vSem spolecny.

~ Ctyrstén vpSeme do krychle vedouce v kazdém Gtverci,
krychli omezujicim, po jedné thlopfiéné tak, Ze kaZd4 s nésle-
dujfcf ve vrchole krychle se sbihd. Tim vznikne 6 hran étyr-
sténu, které zaviraji celkem 4 rovnostranné trojihelniky Cétyrstén
omezujfef.

Vrcholy osmisténu jsou ve stfedech stén krychlovych,



21

Obsah étyrsténu T, jehoz hrama h=a\/2, kde% a jest

hranou a zdroven osou krychle, vyjddfen jest vzorcem-
3

h
T=1V?2

a proto téz
as

t. j. Ctyrstén do krychle vepsany zaujimd tretinu obsahu jejs.

Hrana osmisténu do krychle vepsaného & — E_V_2 a obsah

2
jeho 0— h’?;“
nebo
a3
2 0=%,

t. j. Osmistén do krychle vepsany zaujimd Sestinu obsahu jejt.
Z rovnice (1) a (2) jde, Ze
®) T:0=2:1.
Pozorujice ctyrstén a do ného vepsany osmistén, presvédéime
se snadno o zvlastnosti obou téchto téles, Ze totiZ jak hrany, tak
i povrchy ano i obsahy jejich maji se k sobé jako 2:1.
VpiSeme-li do osmisténu krychli, jejiz vrcholy spocivaji ve

stfedech stén osmisténu, takze hrana vepsané krychle :%
- a®
a obsah jejf k:ﬁ’ jest
3 3
0:5=2.2 =9:2,

6 27
proto i obsah Ctyrsténu ku obsahu krychle do ného vepsané
dle (3) o
T:E=9:1.
Kombinujice po tfech zminénych télesich tak, Ze kaZdé nésle-

dujicf do predeSlého vepséno jest, snadno vyvodime si poméry
nésledujiei

“) K:T:0=6 :2:1,
®) T:0:5=18:9:2,
(6) O0:k:t=27:6:2.

Z pomérd téchto pozndvime, Ze
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K:T=6 :2,
: T:5=18:2,

z ¢ehoZ ndsobenim obdrZime
K:k=27:1,

kdez K zna¢f krychli o ¢tyrstén opsanou a % krychli do téhoz
Ctyrsténu vepsanou. Podobné na pf. jest .

T:0=2 :1,

0:t=27:2,
z &ehoZ ndsobenfm opét plyne

T:t=27:1.

Souvisi tedy krychle, osmistén a &yrstén tak, Ze, jest-li jedno
téleso z mich o druhé opsdno a do tohoto s prvmim soujmenné
vepsdno, pomér obou téles soujmennijch je vidy 27 : 1. Hrany téles
téch maji se k sobé tudiZ jako 3:1.

Chceme-li vypocitati obsah dvandctisténu kosoétvereéného
(dodekaéder) D,*) jehoZ osa — a, a srovnati obsah jeho s ob-
sahem krychle téXe osy @, tfeba uvdZiti, Ze D jest osmistén,
na jehoZ kaZdé sténé jest trojboky jehlan kolmy o prav1delné

3
zdkladné. Obsah osmisténu osy a jest dle (2) O :F'

Del§f dhlopticna d stény dvansctisténu kos. jsouc hranou
. 2

osmisténu a tedy d = f~v——, jest zdroven spodnf hranou jehlanu
nad sténou osmisténu. Abychom uréili vy$ku jehlanu tohoto,
tfeba uvdiiti, Ze vodorovny primét dvandctisténu kos. jest
¢tverec ABCD — obr. 1. — jehoZ strany jsou del$imi wdhlo-
pficnami stén a jehoZ thlopricny AC, BD rovnaji se ose dva-
néctisténu.  Strany ¢tverce EFGH odpovidaji krat$im dhloptiénam,

jejich# délka & — EH _—:%.
Proto vét§f dhlopfiéna ku mens$f thlopiiéné dvandctisténu

kos. mi se jako \/2:1.
Z obou thlopfien vypocitime hranu

=V )+ ) =i

*) Télesa, o nichZ v ¢linku tomto se pojedndvd a kterd% zde vyobra-
zena nejsou, najde laskavy étendf v kaZdém nerostopise.



23

B
H, a
A ;T 4
P ' F
D
Obr. 1.

nadeZ snadno shleddme, Ze vySka jehlanu v— —0; V3, a tedy

obsah jehlanu
5 a®  sehland a®
—gg & osmi jehland =g .

Proto jest obsah dvanictisténu kos.
a®  a®  ad
) D=0+48J= '6"+1ﬁ§__4—’

t. j. Dvandctistén koso&tvereényj do krychle vepsany zaujimd &vrtinu
obsahu jeji.

Naopak 1ze do dvandctisténu kosoctvereéného vepsati krychli,
jejiz hrana rovna jest kratSi dhlopficné stény jeho a jejiz hod-
a3

nota jest %; proto obsah krychle vepsané &k — g

coZ uvedeno

v pomér s obsahem D, dd

Obsah &tyriadvacetisténu  krychlového (tetrakishexaéder) M.
Tento vznikd z krychle co prvotvaru jakozto plnomérny tvar dvou-
plochym piikrojenfm hran, takZe omezen jest 24 rovnoramen-
nymi trojabelnfky. PIi tom miZe se ptikrojenf stiti tak, Ze
primét vodorovny jest pravidelnym osmidhelnfkem — obr. 2. —

V osmidhelnfku tom jest dhlopiiéna stfedem jdoucf rovna
ose krychle i ose c¢tyfiadvacetisténu kr. AB —=a, a zdrovein
.rovna priméru kruZnice opsané.

Ctytiadvacetistén kr. moZno rozloZiti v krychli % a- Sest
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A
C, D
S
E H
F a
B
Obr. 2.

na sténdch jeji spoéivajicich jehland J. Znaéfme-li pdl osy AS
krétce r = % , jest hrana krychle

CD=hr=rV?2,
a vyska jehlanu
r ~ r —
v :r—§v2 :§(2 —v2) .
Z uvedeného plyne, %e obsah krychle
E=2r3\2,
a obsah jehlanu
hZv _ 2r? » — rd —
| J:T: 3 .§(2~V2):~§(2-v2),
a 6J=2r3(2—V'2);
proto obsah ¢étyfiadvacetisténu krychlového
M=2r3\2}2r3(2—V\2) = 43,

'Dosadime-li za r = g—,
o : ; al
| 8) M= 5
ChyFiadvacetistin Trychlovy jest polovickou krychle, do mé¥
Jest vepsdn. :
CtyFiadvacetistén osmistény (triakisoktaéder) N skl4dé se z osmi-
sténu O a 8 jehland J, jichZ zdkladnou jest sténa osmisténu
a jejichZz vySka zdvisf na veliCiné m, t. j. oné tdseCce osy, kterou
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prodlouzens sténa ctytiadvacetisténu osm. na ose utind. (Viz
oznacenf Naumannovo mO.)

3
Znaci-li @ osu osmisténu, jest obsah jeho O :%, hrana

osmisténu h = ﬁv§, a sténa jeho jakoZto zdkladna jehlanu

v 3 — ?’\[_3

Jedné. se tedy pouze o stanoveni vy3ky jehlanu v. Za tou
ptic¢inou protneme cétyFiadvacetistén osm. rovinou vedenou osou
télesa a vrcholem jehlanu, takZe obdrzime (majice pouze ¢tvrtinu
celého fezu na zieteli) A EOX — obr. 3. — kdeZz O jest
stfed télesa, X bod, v némZ prodlouZend sténa télesa osu pro-
ting, tedy OX = m, V pak vrchol jeho a M vrchol jehlanu, pti

Cemz prirozené OM | EV. Strana EO odpovida tseéce EO
v obr. 1

Z obrazce 3. plyne
m=ctg(e4¢@)=c Sggi‘ig_z -

tedy tgp=
Ponévads ¢ = -Z—V?, jest tga— g:%VE::: Ve.

Dosadime-li za ¢ a tge hodnoty do vzorce pro tgeg, ob-
drzfme koneéné
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_@n—a)V2
8y = dm+a
Na hodnoté m z4visi hodnota tgg; proto dosadme za m
postupné nékteré hodnoty, na pf.

S —c ]
3 2

” mZ:Za ” tg%:MS—,
2V2

_3 _
" Mp=g50 tgpy = 7

Abychom stanoviti mohli vySku, tfeba zndti tdsecku EN — =,
kterd se ur¢f ze spojité dmeéry

EV:ic=c:n
a ponévad EV = év_?T: Z—VE,
jest av , v=ntg @.

Dosadime-li postupne do poslednfho vzorce hodnoty za
tgp i za n, obdrifme prisludné vysky

v._dﬁ?M§_4y§
- B T 30
~aV6 V2 _a4V3
"= T8 T a8
_avbzvé_avg

"ETg o7 T oer
a dle toho téZ obsahy Jehlanu k vySkdm uvedenym prfslusnych
1 a?\/3 a\/3 a? a®
=5 T35 =g 2 =g

-3
- 2\/ 9 3 a3
3, = %?\Q’ aVB_ @ g0
1

8 " 48 T 8.48 48"

a’\V3 a3 _ a? _a?
h=g5-—g 31 — 8.9 * Y=o

Budet pak obsah étyfiadvacetisténu osm. v ptipadé p1 vém
® - N=

a®*  a® __a®

6 '3 b
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3 3 3
v pfipadé druhém N = % + Z—B — ?1%;
3 3(1:3

v ptipadé tietim N= 6 + o1 = 14"

Prohlédajice ku vzorci (9) miiZeme fici:
élyv“-iadvacetistén osﬁzisté’nny’ jest pétinow krychle, do niZ
jest vepsdn.

V

Kdyby m nabylo hodnoty o, jest tg o =

aVG Ve _d4V3
’ - 12

m=oo 2
. a2v3 av3 a? b_a3
1 e T V=0
3 ai
a N=5 3 Jr12 10

t. j. pro m = oo prejde ctyfiadvacetistén osm. ve dvandctistén

kosoétverecny, pro m — g v osmistén, nebof tgep —O0.

3
Jezto hodnota osmisténu — %— a hodnota dvandctisténu

3

kosoctv. = %: ,

pohybuje se v mezich od ! do } krychle osy a.

pozorujeme, Ze obsah ctyFiadvacetisténu osm.

Uvedouce v pomér hodnoty zde vypocétené a srovnajice je
s obsahem krychle =1, obdrzfme

K:M:T:D:N:O=1:3:34:+:1:1=60:30:20:15:12:10.

V Opavé, v kvétnu 1887.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-14T22:17:22+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




