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CASOPIS‘ PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

T¥i faze ve vyvoji teorie fysikdlniho mikrosvéta.
Véclav Votruba, Praha.

Fysikdlnfm mikrosvétem rozumime svét zjevi subatomér-
nich resp. submolekuldrnich. Obricend pak uZivime sluvka
,;makro‘“ (na p¥. ve vyrazech fysikilni makrosvét, makrosko-
pickd fysikalni teorie a pod.) vidy, kdyZ chceme naznaditi, Ze
se nepfihlizi k atomické a tim méné k subatomirni struktufe -
hmoty, ani k fysikdlnim ZJevum a faktim néjak s ni souvisfcim
nebo piibuznym, jako jsou na pi. kvanta.

V prvnf kapitole jest pojedndno o zakladnich pojmech a zé,-
konech primitivni klasické teorie fysikdlntho mikrosvéta. Tato
teorie nedovede jest& vysvétliti kvantové zjevy. Je to tedy teorie
velmi nedokonaléd s hlediska prakticky-fysikdlnfho, je v¥ak da-
lezitym stupném ve vyvoji teorie fysikdlniho mikrosvéta s hle-
diska formaln&-matematického. Proto je tfeba se ji zabyvati.
V druhé kapitole jsou vyloZeny principy dne¥ni kvantové elektro-
dynamiky; vinovéd mechanika hmotného bodu a teorie kvanto-
vaného elektromagnetického pole. V tieti kapitole jsou nazna-
éeny vudéi myslenky dvou nejnovéjsich pokust o daldf zdoko-
naleni teorie fysikdlnfho mikrosvéta, totiz nové , Feldtheorie
hmotnych &astic a korpuskulirni teorie elektromagnetického pole.

1. Primitivni. klasick4 teorie.

1. Pront zdkladni fikce: Klasicky hmotny bod. Kaidy hmotny
bod v této teorii m4 urditou, konstantni vlastn{i hmotu m, (kli-."
dova hmota), ddle uréity, konstantni elektricky ndboj e, konedns
mé v kaidém okamZiku ¢ urditou polohu, kterou miZeme sta-
noviti privoditem g, urditou rychlost v, zrychlenf a atd. Cisla m,
a e jsou relatlwstlcké invarianty, t. j. jsou nezévislé na volbé sou«

Casopls pro péstovan{ matematiky a fysiky. D4 - D49



i‘a;dného systému.l) Bud e samo, nebo velidiny e i m, zdrove,
mohou byti rovny nule; nenf viak nikdy zéroveii my = 0 a e = 0.

Veli¢ina
v2\—

se nazyva (setrvalnou) hmotou hmotného bodu; zavisf tedy
na absolutni hodnoté v jeho rychlosti v. Musf byti vidy od nuly
riznd a positivn{; hmotné body s nulovym m, se tedy musi vzdy
pohybovati meznou rychlosti c¢. (¢ je rovno rychlosti svétla ve
vakuu.) Velidina

W' = mc?
se nazyva energii hmotného bodu a koneéné veli¢ina
p=mv

je jeho impuls. Uddnim impulsu se obydejné nahrazuje udani
rychlosti. Mezi W' a p’ plati identicky vztah, ktery lze snadno
potvrditi, '

' W'z — c%p'2 = my2ct.

Obé& strany posledn{ rovnice jsou relativistické invarianty. Ctve¥ina,
velitin 'z, Py, P2y W' (9's, D'y, P’z jsou slozky vektoru p’) se
totiZ ' transformuje stejné, jako ¢&tvefina prostorodasovych sou-
fadnic z, 9, 2, &.

. 2. Druhd zdkladni fikce: Klasické elektromagnetické pole. Kla-
sické elektromagnetické pole je nejjednoduseji popsino vekto-
rovym potencidlem ¥ a skaldrnim potencialem @. Kompo-
nenty vektoru ¥ a veliina @ jsou funkce prostorovych sou-
fadnic z, y, z a ¢asu ¢; hovi diferencidlnim rovnicim (rovnicim
vlnovym)

g 1oy
1 o2 S

K popisu elektromagnetického pole se uZiva té% vektorti € a 9,
které s A a @ souvis{ rovnicemi

= —grad @ — — —
C=—pr ¢ | @)

O =rot A
1) Pro pfechod od ‘jednoho pkipustného, inercidlnitho soufadného
gystému z, y, 2, ¢ k druhému takovému z+, y+, 2+, ¢+ plati Lorentzova
transformace. V. dosavadni mikrofysice se uZivd jen specidlni teorie rela-

tivnosti (Einstein-Minkowskiho pseudo-euklidovského prostorodasu).
Mikroskopické teorie gravitace jest problémem budoucnosti.
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a nazyvaji se intensita elektrického a magnetického pole.
Eliminaci A a @ z rovnic (2) plynou pro € a § identické rovnice

rot(ufi—l—-;Eg 0-
div € =0,

znamé jako t. zv. druhd skupina Maxwellovych rovnic
elektromagnetického pole. Dale jesté plynou z (1), (1’) a (2) rovnice

()

1 o€ 1 o9
rot.f)—-?ﬁt——gra,d(dwﬁl—}—c 6t)
dw@=—%%(d1 ar+%a¢') ®)

3. Uplné obecné schema. Celkovy obraz fysikdiniho mikrosvéta
podle primitivnt klasické teorie. V prostoru a &ase existujf dvé
fysikalni entity, svoji povahou zcela riznorodé; klasické hmotné -
body a klasické elektromagnetické pole. Teorie vznikld kombinac{
obou téchto predstav mé byti schopna vyloZiti vlecky fysikélnf
zjevy a viecka fysikdlni fakta, gravitaci vyjimaje.

Hmotné body na jedné a elektromagnetické pole na druhé
strané nejsou na sobé fysikalné nezavislé. Hmotné body ptisobi
na elektromagnetické pole podle znidmych zakladnich rovnic

10€ _4n,
rot  — TV )
d1v € = 4np,

tvoffcich t. zv. prvnf skupinu Maxwellovych rovnic elektro-
magnetického pole. ¢ je hustota elektrického ndboje, neseného
hmotnymi body, i je hustota konvekéniho proudu, vzbuzeného
jejich pohybem Obé veli¢iny jsou rozpojité funkce prostorovych
soufadnic i 8asu. Pro jediny hmotny bod s nibojem e je prosto-
rové hustota v bodé =z, y, z a v 8ase ¢ ddna rovnici

(x) Y, 2 t) =ée 6(27 - q-") 6(?/ - qﬂ) (S(Z - q:),

kdez gz, gy, ¢ jsou sloZky privodite q hmotného bodu. Funkce p
musf byti rovna nule vSude, s vyjimkou bodu z =g¢,;, y = gy,
2z = q;, v némZ je naboj e. V tomto bod¥ je o nekoneéné veliké,

a to tak, Ze integral
Jffedz dy de,

vztaZzeny na cely prostor, divé e. Za tim tudelem pnsuzu]eme
funkci 8 ex definitione tyto vlastnosti:

8(e) =0, pro ¢ £ 0,
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+ o
f f(e) 8(e) de = f(0), pro jakoukoli funkci f(c). 4)

Je-li v poli » hmotnjrch bodt nesoucich naboje e, e, . . ., 4, je
hustota p dina soudtem

e(%, 9,2, 8) = Zex 8( — gut) 8y — gur) 8(2 — gax)
a hustota proudu 1 V'Sfrazem
(xa y) Z, t) = fek Dk 6(x - Qzlc) 6(3/ - ka) 6(2 - Qzlc)-

Nebude jist§ zbytetné zminiti se nékolika slovy o vyznamu a povaze
rovnic (3’). Nejobecnéjsi Fefeni rovnic (1), (1’) 1ze sestrojit1 takto: @ je déno
jako libovolnéd superposice rovinnych, harmonickych vin, vSech moZnych
frekvenci », 8ificich se vSemi moZnymi sméry n. Vektor ¥ lze nejprve psati
jako soudet %¥ + Y. Cast %' je déna libovolnou superposici podélnych,
rovinnych, harmonickych vin,.%st % libovolnou superposici transver-

. sélnich, line4rné pola,rlsova,nych harmonickych, rovinnych vin. (Ke kaZdému
sméru n naleZi dv$ samostatné, linedrnd a vzéajemnd kolmo polarisované,
transversalni viny frekvence ».) Rovnice (3’) maji nyni zfejmé charakter
omezujfci, vedlej&i podminky. Ze viech pravé uvedenych myslitelnych
feSeni rovnic (1), (1’) pro % a @ vybiraji totiZ rovnice (3’) pouze n&kterd,
jako skutetné pfipustné. Omezujici rovnice (3’) zusba.va.;i oviem v platnostl,
1 kdy% v prostoru nejsou 24dné hmotné body, resp. jsou-li jejich elektrické
néboje vesmés rovny nule.

Obricend pusobi i elektromagnetické pole na hmotné body.
Pohyb k-tého hmotného bodu je dan pohybovou rovnicf Newto-
novou

Y= g men) = B 6 + - (0 X S D). (O

Prvni é&len v zdvorce na pravé strané této rovnice vy]adru]e
Gginek pole elektrického, druhy &len — vektorovy soudin?®) vek-
- torl v; a H(qr, ¥) — Gdinek pole magnetického. Z rovnic (5) plyne
rovnice. energle pro kty hmotny bod

W= ) = e (90w 1) 20, (5)
Pouiltim rovnic (3) a (4) Ize z (5) a (5') odvodm daldf rovnice
dt{;vk+4c ((&x@)dr}-o  (~5,“)

5 {g Wis+ g f (€ + 9% dr} =0, (50

: (dr = dz dy dz)

*) Vektorovy soudin (hbovolnych) vektorl"l % a B budeme oznaéova.tl
(% x B).

DbE



vyjadiujicf zdkony zachovéni souhrnného impulsu a sou-
hrnné energie nadeho fysikilniho svéta, t. j. impulsu -a energie
hmotnych bodii a pole. Integraly

1 4 1
4—7;[(@ x §) dr, 'g.f(@“r@z)dr
definuji impuls a e’nergii pole; vyrazy
1
©x§), 5 (G + 5

jsou pifsluiné hustoty.
Prakticky dulezity jest jesté tento zpusob psani pohybovych
rovnic (5) a (5'). Zavedeme si ¢isté forméalné nové pomocné velidiny

We = W'r — ex D(qx, t), _ (6)

47!0

Pk == P'k - % QI(qks t)’ (6,)

které budeme nazyvati celkovou energii a celkovym im-
pulsem k-tého hmotného bodu.?) Mezi W a p plati vztah

. 2
(W + e®)2 — c? (p + % 2[) = my’ct. (7
(Viz identickou relaci mezi W' a p’ v odst. 1.) Pohybove rov-

nice (5), (5") lze pak spolu s definiénfmi rovnicemi (6) pro px
psati ve tvaru Hamiltonové

apk aW,,
ot g (50)
aqk aWk '
o o (6a)
AW, oW, '
de ot (5)

Také pohybové rovnice (5) maji charakter omezujici vedlejsf
podminky. Ze viech myslitelnych pohybi hmotného bodu vy-
biraji totiZ pouze né&které, jako skuteéné mozné. Také pod-
minka (5) zGstavd v platnosti, i kdyZ nenf v okoli hmotného bodu
Zddného elektromagnetického pole, nebo kdyZ je ndboj hmotného
bodu roven nule. (T. zv. isolovany hmotny bod se pohybuje
rovnomérné po piimee.) -

4. Diskuse obecné teorie. Zasneme s Maxwellovymi rovnicemi

%) Jaky je divod pro toto pOJmenovéni o tom nelze se zde XfFiti.
W, p je nutno rozliSovati od veliéin W', p’, které jsme nazvali prosté energif
a impulsem hmotného bodu Pro 1solovany hmotny bod jest, jak v dal8im
poznéme, W = W', p = p’.
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(8’), (2') resp. rovnicemi (1) (1’) a (8’). Refen{ t&hto rovnic, od-
povidajicf t. zv. volnym elektromagnetickym vindm (e, = 0;
k=1,2,...,n), popisuji svétlo ve vakuu. Z optiky je dobie
‘zndmo, %e tento popis jest skuteénd naprosto bezvadny, pokud
se tyde t. zv. klasickych vlastnost{ svétla, na pf. polarisace, inter-
ference atd. Nesouhlas v8ak se jevi jiZ pfi uréeni energie a impulsu
zdfeni. Podle této teorie miZe miti na pt. stojatd monochromaticks
svételnd vlna, uzaviend v néjakém omezeném prostoru, zcela
libovolnou energii. Ale zkuSenost nés uéf, Ze ve skutednosti je
- ta energie vidy celistvym nasobkem kvanta kv, kdez h je uni-
versalni konstanta a v frekvence viny.

Maxwellovy rovnice (3') popisuji téZ emisi elmagn. zafenf
zpuisobenou pohybujicim se elektrickym hmotnym bodem. Lze
z nich odvoditi, Ze energie zafenf{ emitovaného v dob& dt¢ pii
libovolném pohybu bodového néboje e jest diana vyrazem

e* [(dv\?

67c® ((_i? ) de.
Také spektralnf rozdéleni energie emitovaného zéfeni vychazi
spojité. Zkufenost viak zase uéi, Ze zafeni emitované hmotnymi
tasticemi, jako jsou elektrony, protony a podobné, se objevuje
vidy v monochromatickych kvantech o koneéné velikosti

energie. Tuto skutetnost tedy nedovede pnmltlvm klasicks teorie
vysvétliti.

Nyni piistupme k pohybovym rovnicfm (5) resp. (5b). Tyto
rovnice maji pfedeviim jednu vadu zcela zédsadnf povahy. Veli-
¢iny €,  a &, UA vystupujici v téch rovnicich majf totiZ obecnd
vesmeés nekoneéné veliké hodnoty, nebot bod o soufadnicich g,
gy, 9= jest v 8ase ¢ singuldrnim mistem elektromagnetického pole.
Podobné integraly. v rovnicich (5a), (5'a) jsou obecné divergentni.
Aby tedy vyfe vyloZend teorie mohla miti viibec smysl, je tfeba
néjakym vhodnym zpisobem definovati ,,spravné‘ hodnoty vsech
uvedenych veli¢in. V rdmci této primitivni teorie lze to udiniti
v podstaté jeding timto predpisem: Zvolime si soufadny systém,
v ném# mé uvaZovany hmotny bod v okamziku ¢ nulovou rychlost.
Kolem onoho bodu jako stfedu si myslime opsdnu kouli malého
poloméru R. Vypolteme stfedni hodnoty veli¢in @, na
povrchu té koule a rozvedeme je v fady podle rostoucic ,mocnin
poloméru R. Zmenujeme-li nynf B do nekonedna, rostou éleny
se zédpornymi mocninami R do nekone¢na. Tyto &leny prosté
vynechédme! Zbude tedy po té limitaci pouze ¢len s RC. Ten udiva
,»8prévné‘‘ hodnoty velidin €(q, t) a dalsich. Zcela podobné nutno
tu postupovati pfi vypodtu ,,sprdvnyeh’ hodnot integrali v rov-
nicich (6a), (6'a). Jest jist& zbytetné podotykati, Ze teorie, ktera
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si mus{ takovymto zpisobem poméhati z nesnézi{, nemuze byti
poklddana za logicky naprosto bezvadnou a dokonalou.

Podrobnym skuteénym vypodtem lze nyni ukézati, Ze za
velidiny €(q, ¢) atd. moZno vziti hodnoty piisluiné vné&jsimu
poli, zistdva-li zrychlenf hmotného bodu trvale malé, coz zase
nastava, je-li vn&jsi pole slabé. V tomto piipadé lze zanedbati
vyzafovani. Pii experimentalnfm zkouméani pohybu elektric-
kych hmotnych &astic (elektronii, x-8dstic) v rozsahlych (makro-
skopickych) elektromagnetickych polich byly tyto pfiblizné po-
hybové rovnice skvéle potvrzeny. Aby viak bylo mozno v rameci
primitivni klasické teorie vyloziti empiricka fakta, tykajici se
existence a nejdilezit&j§ich vlastnosti molekul a atomu, bylo by
tfeba, aby teorie pripoustéla mozZnost energeticky exaktné sta-
bilnfch dynamickych soustav elektrickych hmotnych bodi, jejichz
souhrnnd energie by byla schopna nabyvati pouze diskretnf
fady hodnot, t. j. byla kvantovana. Misto toho se ukazuje, Ze
energeticky presné stabilni soustavy hmotnych bodi jsou
v této klasické teorii nemozné, nebot podle piesnych pohybo-
vych rovnic jest zrychlend se pohybujici elektricky hmotny bod
brzdén vlastnim zdfenim, které podle Maxwellovych rovnic (3')
uvoliiuje. Ale ani ,,stabilni“ soustavy, které dostaneme, kdyz
zanedbdme vyzafovani a pohyb hmotnych bodd poéitame podle
piibliznych pohybovych rovnie, v nichZ je hnacf sila odvozena
jen z vnéjSiho pole (tak se postupovalo ve znamé Bohrové-
Sommerfeldové atomové mechanice), nespliiuji vySe uvedené
poZadavky. Jejich souhrnnd energie totiz muZe nabyvati spojité
fady hodnot a neni Zidného teoretického dtvodu pro néjaké
kvantovani. Proto bylo nutno zavésti v B.-S. atomové mechanice
~dodateéné kvantové podminky.

Pii popisu ptisobeni ciziho zafeni na elektricky hmotny
bod teorie také neni v Gplném souhlase se zkuSenosti, kters uéi, Ze
se energie a impuls zafeni prendSeji na hmotné 8astice nespo-
jité, po koneénych kvantech. (Absorpce, fotoefekt, Comptoniv
zjev.) Tuto skutednost nedovede primitivni klasické teorie vyloZiti.

Pii t. zv. ptimych srazkach mezi elektricky neutralnim a né-
jakym jingym hmotnym bodem Zada teorie v souhlase se zku-
Senosti, aby soudet energif a impulsi obou hmotnych bodt byl
stejny po sriZce jako pFed srazkou.

T. zv. materialni paprsky (na p¥. katodové paprsky, «-paprsky
a podobné) jsou podle této teorie jen proudem uspoiddané se
pohybujicich, prakticky isolovanych hmotnych bodt. Zndmé
mlzné stopy ve Wilsonové komote souhlasi s touto pi'edstavou
Ale na materidlnich paprscich byla pozorovéna téz skupina zjevi
(na pf. interference a.ohyb), které jsou se stanoviska primitivni
klasické teorie naprosto nesrozumitelné.
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II. Kvantova elektrodynamika.

Trvalo skoro dvacet let, nez se podafilo nahraditi primitivn{
klasickou mikrofysikdlni teorii teorii prakticky.lépe vyhovujici,
t. j. lépe souhlasfef se zkuSenost{, a po strance matematicko-
formélni stejnd uspokojivou, t. j. tvofici stejné logicky uzavieny
systém pojma a vé&t, jako teorie klasickd. Tato nova teorie se
nazyvéd kvantovi elektrodynamika. Vinovad mechanika (me-
chanika ,;nového hmotného bodu‘‘) je v. ni obsaZena tak, jako
je klasickd mechanika (mechanika ,klasického hmotného bodu‘)
organicky obsaZena v teorii vyloZené v predchazejici kapitole.
Nejdokonalejsf Gplnou formulaci kvantové elektrodynamiky podali
r. 1932 Dirac, Fock a Podolsky. (Viz IL3.).

1. Pruvnt zdkladni fikce: Hmotny bod Diracovy relativistické
‘vlnové . mechaniky. Rozebirame-li teoreticky moZnosti libovolng
pfesnych méfeni polohy, t. j. soufadnic ¢z, gy, ¢ bodové hmotné
d4stice — na p¥. elektronu, protonu a podobné — v urditém Sase ¢,
nenalezneme Zadnych zésadnich piekazek, které by mohly stéti
v cesté provedeni tohoto tkolu. Stejné jest v zasad® moZno, sta-
noviti libovolng pfesné& slozky impulsu p'z, p’y; 9. hmotné &astice
v urditém n&jakém 8ase. Naproti tomu rozbor nejrozmanitéjdich
experimentélnich uspofadani navrienych pro soudasné stano-
ven{ soufadnic 1 komponent impulsu vede k vysledku
odlifnému, totiz k tomu, Ze je zédsadné nemoZno stanoviti
8 libovolnou piesnostf soudasn&é polohu i impuls bodové
hmotné &astice. Zésadnf hranice pfesnosti méfenf je dina ne-
rovnost{

55's 83: 2 h (8)

a podobné pro ostatni komponenty (% je Planckova konstanta):
Pri tom znad¥f 6p's, 8¢z, ... atd. pravdépodobné chyby naméie-
- nych hodnot 7'z, g, atd. '

" Je to zpusobeno jednak vlivem vySe zmfnénych, empiricky
zjisténgch, neklasickych vlastnost{ svétla (projevujicich se na pf.
ve zjevu fotoelektrickém a zjevu Comptonové tim zpisobem,
#e se energie i impuls zafeni{ pfend¥f na hmotné &astice po ko-
- nednych kvantech, nespojité), jednak vlivem rovnéz uvedenych,
empiricky . zjisténych, neklasickych vlastnostf hmotnych &astic
(projevujicich se na p¥. tim, %e materidlni paprsky jevi interferenci
a ohyb). P¥i odvozovani relaci (8) se pouZivd znimych kvanti-
tativnich zdkonitost! ovlddajicich zjev Comptoniv a ohyb
materidlnich paprskiu. Ty zékonitosti byly nalezeny empiricky.
Jsou proto relace (8)- ta,ké relace &istd empmcké tedy naprosto
spolehlivé.

. - Z:toho, co bylo pré.vé fedeno, plyne v podstaté toto poudeni:
Nenf moZno p¥imo empiricky ovéfiti, Ze skutedné jednoduché
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hmotné Sastice maji v8ecky charakteristické vlastnosti klasickych
hmotnych bodii. Nemohl by ndm ovSem nikdo braniti, abychom
¢inili takovy piedpoklad, pies to, Ze je piimo prakticky ne- -
ovétitelny, kdybychom na zakladé toho pfedpokladu dovedli podati
uspokojivy vyklad vSech mikrofysikdlnich zjevi. Ale to se dosud
nepodatilo. (Viz 1.) Proto musfme byti naklonéni k pfesvéddeni,
Ze zékladnf piedpoklad primitivni klasické teorie — klasicky
hmotny bod — jest nejen logicky nedostatetné odiivodnény, ale
i fakticky nespravny, t. j. Ze klasické hmotné body skuteéné
nejsou v piirodé realisovany.4)

Prakticky netispéch hypotesy klasického hmotného bodu musf
nis piiméti k tomu, abychom se snazili nahraditi tuto fikei néjakou
fikei, feknéme obecné&jsi, pii niZz by bylo pfimo vyuZito volnosti
dané nerovninou (8). Lze doufat, Ze tak bude moZno dospéti
zcela piirozené k vykladu kvantovych zjevi. OvSem, Ze nemusi
byti novy pojem, ktery nastoupi na misto pojmu klasického
hmotného bodu (pojem hmotného bodu vlnové mechaniky) nikterak
pojmem nazornym. Postadf, kdyZz budeme uméti vlastnosti a cho-
vani nového hmotného bodu matematicky popsat, a kdyZ tento
popis, v naleZité interpretaci, bude ve shodé se zkuSenostf.

K pojmu hmotného bodu vinové mechaniky dospéjeme tfmto
formalnim zobecnénim pojmu klasického hmotného bodu: Kompo-
nenty pruvodide g a impulsu p’ jakoZ i energii W’ isolovaného
hmotného bodu nebudeme poklidati za obydejnd prosts &isla,
nybrz za 8isla obecnéj&i, pro néZ neplati zdkon o komutativ-
nosti ndsobeni, ale jsou splnény tyto zaméhovaci relace

’ , h
ps-Qm“Qz-?.x=%.| a cykl. (9)

Pii tom | znadi jednotku v oboru nekomutativnich é&isel. Viecky
ostatnf{ podvojné soudiny velidin ¢z, ¢y, ¢z, P’z ..., W’ jsou za-
ménné. Z teorie klasického hmotného bodu pievezmeme do teorie
hmotného bodu vinové mechaniky pouze jesté relativisticky vztah

W'2 — c?p’2 — my2ct = 0. (10)

Ptihlédnéme nyni, jaké jsou blizdf teoretické dusledky hypo-
tesy (9), a jaka je prakticko-fysikalni interpretace celého toho

4) Ze hypotesa klasického hmotného bodu j jo skute&ns logicky nedosta-
tetnd odivodnéna a Ze naprosto neni nutné, jak by snad bylo moZno se
domnfvati vzhledem k tomu, ¥e je zasadné Mo¥no stanoviti s libovolnou -
pfesnosti polohu jednoduché hmotné &astice v &ase ¢,, jakoZ i impuls v jiném
dase ty, dokazuje pravs okolnost, %e je mo¥no vybudovati logicky bezespornou
vinovou mechaniku, v ni% se ona hypotesa popiré, kde#to ob8 pravs zminéna
empirickd fakta akceptuji. Tim je téZ vyloudena eventualita, Ze by se mohlo
podafiti dokézat sprévnost resp. nutnost hypotesy klasického hmotného
bodu néjak nepﬁmo :
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formalismu. V experimentdln{ fysice jsou soufadnice, komponenty
impulsu a také energie hmotné &astice, jakoZto vy'sledky fysikal-
nich méfeni, samoziejmé obydejna ¢&isla. Ukolem fysukalni
teorie pak jest, tyto vysledky fysikalnich méfeni s nejvétsi za-
sadné moznou presnost{ — viz na pf. relace (8) — pf‘edpovida,ti.
Aby tedy formalni zobecn&nf pojmu hmotného bodu dané rovni-
cemi (9) mohlo miti viibec né&jaky smysl, musi byti predeviim
mozno, prevésti viecky vypovédi o abstraktnich nekomutativnich
dislech (po pifpadé vztahy mezi nimi) na jisté vypovédi o néjakych
obyéejnych é&fslech. To skuteéné je mozno udiniti, a to jak nas
algebra uéf, v podstaté jediné (jednoznatné) timto zpisobem:
Kazdé z velidin W', p'y, ¢, atd. piifadime — &isté formalné —
jistou operaci, provedenou na oby&ejnych redlnych nebo komplex-
nich funkeich jistych obydéejnych redlnych é&isel (plynulych para-
metri) z, y, 2, t; jinymi slovy, zobrazime si kazdou z veliéin W',
P, . . . pomoci jistého operatoru, pusobicitho na funkce promén-
nych z, y, 2, £.5) Udinime to podle této tabulky (znadku — &téte
slovy ,,je pfifadén operator):
W= —3m &
, 4 Kl
Pa= 90 oz & 5 (11)
¢z — z a cykl.,

| > 1.

Veli¢ina W’ je tedy zobrazena operatorem, ktery ptisobi na
libovolnou funkeci proménnych z, y, 2, ¢ tak, Ze ji derivuje parcieln&
podle ¢ a nasobi faktorem — h/2mi, operator zobrazujici g, nasobi
jiprosté &islem z, operator zobrazujici | nasobf jedni¢kou.%) Divod,
proé jsme piifadéni abstraktnich nekomutativnich veli¢in a kon-
kretnich operdtort provedli pravé podle tabulky (11), pozname
v dal§im. Soudtu dvou velidin, na p¥. p's + P’y odpovida operator,
ktery pilisob{ na hbovolnou funkei w(z, y, 2, t) tak, Ze z ni utvori

funkei
h 9o h o .. b [Jw B
(%ﬁ’a‘i Emg)‘“ éil EE(?,EJ“'@)‘
Soudinu dvou veli¥in odpovidd operator, ktery providi ob& &a-

stené operace po sobé. Na pr. operator odpovidajici soudinu p’.gs
ménf funkei w ve funkei

5) Pojem operé,toru je dobfe znémy na p¥. z vektorového podtu.

8) Vektor p’ je podle tabulky (11) zobrazen (a% na faktor h/2si) po-
mocf operdtoru grad, zndmého z vektorového poétu. Proménné parametry
z, ¥, 2, t majf vyznam — a také transformadéni vlastnostx — plymdy'ch
prostorovych soufadnic a &asu. :

~
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h 0

'QE 5z (xw),
kdezto operdtor odpovidajici soudinu ¢,p’, ménf w ve vyraz
h 0w .. h o

oz O 2mi T B

a podobné pro jiné soudiny. Na zikladé obou pravé uvedenych
pravidel lze nyni ke kaZdému vyrazu F, utvoienému pomoci
séitdni a nasobeni z veliéin W', p's, ¢z, atd udatl prislusny
operitor 6.

Zobrazeni nekomutativnich veliin pomoc{ operatort mé tento
vyznam resp. nasledek: Kazdy vztah tvaru F = 0 mezi nekomu
tativnimi veli¢inami lze okamzité proméniti v podminku @w = 0
pro jistou funkeci w proménnych z, y, 2, ¢, tedy ve vztah mezi
obyéejnymi &isly, coz je pravé Gdéel toho zobrazeni. Jediné vztahy
typu F' = 0, které nevedou k Zadnym podminkédm pro funkei w,
jsou relace (9) a vztahy z nich plynoucf. Operatory (11) byly
totiz pravé tak zvoleny, aby relace (9) vedly k identitdm.

Nyni si v§imnéme bliZe fundamentdlnitho vztahu (10); je to”
vztah typu F = 0. Dirac nalezl, Ze kvadraticky vyraz na levé
strané této rovnice lze rozloZiti na soudin dvou vyrazi linedrnich
ve veli¢inach W', p's, p'y, p's, totiz vyrazu

Wity + ¢(p'axy + Dyota + Dacxa + Moo, (12)
a vyrazu lificfho se pouze opaénym znaménkem é¢lenu v zavorce,
jestlize za koeficienty « zvolime nekomutatwni &isla splitujicf tyto
zaméfiovaci relace:

KXk + KXy = 2(50, . |, (7/, k 1, 2, 3),

Kidkg — Kgg = 0, (i 03 1,2, 3)’

‘-

kde | je jednotka v oboru velidin & a d; je zndmy symbol Kro-
neckeriv (dg = 0.pro ¢ = &, ;5 = 1). S velid¢inami W', p’,, ¢s,
atd. jsou velidiny & zdménné, O spravnosti Diracova tvrzeni lze
se snadno pFesvédditi rozndsobenim. Velid¢iny o« nelze zobraziti,
ve smyslu vyse vyloZzeném, pomoci operatori puisobicich na jedinou
libovolnou funkci proménnych z,y,z, ¢, nybri pouze pomocf
operéatori piisobicich na &tvefici takovjrch funkei. Je-li yo(2, ¥y, 2, t),
(0 =1, 11, IT1, IV), takova &tvefice, jest ddno prifadéni opera-
torti velitindm o touto tabulkou.

Operator odpovidajici veli¢ing

oy méni yy v yy, v V Y yiur vV —vyun Yiv vV —vyiv,
oq méni Y1 Vv yrv, Yu Vym, YmVym Yy V.Y
0‘: ménf g1 Vv t.yrv, Yy V —9mn, Ym V Wi, Yiv vV —iyr, (13)
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oy ménf 91 Vv ym, Y Vv —yrv, ym V Y Yiv v —yI1,
oy ménf yy v w1, Y V oy, Y1 V yon, Yiv 'V oyrv.’)

Je-li L operitor odpovidajicf vyrazu na levé strané rovnice (10),
jest jasné, Ze &tyfi funkce y,, (0 = I, II, 111, IV), splitujici sou-
stavu Sty¥ diferenciélnich rovnic

1 0 2mmoc
(C ata4+axo‘l+ayo‘2+a 0‘8+

060) 1/)0 - 0, (12')
hovi{ téZ rovnicim Inp,, = 0. Rovnice (12) jsou zakladni rovnice
Diracovy vlnové mechaniky isolovaného hmotného bo-
du. Jejich nejdulezit&jsi vlastnosti budou vylozeny jesté v dalsim.
Nyni se v8ak musime obratiti k prakticko-fysikalni interpretaci
celého dosud vyloZeného teoretického formalismu.

Predpokladejme, Ze jsme nalezli néjaké Yeseni 1, i, v yiv
rovnic (12'). Kazdé takové Fefeni popisuje urdity stav hmot-
ného bodu. Pomoci funkei y lze uréiti t. zv. pra,vdépodobné
hodnoty (Erwartungswerte) veli¢éin W', ¢z, 9’5, . .. 1 vyrazi
G(9z, D'z, - . .) Z nich utvofenych piislusiné hmotnemu bodu v do-
"tyéném stavu. Obecny vzorec pro pravdépodobnou hodnotu G
velidiny G jest

— v
G = | > y*Gy.dr, (dr = dz dy dz) (14)

. o=1
kdez y*, je funkce komplexné sdruZens s y, a vyraz @ si myslime
nahrazen piisludnym operatorem. Integrace se vztahu]e na cely
. obor proménnych z, y, z. Pro Qx> Qy> 9z 8 D'z, D'y, P’. mame specielnd

tyto vyrazy

v

9z = Py, dr = fx - Q(x, ¢) dr, atd., (15)
IS A -
Pz= ch.ﬁg—%dr, atd. (15°)

Pra.vdépodobné hodnoty g, p'» atd. udivaji pravdépo-
dobné vysledky mé¥eni soufadnic, komponent impulsu atd.,
provedenych na uva¥ované hmotné &astici, kterd je v dotyéném
stavu y.

Ze vzorce (15) vidime ihned, Ze vyraz Q(x, t) dr musfme inter-
pretovati jako pravdépodobnost %e hmotny bod bude v dase ¢
nalezen v prostorovém elementu dr = dz dy dz, leZfcim na misté ¢
(kdyz bude proveden experiment resp. méfeni, dovolujici urdeni
polohy hmotného bodu s potfebnou pfesnestf). Funkei

7) Je tedy vlastn& «, = . Operatory ptislu¥né podle (13) abstralkt-
nim veli¢indm « budeme oznaéovatl ste;né, jako veli¢iny o samotné. .
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AQ(ry t) = 21/’*0',00 = 2"/)*0 | Yo = 21/"%“4'/’0
lze tedy nazvati hustotou pravdépodobnosti polohy. ProtoZe
je vidy @ = 0, jest splnéna samozifejmé nutnd podminka, kterou
musime na hustotu pravd&podobnosti klasti. Kromé& toho lze
normovanim funkei v, dociliti, aby integral

[Qdr=1. (16)
Vypoétem lze dile obecné dokazati, Ze v kaidém moZném stavu
hmotného bodu je sprdvna nerovnina

(92— ¢:)* . (p's — P'2)* 2 b%, (8
a podobné pro ostatni komponenty. To vlak je pravé piesny
vyznam ,,empirické’‘ nerovnosti (8). Nepatrna velikost Planckovy
konstanty h je vysvétlenim pro fakt, Ze pojem klasického hmotného
bodu je pojmem nizornym. Jest samoziejmé tieba dokizati, Ze
viecky znamé fysikalni zjevy, k jejichZ vykladu bylo dosud tieba
fikce klasického hmotného bodu (na pi. Wilsonovy mliné drahy)
lze teoreticky stejné dobfe vyloZiti i na zédkladé pojmu hmotného
bodu vlnové mechaniky. To skuteéné uéiniti lze.8)

Je li dtveFina vy, takovd, %e plati pro jisty operdtor @ vztah

GWa =C. Yo, (17)
kdez C je (obyéejna) konstanta, jest vzhledem k (14) a (16)
G =C.

V prfpadé (17) nazyvame stav g, hmotného bodu stavem charakte-

ristickym, pislu$nym k hodnoté C' velid¢iny @. Hodnota G = C
je v tomto pifpadé hodnotou jistou velitiny G. Kazda pravdé-
podobnéd hodnota @ libovolné velidiny G miuZe byti — ve zvlast-
nfm stavu hmotného bodu — téZz hodnotou jistou. Teorie je tedy
ve shodé s vySe zminénou zasadn{ moZnosti absolutné presného
urden{ bud polohy nebo impulsu hmotné &astice. Tak na pf. hmotné
tastice, pro niz jsme v ¢ase ¢ uréili pfesné tfebas z-ovou soufadnici,
jest v tom 8ase v charakteristickém stavu piislusném k naméfené
hodnoté veli¢iny g,. Urdovani pravdépodobnych hodnot, kters,
jak uvedeno, mohou byti ve zvlistnich ptfpadech té% hodnotami
jistymi mechanickych veli¢in (na p¥. soufadnic, komponent impulsu,
impulsmomentu, energie hmotného bodu atd.) jest zakladnf kol
a vlastn® cely obsah vInové mechaniky, nebot piedpovidini
pravdépodobnych hodnot jest nyni jediny zdsadné moZny zpusob
fysikdlntho predpovidiani budoucnosti. Tim je da.no 6% dneéni
nové pojeti fys1kélni ka.usahty

*) Pfi Wilsonovych ml¥nych drahé.ch oviem nejde nikdy o 1solovany
hmotny bod. K jejich vykladu je proto t¥eha tiplné teorie.z odst: 3. :
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O Diracovych rovnicich lze dokéazati, Ze neméni sviij tvar pii
Lorentzové transformaci plynulych soufadnic z,y,z a &asu ¢,
piifadime-li ji jistou linearni transformaci funkei y,.

Rovnice (12’) maji jest§ dali vlastnosti zcela zésadni duleZitosti.
K vy&e uvedenym nutnym podminkém pro pravdépodobnostni hustotu @
pfistupuje v relativistické teorii je§té podminka dalsi. Je totiZ nutné, ma-li
novy pojem hmotného bodu miti vitbec smysl, aby pravd$podobnost @ dr
byla relativistickym invariantem. K tomu je vSak tfeba, aby z funkei y,

"bylo mo#no krom§ vyrazu @ sestrojiti je§td t¥i vyrazy S, Sy 8, které by
se spoleénd s @ transformovaly stejné, jako se transformuji plynulé soufad-
nice z, y, z spoletné s Sasem ¢, nebo komponenty vektoru p’ spoleéné s ener-
gii W’. Ukazuje se, ¥e vzhledem k vySe zminénym transformaénim vlast-
nostem funkef g, jest tato velmi obt{#né podminka skuteéns splnéna. Kompo-

nenty S, S,, S, vektoru & jsou definovény takto:
8, = Dy gy,
S” = Ty oy, (18)
S, = Xy *ouy, -
Dokonce platf na zdklad& rovnic (12°) pro vektor & a velid¢inu  znédmé
rovnice kontinuity :
)

dive =—_—— (19)

Veli¢ina e . @ udavd pravdépodobnou hustotu (pravdépodobnou hodnotu
hustoty) elektrického naboje. Je tedy e . @ = g. Podobn& miieme vzhledem
k (19) pséti
e.c.d =1. .

Ptirozend je rovnicemi (12’) docfleno i néleZitého souhlasu se zkuSe-

nosti. Charakteristicky stav hmotného bodu, v ném# mame jistotu nalézti
urdity impuls 5’, je popsén &tvefici funkef y, tohoto tvaru:

; 27

V(2 4, 2,0) = a,. e

Pfedstavujf rovinnou vinu o frekvenci

@8+ Py + 0. 5—W.1)

1 b5 724 l —
ve=g W= Yot 4 mges

a déloe viny A = h/p’, kdet p’ je absolutni hodnota vektoru p’. Pomoci
téchto vin lze kvantitativn® vyloZiti interferenci a ohyb -materidlnich
paprskid. K danému p’ existujf dokonce ¥ty¥i linedrn¥ nezévislé tverice
charakteristickych_funkci, které viechny majf tvar rovinné viny postupujief
ve sméru vektoru p’. Dv&ma z nich odpovidé kladné hodnota energie
W=+ Vcﬂ;” + mylch,

druhym dv¥ma hodnota — W’. Pfesny fysikélni vyznam t&ch ,,zépornych
FeSeni neni jeSts uplnd jasny. V p¥ipad$ elektronu jsou v souvislosti 8 po-
sitrony. Dosud se viak nepoda¥ilo tu souvislost zcela uspokojivé matema-
ticky formulovati. Oba dva stavy hmotného bodu odpovidajici , kladnym*
viném se vzéjemnd lisf rdznou (opadnou) orientaci t. zv. spinu. Tak nazy-
véme vektor 8, jehoZ komponentdém odpovidaji operdtory: s,—> o0,

8, = 0y, 8~ 0,04, O jeho vyznamu se zminfm piflefitostnd v daliim.
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2. Druhd zdkladni fikce: Kvantovand elektromagnetické pole. Rov-
nice klasického elektromagnetického pole ve vakuu popisujf
i kvantované pole. Také vyrazy pro hustotu energie a impulsu pole
zustava]i piirozené v platnosti. Veliiny A,, 4y, A;, @ (viz 1, 2)
viak jiz nepoklddidme za obydejna é&isla, nybrZz (podobné jako
v predchazejicim odstavei veliiny g, . . .) za &fsla obecné&jsi,
pro jejichz ndsobeni neplati zdkon komutativnosti, ale plati tyto

zaménovaci relace:
ch

PP — PP = —o— . D(I, 7). (20)

’ !’ Ch ’
Ay Ay —Ad'y =5 . D@, 7). | a cykl, (20")
'A, — AP =0 a cykl, (20")
A' Ay — AyA', = 0 a cykl. (20"")

Pii tom je @ = PD(r,2) a D' = D(v',¢'); analogicky pro ostatni
veliéiny. Dale funkce D ma tento vyznam:

D, 7) = % (800 + o7) — 8(1 — o)),

kdez Il = |t —1'|, T =t —1¢ a d(¢) je definovdno rovnicemi (4).
Ukézeme v tomto odstavei pouze na nejjednodus$im piipadé
disledky a fysikdlni interpretaci zaméhovacich relaci (20)—(20").

BudiZ ddna linedrn& polarisovand svételnd vlna, postupujici
ve sméru osy z, rovnicemi

A, — V h (Be—-c—(z—ct) 4 B*e-——c—(z—ct)) ,
. 2nc (21)

Ay = .Az = ¢ == 0 '
Faktor pfed zavorkou byl zvolen jen pro pohodli. Pro energii
této viny, obsazenou v krychli, ktera ma hrany rovnobézné s osami
a délku hrany rovnu c¢/v (je to nejmensi a nejjednodussi dutina,

v nfZ mohou interferenci viny (21) a viny postupujici v opaéném
sméru vzniknouti stojaté viny), plyne vyraz

T = ;;17, [ (G + %) dr = "21 (BB* + B*B). (22)

Amplitudy B, B* nejsou tu obytejnd komplexni &fsla, nybrz
velitiny nekomutativni. Po dosazeni za A, z rovnice (21) do
rovnice (20) a jednoduché tpravé, kterou zde netieba provadétl %)
dostaneme pro né tuto zaménovaci relaci:

%) Zahrnuje té% prostorovou integraci p¥es zvolenou krychli o hrand
c/v.
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BB* —B*B = |. : (23)

Veli¢ina T' dand rovnici (22) také oviem neni obyéejné &slo.
V experimentdlni fysice vSak jest energie elektromagnetického
pole, jakoito vysledek méfenf, nutné obydejnym &islem. Vysvétleni
jest zase toto: Nekomutativni velidiny, jako A, (rov. (21)), B, B*
a podobné lze zobraziti pomoci operatorii, pisobfcich na funkce
jisté promé&nné u. Existuje nyni funkce y(u), ktera charakterisuje
kvantovy stav pole (21), a pomoci niZ lze stanoviti pravdépodobné
hodnoty (Erwartungswerte) onéch veli¢in v piisluiném stavu pole.
Obecny piedpis pro jejich vypodet jest zase tento: Je-li U operator
pisobicf na funkce proménné u, jest jeho pravdépodobnd hodnota

= [ x*Uy du (24)

Srovne] formuli (14) z odst 1.) Analogicky s (16) musi téZ platit
y

[ x*ydu = 1. (25)

Pravdépodobné hodnoty udévaji zase pravdépodobné vysledky
fysikdlnich méfeni. Tim je dana prakticka fysikalni interpretace
kvantovin{ pole pomocf nekomutativnich &isel.

Budiz 2 (resp £*) operétor, ktery ptisobi na kazdou funkei
proménné « tak, Ze ji méni v touZ funkei proménné u + 1 (resp.
u—1). 0perétory QO* a Q*Q tedy neménf vibec onu funkei.
Velitiny B, B*, spliiujici relaci (23), lze zobraziti takto: .

B> Ju+ 1.2, B*— Ju.0* (26)

Aby teorie mohla byti v souhlase se zkuSenosti, jest nutno,
aby kazd4 pravd&podobné hodnota 7 energie T svételné
viny (21) byla zéroveni hodnotou jistou. Tento poZadavek
staé{ k tomu, abychom mohli urditi jak tvar funkce y(u), tak
i v8ecky naméfitelné hodnoty velidiny 7. Podle (24), (22), (26)
" plati predns

T =3h. [x*. (BB* + B*B) ydu = $hv . [ x* (2u +1) xdu 1")
Aby T byla hodnota jistd, musf byti '

w.x=N.y, : (27)

kder N je konstanta. Z (27) a (25) plyme, Ze y musi byti tvaru

Vd(u —N ), kde% 6 je funkce definovana rovnici (4). Pak je prostd

T N hy + %—hv ' " (28)
(P¥i¥t& dokondeni.)

) Operéator pﬁsluény vyrazu BB* 4 B*B Jest totiz
Vu +10 Yulr + Vu.Q"’ Vo F1a = 26+ 1) Q0.
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